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12 Lista EXTRA de Exercicios de SMA-332 - Célculo II

. Esboce o trago da curva C' determinada pela fungao vetorial r(t), sendo:

(a) r(t) =3ti+ (1-9t%)j, teR ) rt)=(1-t)i+tj teR
(e)r(t)=(2+cost)i—(3—sent)j, t€[0,2n] (d)r(t)=ti—3sentj+3costk, ¢>0
(e)r(t)=ti+4costj+9sentk, ¢t>0 (f)r(t)=tgti+sectj+2k, |t|<n/2

. Calcule o comprimento das curvas dadas por:

(a)y:%(x2+2)3/2 dex=0az=23. (b)y:%(ex—i—e_’”), x € [-1,0]

(¢) y=x%? de (0,0) a (4,8). (d) v(t) = (t cos t,tsen t), te€ [0,27]

(€) r(t) = (cos t,sent,e” "), t€[0,2n] (f) r(t) = (t cost,tsent,e), te]0,1]
xr =t r=1

(9)C 8 y=tsent 0<t<1 (h)C :q y=4t*> 0<t<2
z=1-1¢ z =3t

Considere a curva C parametrizada por x = asenasen t, y = b cosasen t, z = c cos t, em que a,b, ¢,
sdo constantes fixadas.
2
(a) Mostre que C estd contida no elipséide 2—2 + 4%+ Z—z =1
(b) Mostre que C' também estd contida em um plano que contém o eixo z.
(¢) Faga um esbogo da curva C

wteost, y=ae“tsent, z = be??, em que a,b,w sdo

Considere a curva C parametrizada por £ = ae
constantes fixadas.

(a) Mostre que C estd contida no cone a? 2% = b? (22 + y?).

(b) Faga um esbogo da curva C paraa=b=4e w = —1.

(c) Calcule o comprimento de C' correspondente ao intervalo 0 < ¢ < 2.

A posigao de uma particula é descrita pela fungao vetorial r(¢) = 2cos 2ti+ 3cos tj.
(a) Mostre que a trajetdria estd sobre a pardbola 4y? — 9z = 18.

(b) Desenhe a trajetéria.

(¢) Qual é o vetor aceleragao nos instantes de velocidade zero?

(d) Desenhe estes vetores.

Ache a forca que atua sobre uma particula de massa m que se desloca segundo a lei r(t) = tj + t2 k.

Um objeto de massa m desloca-se segundo a lei r(t) = a cos(wt) i+sen (wt)j. Ache a for¢a que atua sobre
este objeto. Faga uma ilustragao da situacao trajetéria-forga.

Dispara-se um projétil com velocidade inicial de 500 m/s e dngulo de inclina¢ao de 30°. Determine:
(a) A velocidade no instante t.

(b) A altura mdxima atingida.

(c) O alcance.

(d) A velocidade com que o projétil atinge o solo.

Considere a funcio vetorial r(t) = t2i + (4t2 — %) j:

(a) Esboce a curva determinada pelas componentes de r(t).
(b) Calcule r'(t) er”(t).

(c) Esboce os vetores correspondentes a r'(t) e r’”(t).

Uma curva tem a propriedade: o vetor posi¢ao r(t) é sempre perpendicular ao vetor tangente r’(t). Mostre
que a curva esta sobre uma superficie esférica com centro na origem.

Langa-se horizontalmente um projétil com velocidade de 600m/s de uma altura de 500m acima do nivel
do solo. Quando e onde o projétil atingird o solo? (considere g ~ 10m/s?).

Um jogador de futebol lanca uma bola a uma distancia de 30 metros. Sabendo que a bola é liberada com
um angulo de 7/4 com a horizontal, encontre sua velocidade inicial.

Encontre equagoes paramétricas da reta tangente a C' em P, nos seguintes casos:

r=2t2—-1 r=e
(a)C: { y=-5t2+3, P=(1,-2,10) (b) C : { y=te!, P=(1,0,4)
z=8t+2 z:t27+4



14.
curva C :

15. Calcule a curvatura de cada uma das curvas abaixo. Em que ponto ela é maxima? (a) y =

y=Insecx (c)y=x+1/x,(d)x=¢' cost, y=eclsent, (e)x=1t% y=Int.

Uma hélice é uma curva cuja tangente faz um angulo constante com um vetor unitario u. Mostre que a
x=3t—13 y=23t2, 2=3t+13, t € R, é uma hélice, determinando um vetor apropriado u.

v (b)

16. Determine o (maior conjunto que pode ser) dominio de f, sendo:
:I:y wu/v
() Jl) = 250 () flww) = VI—u—erl

17. (a) Encontre as curvas de nivel da fungao f(z,y) = 22 + 2zy
c

£0).

c¢) Faga o gréfico de f.

(analise separadamente os casos ¢ = 0 e

b) Encontre a intersec¢ao do grafico de f com o plano y = ma.

18. Esboce as curvas (ou superficies) de nivel das fungdes abaixo nos niveis indicados:

xT

(a) fla.y) =@ —y: ¢=0,1,2 () fle,y) = 55 = ~1/2,0,1/2.
Y

(C)f(xay) \/x2+y/4;6:07132' (d)f( ) \/fﬂ+y,0—0,1,2

2 2
(€) f(z,y,2) =[a* + yZJr%; c=0,1,2 (f) f(z,y,2) =z —y; c=0,1,2
(g) f(xayvz) =2r—-y+32+1¢=0,1,2 (h)f T,y )—osy,ch,l,Q

19. Determinar o valor dos seguintes limites (em todos os casos P =

2 2

—1 xre —
lim e«?+v? Y
P—Py

(a) (b) lim

P—Py 1+ 22 + 32

(z,y) — Py = (0,0)), caso existam.

(©)

lim ———
P—Py 22 + y2

z*y® . 2 2 1 . 2 )
d) lim ——— 1 — 1 =
(@) Jim ot () Jim @ pPen () i o?sen !
(g) 1 (LEY)senz (h) lim Y () lim =Y =32
PSP, , @ PSP, ;v22—|— 12 P—Py 2x — by + 2z
lim —— k) 1 —_— ) 1 e
(7) PER, xt + y? (k) PoR, 2 + y? ®) PoR, Va2 + y?
Ty VTY

(m) (n)

li 222y —y? + 2
PL»H}—’O('I + 227y -y + ) P*)H})O $2+y2

(0)

lim
P—Pyx+Yy

20. Achar o maior subconjunto de R? de modo que f seja continua, sendo:

(@) f(@.9) = In /TS ) few) = e (© Few) = i
— _ 2 2
@ sy ={ Y1V R SIS @ S = e () Sl = s

21. Determine a regiao de continuidade de f. Faca um desenho da mesma:

Y Ty
a) f(z,y) = b) f(z,y) =
) f(z,y) e ) f(z,y) T
¢) fa,y) =(a? + 42 —1) —(O— 22 —y2)  d) flz,y,2) = L0
rt+y+z
3xyz
o) fay ) =4 BFrgpyz o @ua)# 000
0 se (x,9,2) = (0,0,0)
22— 12
22. Verifique se a fungao dada por f(x,y) = —— tem limite em (0,0).
e +y

23. Calcule as derivadas parciais de primeira e segunda ordem das fungoes abaixo:

(a) F(,9) = 4 + Va2 § Z*% () f(x,y) = dryz — In(2ry2)

(d) f(r,0) =rtg 0 —r2sen 6 (e) f(z,y,2) =€V +In(y+2) (f) flz,y) = /y In(sen t)dt.

24.
o plano z = 1 no ponto (1,2, 3).

25. Dé a inclinacao da reta tangente a mterse(;ao da superficie 36x

/a S~ A\

-

Encontre a declividade da reta tangente & curva de intersecdo da superficie 3622 — 9y? — 422 +36 = 0 com

9y2—|—4z2+3620c0m0p1an0m:1
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Ache a inclinacdio da reta tangente & curva intersecdo da superficie z = 22 + y? com o plano y = 1, no
ponto (2,1,5). Faca um esboco.

A temperatura em qualquer ponto de uma placa plana é dada por T(z,y) = 54 — 2z% — 4y*. Ache a taxa
de variagao da temperatura, ao longo da placa, nas diregoes dos eixos positivos x e y, respectivamente,
no ponto (3,1).

Encontrar a derivada direcional de In(x? + y? + 22) no ponto (1,2, —1):
a) no sentido deste ponto para a origem;
b) no sentido em que ela seja maxima.

Quais os pontos do hiperboléide x? — 2y? — 422 = 16 em que o plano tangente é paralelo ao plano
4o — 2y + 4z =57

Determinar a equacio do plano tangente ao elipséide 22 + 2y? + 322 = 36 no ponto (1,2,3).

Determine uma equagao do plano tangente e uma equacao da reta normal a superficie dada no ponto
indicado:

(a) z = (2% +y?)?, P =(1,2,25)
(b) z = 4ay, P=(4,1/4,4)
(¢) z=sen x +sen 2y +sen 3(z +vy), P =(0,0,0)
(d) z:arctgg, P=(4,4,7/4)

Calcule a derivada direcional de f no ponto P na direcdo indicada:
(a) f(z,y) =2 —5zy+3y* P=(3,-1), 0O=n/4

(0) f(z,y) = arctg (y/xz), P=(4,-4), u=2i-3]

(¢) f(z,y) =2 +3yz+4zy, P=(1,0,-5), u=2i-3j+k

Calcule a derivada direcional de f no ponto P na direcao de P a ). Calcule também a diregao segundo
a qual f cresce mais rapidamente, bem como essa taxa de crescimento:

(a) f(:z:,y) =a? 6722\/7 P = (2vo)a Q= (*331)

(b) f(x,y)zsen(?x—y), P:(_ﬂ—/Qaﬂ—/G)v Q:(0,0)

(o) f(z,y,2) =22 +y?2+ 22, P=(-2,3,1), Q=(0,-5,4)

Uma chapa metélica aquecida estd situada em um plano z y de tal modo que a temperatura T'(x,y) em
um ponto P = (z,y) é inversamente propocional & distancia de P & origem. Sabendo que a temperatura
em Py = (3,4) é6 100° C, determine a taxa de variagdo de T' em Py na direcao do vetor i+ j. A partir de
Py, em que diregao T cresce mais rapidamente? Em que direcao a taxa de variacao é nula?

Uma funcéo f(z,y) é dita harménica se fz + fyy = 0. Mostre que as seguintes funcoes sdo harmonicas:

(a) f(z,y) =In /2% +y? (b) f(x,y) = arctg (y/x)

(¢) f(z,y) =a cos zsenh y + bsen x cosh y (d) f(z,y) =ae Tcosy+be ¥ cosx

Mostre que as fungoes z(z,t) = em que k é uma constante) e z(z,t) = e’k%sen(kx)

it 6712 /4kt (
satisfazem a chamada equac¢ao de difusdo ou equacdo do calor zy = k zyy.

Suponha que as fungdes f g: R — R tenham derivadas de segunda ordem continuas. Mostre que a fungao
u(x,t) = f(x—ct)+g(z+ ct) (em que c é uma constante) satisfaz a chamada equacdo de onda uy = ¢ Uy

Mostre que a funcdo u(z,y, z) = (2% + y? + 22)71/2 satisfaz a equagio de Laplace gy + tyy + . = 0.
SCSy — I‘yQ
Sendo f(z,y) =4 w21z @9 # (0.0

0 se (z,y) = (0,0)
a) Mostre que f é continua em R?;
b) Calcular f.(z,y) efy(2,y), V(z,y) € R* —(0,0);
c) Calcular f;(0,0) e fy(0,0);
d) Mostre que f, e f, sdo continuas em R?;

e) Calcule fyy, e fyz para (z,y) # (0,0);
f) Verifique que fy4(0,0) # f2,(0,0). H4 alguma contradicao disto com a teoria? Justifique.

Em cada um dos casos abaixo, verifique se a funcao dada é diferenciavel na origem:

21>
(a) g(z,y) =sen(z2 +y?)  (b) fla,y) =3 22 + 4% se (z,y) # (0,0)
0, se (z,y) = (0,0)

Seiar = OP = ri+ vi Seia 2z = z(v) diferencidgvel e v = v/x. portanto z = f(r.v). Mostre que
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Justifique que f é diferencidvel em todos os pontos de seu dominio, sendo:
(a) f(z,y) =5zy®> =32y (b) f(z,y) =22 +3y> (c) f(z,y) = In(1 + 2>+ 3y")

(d) f(z,y) = (2 4y )sen\/TTyz, se (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0)

Medem-se os catetos de um triangulo retangulo, obtendo-se 3cm e 4 cm, com possiveis erros de 0,02 cm.
Usando diferenciais, obtenha uma aproximacao do erro cometido, quando se calcula:
(a) a hipotenusa  (b) a area do tridngulo.

Uma lata cilindrica tem dimensoes de 3cm de diametro, 4cm de altura e 0,1 cm de espessura. Usando
diferenciais, calcule aproximadamente a quantidade de material utilizada para fabricar a lata.

d
Calcule d—:, sendo: (a) z=2a%—y® x=1/(1+1¢), y=t/(t+1),
(b) z=1In(r+s), r=e 2t s=1t3—12 (c) z=u? —vtgw, u=-sen?t, v=rcost, w=4t.

2 2

Calcule w, e ws, sendo: (a) w = z%sen 33, z =13 — 253, y =132,
M) w=vVuZ+v2, u=re®, v=s2e" (c)w=eY z=1r>—5% y=1r>+s.



