’83—‘ Lista de Exercicios de SMA-332- Caélculo II

. Determine P = (z,y) como no teorema do valor médio, sendo dados:
a) f(z,y) =222+ 3y, Py=(1,1) e P, = (2,3).

b) fz,y) = 2% = 3y* + zy, Py = (1,2) e P = (4,3).

) f(z,y) =23 +ay?, Py=(1,1) e P, =(2,2).

. Seja f(z,y) diferencidvel em R? e suponha que existe M > 0 tal que |V f(z,y)| < M, para todo (z,y).
Prove que

[f (@ —y) = f(s, )] < M||(z,y) = (s, )|

quaisquer que sejam (z,y) e (s,t) em R2.
. Seja f(z,y) = In(z + y). Prove que

[f(z—y) = f(s,t)| < M[(z,y) — (s,1)]]
quaisquer que sejam (z,y) e (s,t), comz>1, y>1, s>1let> 1.

. Determine todas as funcdes f : R — R tais que:

Of _ o 2.2 oOf _ . 3
a)%—Qxy — 10z, a—y—fix y+1
b) g =ycoszy + 322 — v, %:xcosxy—w-l-?)zf
ox dy
of 2 OF o 2 1
c)a—x—%e ,6—y—2ye +1+y2

. Determine a funcao f : R? — R cujo grafico passa pelo ponto (1,2,1) e tal que
Vi(x,y) = 2xy® — 22,322y + 2y — 1).

. Determine a funcio f : R? — R cujo grafico passa pelo ponto (0,0,2) e tal que

xr Y 2
Vi(z,y) = <1+x2+y2’ Ty + ye¥ )

. Existe funcio f : R? — R tal que
Vi(zy) = (@ +y* +1,2° —y* +1)
para todo (z,y) em R?? Justifique.

. Determine z = ¢1(z,y), y > 0, tal que p1(1,1) = % e, para todo y > 0,

Vsol(x,y)< 4 - >

.'1,'2 + y2 ’ J)Q + y2
. 3
. Determine z = ps(2,y), y > 0, tal que po(—1,1) = ~ © para todo xz < 0,

Vw(x,y):( - > )

$2+y2’z2+y2

. Seja A = {(z,y) € R? : y > 0} U {(z,y) € R? : y > 0}. Determine z = ¢(z,y), (z,y) € 4, tal que
o(-1,1) = %TW e, para todo (z,y) € A,

Vsol(:my):( - > )

x2+y2’x2+y2
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Um campo de forgas F’)(z, y) = P(z, y)? +Q(z, y)?, onde P e @ sao func¢oes definidas num aberto A do
R?, denomina-se conservativo se existe um campo escalar ¢ : A — R tal que
Vo(a,y) = F(r,y) em A.

Uma tal funcdo ¢, quando existe, denomina-se funcao podencial associada ao campo F. O campo de
forgas dado é conservativo? Justifique.

= — —
a) F(z,y)=zi +yj

= i
b) Fz,y)=yi —zj

— —
) Fzy)=yi +(x+2y)

i
J

— —
— r1 +yY)

d) F(z,y) = W
e) ?(x,y) =47 + .7327
£) Fz,y) = e + 4207 —2y7)

|

Seja F(x,y) = P(m,y)7 + Q(a:,y)7 um campo de forcas com P e Q continuas no aberto A C R2. Seja

y(t) = (x(t),y(t)), t € [a,b], uma curva de C!, com v(a) = v(b) ( v é uma curva fechada). Suponha que,
—

para todo t € [a,b], ¥(t) € A. Prove que se F for conservativo entao

N
Uma tal funcdo ¢, quando existe, denomina-se fungdo podencial associada ao campo F'. O campo de
forgas dado é conservativo? Justifique.

o -y = x -
F = .
Seja F'(z,y) i + CEDE , (z,y) # (0,0)

a) Verifique que, para todo (z,y) # (0,0),
or _0q
oy Oz

—y T
onde P(Z‘,y) = W e Q(.’Il,y) = W

b) Calcule fOQW F('y(t)) -~'(t)dt, onde v(t) = (cost,sent), t € [0, 27].

-
¢) F é conservativo? Por qué?

Seja f')(x,y) = P(x,y)_i) + Q(x, y)7 um campo de forcas com P e @ definidas e continuas no aberto A
de R2. Se F for conservativo entdo existird uma funcao escalar U(x,y) definida em A tal que F=-vU
em A. Uma tal funcao denomina-se fungao energia podencial associada ao campo 7. Determine, caso
exista, a funcao energia podencial associada ao campo F dado e satisfazendo a condigao dada.

— — —
a) F(x,y)=—-6xzi¢ —2yj eU(0,0) =0.
— — —
b) F(z,y)=xz1i +yj eU(0,0)=0.
= - —
c) F(z,y)=x1i —xzyj e U(0,0) = 1.000.
Determine o polinomio de Taylor de ordem um da funcao dada, em volta do ponto (zo,yo) dado.
a) f(xay) = e$+5y € (any()) = (070)
b) f(z,y) = +y> — 2 + 4y e (x0,30) = (1,1).
c) fz,y) =sen(3z + 4y) e (xo,y0) = (0,0).
Sejam f(z,y) = e**%¥ e Pi(x,%) o polinomio de Taylor de ordem 1 de f em volta de (0, 0).
a) Mostre que para todo (z,y), com = + 5y < 1,

. 3
"% — Py(z,y)| < @+ 5y)?
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b) Avalie o erro que se comete na aproximagao
ez+5y = Pl (.13, y)
para x = 0,01 e y = 0,01.

Sejam f(x,y) = 3 + y> — 2% + 4y e Pi(x,y) o polindomio de Taylor de ordem 1 de f em volta de (1,1).
Mostre que para todo (z,y), com |z —1| <le|y—1] <1,

|f(z,y) — Pr(z,y)] < 7(x —1)* +6(y — 1)

Sejam f(z,y) = 23 +y® — 2% + 4y e Pi(x,y) o polinomio de Taylor de ordem 1 de f em volta de (1,1). a)
Utilizando Pj(x,y), calcule um valor aproximado para f(z,y), sendo x = 1,01 e y = 0, 99.

b) Avalie o erro que se comete na aproximagao do item a).

Seja (w9,%0) um ponto critico de f(x,y) e suponha que f seja de classe C? na bola aberta B de centro
(z0,Y0). Prove que para todo (z,y) em B, existe (T,y) interno ao segmento de extremidade (zg, o) €
(x,y) tal que

1 * 2 282 — - 232 S 2
f(xay)—f(xo,yo)—§ @(%y)(l’—%) + aTay(%y)(x—mo)(y—yo)‘f‘ aTlg(%y)(y—yo)

Seja f(x,y) = ax® +bxy +cy? +dr+ey+m (a, b, ¢, d, e, m, constantes) e seja (x¢,yo) um ponto critico
de f. Prove que, para todo (h, k),

f(l'o + h’a Yo + k) - f(IO;yO) = ah2 + bhk + Ck2.

Sejam f(z,y) e (zo,%0) como no exercicio anterior. Prove que se a > 0 e b2 — 4ac < 0, entao

f(@o+h,yo + k) > f(20,y0)
para todo (h, k) # (0,0). Como é o gréfico de f?

Suponha f(z,y) de classe C? na bola aberta B de centro (29, o) e que as derivadas parciais de 22 ordem
sejam limitadas em B. Prove que existe M > 0 tal que para todo (z,y) € B,

|f(z,y) = Pu(z,y)| < Ml|(z,y) = (zo,40)II

onde Pj(z,y) é o polinémio de Taylor de ordem 1 de f em volta de (xo,yo)-

Considere o polinémio P(x,y) = a(x — xo) + b(y — yo) + ¢, com a, b, ¢, xo e yo constantes. Suponha que
exista M > 0 tal que para todo (z,y),

|P(z,y)] < M||(z,y) — (20, 50)|”

Prove que P(z,y) em R2.

Seja f(z,y) de classe C? no aberto A C R? e seja (79,%o) um ponto de A. Seja o polinémio P(x,y) =
a(x —x0) + by — yo) + ¢, com a, b, ¢, xo e yo constantes. Suponha que exista M > 0 e uma bola aberta
B de centro (zg,yo), com B C A, tal que para todo (z,y) em B,

f(z,y) = P(z,y)| < M||(z,) — (x0,0)||”

Prove que P é o polindémio de Taylor de ordem 1 de f em volta de (z, yo).



