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O AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO
INF (')IH‘\I,\(L‘("!H.\' ESSENCIAIS

RECUPERAGAO DE APRENDIZADO

ACESSO AO AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO

E-DISCIPLINAS USP

Todas as informagGes e material do curso estao disponiveis em
https://edisciplinas.usp.br/acessar/

PARA O SEU PRIMEIRO ACESSO

ID do Usuario: ID or Mail USP

Senha: Sua senha

Vocé também podera acessar diversas informagdes da disciplina em
https: //sites.icmc.usp.br/andcarva/sma353,/2023201.htm|
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ACEsso NTE DE APRENDIZADO ELETRONICO
INFORMAGOES ESSENCIAIS EME

BIBLIO!
Provas e Calendario de Aulas
RECUPERAGAO DE APRENDIZADO

EMENTA (MODULOS)

» Introducao :

» Porque estudar célculo

» Numeros reais e Funcoes:

» O conjunto dos niimeros reais e algumas propriedades (1)

> Funcdes reais a valores reais : Operacdes e Gréficos (1)

» Funcdes elementares: polinomiais, racionais, trigonométricas,
logaritimicas e exponenciais (1)

> Limites e Continuidade:

> A nocdo intuitiva de limite (1)

> A definigdo de limite (2)

> Propriedades do limite (2)

> Limites laterais (2)

> Funcdes continuas e suas propriedades (2)
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ACESSO AO TE DE APRENDIZADO ELETRONICO
INFORMAGOES ESSENCIAIS EME S

BIBLIO!

Provas e Calendario de Aulas

RECUPERAGAO DE APRENDIZADO

Ementa - Continuacao

» A Derivada:

> Introducdo: Reta tangente e velocidade instantinea (2)

> Definicdo de derivada (2)

> Relagdo entre derivada e continuidade (3)

> Regras de derivacdo: Derivadas de func¢des elementares (3)
> A derivada da composta: Regra da cadeia (3)

> A derivada inversa: trigonométricas inversas e exponencial (3)
> Acréscimos e diferenciais (3)

» Derivagdo implicita (3)

> O teorema do valor médio (4)

» Derivadas de ordem superior (4)

> O polinémio de Taylor (4)

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0353 Calculo |



ADO ELETRON
INFORMAGOES ESSENCIAIS
BIBLIOGRAFIA
Provas e Calendario de Aulas
RECUPERAGAO DE APRENDIZADO

Ementa - Continuacao

» Aplicacoes da Derivada

Funcdes crescentes e decrescentes (4)

Maximos e minimos (4)

Problemas de maximos e minimos (4)
Concavidade e pontos de inflexdo (4)

Formas indeterminadas e regras de L'Hospital (5)
Assintotas horizontais e verticais (5)

Esboco de gréficos de fungdes (5)

Antiderivadas (5)
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MBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO
INF (')IH‘\I,\(L‘("!H.\' ESSENCIAIS

RECUPERAGAO DE APRENDIZADO

BIBLIOGRAFIA

» Livros texto:

» STEWART, J. Célculo, V. 1, Pioneira
» THOMAS, G.B. Célculo, V. 1, Pearson.

> Bibliografia Complementar:
» GUIDORIZZI, H.L. Um Curso de Célculo, 52 V. 1, LTC.

> TABOAS, P.Z. Célculo Diferencial e Integral na Reta, EDUSP
» SWOKOWSKI, E.W. Célculo com Geometria Analitica, V. 1.
» SIMMONS, G.F. Cdlculo com Geometria Analitica, V. 1.

» Notas de aula disponiveis no e-disciplinas e no site.
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ACESSO AO AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO

INFORMAGOES ESSENCIAIS EME MGDULOS
BIBLIOGRAFIA
Provas e Calendario de Aulas
RECUPERAGAO DE APRENDIZADO

Provas e Calendario de Aulas

Provas
» Prova 1 no dia 04 de Outubro as 19:00-20:40hs

» Prova 2 no dia 22 de Novembro as 19:00-20:40hs
» Prova Substitutiva no dia 29 de Novembro as 19:00-20:40hs

Horario das Aulas: 19:00-20:40hs (segunda-feira e quarta-feira)
Local das Aulas: Anfiteatro Novo (IFSC)

Calendario de Aulas
[[ Més J[ Seg | Qua [[ Seg | Qua [[ Seg | Qua [[ Seg [ Qua [[ Seg | Qua ]|

Ago 16 21 23 28 30
Set 13 18 20 25 27
Out 02 18 23 25 30

o s o B M
Dez 04
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ACESSO AO AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO
INFORMAGOES ESSENCIAIS E A E MODULOS
BIBLIOGRAFIA
Provas e Calendario de Aulas
OE APRENDIZADO

RECUPERACAO DE APRENDIZADO

Vocé teve que perder alguma prova?

» Caso necessite de recuperacdo de aprendizado por razdes
médicas ou algum outro compromisso oficial, vocé devera
fazer a prova substitutiva no dia 29/11 as 08:00hs.

» Informe-se na Secretaria da Graduac¢do do seu Curso para
saber se vocé pode requerer a recuperacao de aprendizado e a
documentacdo necessaria.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0353 Calculo |



PORQUE ESTUDAR CALCULO

PORQUE ESTUDAR CALCULO

No que segue apresentamos alguns exemplos que pretendem
demonstrar que a matematica desenvolvida até o final do ensino
médio ¢é insuficiente para abordar alguns problemas importantes
com os quais nos deparamos.

Comecamos recordando um problema elementar de Fisica do
Ensino Médio.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Exemplo (Langamento Obliquo de um Projétil)

Imagine que, saibamos que os projéteis lancados pelos nossos
lancadores de projéteis tenham velocidade V{y ao sair do lancador e
que o alvo situa-se a uma distdncia d de nossos lancadores. Qual é
angulo de disparo para que o alvo seja atingido? Qual € o alcance
maximo de nossos lancadores? Qual é a altura maxima que o
projétil alcangara?
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PORQUE ESTUDAR CALCULO
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Solucao: Em primeiro lugar, para resolver este problema, é preciso
encontrar um modelo matematico para o lancamento obliquo de
um projétil. Para encontrar este modelo fazemos algumas
suposicoes:

Suponhamos que

>

>
>
>
>

a resisténcia do ar seja desprezivel,
a aceleracdo da gravidade seja constante,
~ H s
o angulo de langamento seja 6 € (0, 5),
a altura do lancador relativemente ao solo seja desprezivel e

a altitude seja constante ao longo do campo de langamento.

Sejam m a massa do projétil e V, a sua velocidade inicial.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

A velocidade inicial Vj do projétil pode ser decomposta em
velocidade vertical e velocidade horizontal iniciais, isto é

V0 = Vpsend,
VP = Voycost
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Se g denota a aceleracdo da gravidade a velocidade vertical
depende do tempo através da relagdo

‘ V,(t) = Vpsend — gt (1)

enquanto que a velocidade horizontal é constante ao longo do
tempo.

O projétil atingira a altura maxima no instante ty; tal que
Vi (tm) =0, ou seja

tm = %sen@. (2)
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Como obter a altura do projétil como fun¢do do tempo?

Note que o grafico da velocidade vertical como fungcdo do tempo é

A

Vosenf

At; =t — ti_1

ti1

s
E"sen& =ty

Set>0el0=ty<t;<---<t,=t é uma subdivisdo do intervalo

[0,t] e At; = t; — tj_1.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Como em cada intervalo [tj_1, t;] a velocidade é aproximadamente
igual a V, (tj_1) temos que neste intervalo o deslocamento vertical
é aproximadamente igual a

Ay = y(ti) — y(ti-1) ~ Vi (ti-1) At
e o deslocamento vertical correspondente ao intervalo de tempo
[0, t] é aproximadamente igual a

y:iAy, Zv )AL ~ A
i=1 i

onde por ~ queremos espressar o fato que a medida que o
comprimento dos intervalos [t;, tj_1] se aproxima de zero y se
aproxima mais e mais da drea A sob o grafico da velocidade no
intervalo [0, t].
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

C 1
ome A = Vpsenft — §gt2,

segue que

y(t) = Vosendt — 1gt? (3)

é o deslocamente vertical do projétil (altura do projétil depois de
decorridos t unidades de tempo).

O deslocamenteo horizontal ocorre com velocidade constante
Vi, = Vpcosf. Logo

‘x(t) = Vpcosd t‘ (4)

De posse do modelo matematico para os deslocamentos horizontal
e vertical estamos preparados para resolver o problema proposto:
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

» O projétil alcangard altura maxima em t:tM:?senG. Logo

Ym = y(t/w) = Vosenfty — 5 ( )
= Vosend 0— 1% sen2o - 1
= Vpsen senv — ngz 2z

Il

|

o
w0
o
5

N
>

2
ym = %% sen20. (5)

» O projétil atinge o seu alvo quando y(t,) = 0. Logo
t, = 2%sen0 o que implica
V2
xa = x(t;) = 2—2senf cos #

Xa = V?L’Zsen20. (6)

» O alcance do projétil é maximo quando 0 = 7 /4.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

O que vocé observa sobre a matemdtica contida neste exemplo?

1 O procedimento para obtencido do deslocamento vertical é
bastante convincente mas requer uma melhor justificativa. O
processo de fazer At; pequeno (tender a zero) exige uma
melhor formulacdo que é dada pela no¢do de limite.

2 Se a velocidade depende do tempo de uma forma mais
complicada podemos n3o ser capazes de encontrar a drea sob
o grafico A de forma t3o simples. Por exemplo, o projétil pode
ser impulsionado durante o precurso (como ocorre no
langamento de foguetes). Deparamos entdo com o problema
de calcular a drea sob o grafico de uma fungdo
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Vi

V(s)

A

7
S

A = deslocamento

S

cuja resposta requer a introducdo do conceito de integral,
proximamente relacionado a nocdo de limite.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

3 Quando a massa do projétil depende do tempo a segunda lei
de Newton precisa de uma outra formulacdo para sermos
capazes de equacionar o movimento e mesmo a velocidade
instantdnea para ser obtida como fun¢do do deslocamento
precisa da introdugdo do conceito de derivada.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Exemplo

Conhecido o deslocamento como funcdo do tempo determinar a
velocidade instantdnea para cada instante de tempo.

deslocamento

Vinadia = x(trh)—x()
[t,t4+h]

x(t+h)
x(t)

— inclinagdo do segmento

[(£:x(2)),(t+h, x(t+h))]

» tempo
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

A velocidade média V,,, no intervalo [t, t + h] é dada por

Vi =

x(t+h)—x(t)
h

e é a inclinagdo do segmento [(t, x(t)), (t + h, x(t + h))]

deslocamento

A

Vlnstanténea — inclinacdo da reta

(£, x(t))

tangente ao gréfico

de x(-)emt=s

» tempo

0 [_"S
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

A velocidade instantdnea V; no instante t é dada por

\/i — ||mh_>0 X(t+hl)7—X(t)

e é a inclinag3o da reta tangente ao grafico de x no instante t.
Aqui precisamos da noc3o de limite para definir a velocidade

instantdnea. O limite que define a velocidade instantanea é
chamado derivada da funcdo deslocamento x no instante t.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0353 Calculo |



PORQUE ESTUDAR CALCULO

Vamos considerar os casos de Movimento Uniforme e Movimento
Uniformemente Variado.

Movimento Uniforme: Se um corpo se move ao longo de uma
reta deslocando-se segundo a equacao

x(t) = xo + vot

entdo, a velocidade em cada instante t é obtida fazendo

x(t+ h) — x(t)

p =vy, h>0 pequeno

e desta forma a velocidade em cada instante é vy.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Movimento Uniformemente Variado:
Se um corpo se move ao longo de uma reta deslocando-se segundo

a equagao

1
x(t) = xo + vt + Eat2
ent3o, a velocidade em cada instante t é obtida fazendo

x(t+ h) —x(t)

p = vo+at+gh, h >0 pequeno

logo, no instante t a velocidade v(t) é

v(t) = vo + at.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

A ,//,
x(t+h) y
x(t) -~ o) | tg(o(r))=v(t)
T
t t+h
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

A aceleracdo é obtida da velocidade da seguinte forma

v(t+ h) — v(t)

p =a, h>0 pequeno

entdo a aceleracdo em cada instante t é a.

Observacao: Quando o movimento tem expressdes mais
complicadas como determinar a velocidade e a aceleragido?

Novamente vamos precisar das no¢oes de limite e derivada.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Exemplo

Célculo do comprimento de uma curva dada como grafico de uma
fung3o.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Vamos considerar alguns casos particulares

Alexandre Nolasco de Carvalho

: | {(t,f(t)): 1 <t<tr}, b=tgh
L=/(t:—t1)2+ b(tr — t1)2
= VITR(n-n)=VITBA
P

o

At
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Se, por outro lado, f tem uma poligonal por gréfico

y

a1 +by t/

L—z:\/ler,? (ti — ti—1).
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

No caso geral

f(t2)

f(t1)

fornece uma aproximag&o para

o comprimento da curva se
f(to)

(ti — ti_1) é pequeno 1 < i < n.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Para obter o valor exato vamos precisar introduzir as nocoes de
limite, derivada e integral,

L:/abw/1+f’(t)2dt
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Exemplo
A drea de uma circunferéncia.

O quociente entre o comprimento de uma circunferéncia e o
didmetro é um nimero real denotado por .

L

L=nd=27r
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Vamos determinar a drea da circunferéncia de raio r. A idéia de
Archimedes (287-212 a.c.) foi dividir a circunferéncia em setores
de igual drea e reagrupa-los da seguinte forma

8 Setores
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

16 Setores
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

quanto maior o nimero de setores, na divisdo acima, mais a area

se aproxima de 7r.r = mr2.

A demonstracdo deste resultado envolve o conceito de limite. Se
dividimos a circunferéncia em n setores iguais temos

\71'/n
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

2 sent/n

w/n
Se n é grande cosm/n~1e % ~ 1 (primeiro limite

T T 1
A~2n.rsen—.rcos—.§ ~ T .cosm/n.
n n

fundamental) e teremos

A=nr?

é, portanto, fundamental entendermos o processo de passagem ao
limite para encontrarmos solu¢des para problemas simples como o
calculo da 4rea de um circulo.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Exemplo
O volume da esfera e o Principio de Cavalieri

Idéia
\ V =" volumes das se¢Bes cilindricas

Se cada uma das se¢des tem mesma

area, os volumes devem coincidir
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Aqui precisamos do processo de passagem ao limite para mostrar
que o volume do sélido pode ser aproximado pela soma dos
volumes das secOes. Este resultado é axiomatizado no seguite
principio.

Theorem (Principio de Cavalieri)

Sdo dados dois sélidos e um plano. Se todo plano paralelo ao
plano dado secciona os dois sélidos segundo figuras de mesma
drea, entdo estes sdlidos tem o mesmo volume.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Aplicacoes:
Volume de um prisma triangular
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Volume de uma piramide triangular
Observe primeiramente que do Principio de Cavalieri podemos
mover livremente o vértice de uma piramide em um plano paralelo

ao plano da base sem alterar o seu volume.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Lembrando que o volume de um prisma com area da base A e
altura h é V = A.h e aplicando o resultado acima a figura abaixo
temos o volume de uma piramide triangular.

Alexandre Nolasco de Carvalho
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Volume de uma pirdmide qualquer
O volume de uma piramide qualquer é obtido observando que uma
piramide qualquer é a unido de piramides triangulares. Assim

1 1 1 1
V==Ah+-Ah+=-Ash==-Ah
g Mt gAht g Ash=3
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Volume de um cone e de um cilindro
Para encontrar o volume de um cilindro e o volume de um cone

basta observar as figuras abaixo
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PORQUE ESTUDAR CALCULO
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Volume da Esfera

Para calcular o volume da esfera de raio R construimos um cilindro
reto de raio da base R e altura 2R e retiramos dos mesmo os dois
cones centrais formados pela unido do centro do cilindro a borda
da base e do topo do cilindro (veja figura a seguir). Se apoiamos a
esfera no plano da base do cilindro e seccionamos ambos os sélidos
por um plano paralelo ao plano da base do cilindro (conforme
figura) obtemos um anel (ao sectionar o cilindro sem o cone
central) de area A} e uma circunferéncia de area Ap,.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

H=2R
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Note que r> = R?> — h? e portanto

Al = n(R? — h?) =7r? = A,
Segue do Principio de Cavalieri que o volume Vg da esfera é igual
ao volume do cilindro menos os cones centrais. Assim

2 4

1 H
Ve = TR?>.H — 2.§7TR25 =27R3 —

e portanto

VE = %T{'R3 .
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Exemplo
Quanta borracha € necessdria para fazer uma cdmara de ar com
raio menor 10cm, raio maior 50cm e espessura 0, 1cm.

Para resolver este problema introduzimos a nocdo de centro de
massa de uma poligonal plana (¢ denota a densidade linear).

Inicialmente definimos o ponto médio de um segmento como o seu
centro de massa. Assim o centro de massa de uma poligonal é
dado por:
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

C.El.xl+...+c.£n.xn
X0 =

C'£1+"'+C'€n
Chexat et e X

(1 + -+

C.El.y1+...+c.£n.yn
Yo =

Alexandre Nolasco de Carvalho
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_ byt Al yn

(1 + -+

ICMC - USP SMA 0353 Calculo |



PORQUE ESTUDAR CALCULO

A drea lateral de um tronco de cone é obtida da seguinte forma,
A

-7

. AT =7

: R _r_R—r
m+g m g
x= g

onde x é a coordenada do centro de gravidade do segmento ou a
distancia do centro de gravidade do segmento ao eixo de rotac3o.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0353 Calculo |



PORQUE ESTUDAR CALCULO

2m(m4+g) — n(m+ gy
2R — Ag

AE:ﬂR(m—i—g)

A =mrm
Assim a drea lateral A+ do tronco de cone é dada por

R+r

Ar =7mR(m+g)—nrm = tRg+n(R — r)m = n(R+r)g = 2w g

e desta forma
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Note ainda que 27x é a distancia que o centro de gravidade
percorre ao girarmos o segmento em torno do eixo de rotac3do para
produzir o tronco de cone.

Desta forma a 4rea da superficie obtida ao girarmos um segmento
em torno de um eixo de rotagdo (tronco de cone) é o produto da
distancia percorrida pelo centro de massa do segmento pelo
comprimento do segmento.

Isto se generaliza facilmente para a superficie gerada pela revolugdo
de uma poligonal plana em torno de um eixo de rotacdo pois esta
superficie é formada pela justaposi¢cdo de diversos troncos de cone
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Alexandre Nolasco de Carvalho

ICMC - USP

A=21x1 - b1+ - +21x, Ly

(x1l1 + x2lo + -+ - + xnlhn) _

=27
bi4+---+ 4,

=2rxg-L , L=b1+---+¢,
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

Um processo de passagem ao limite (tomando mais e mais pontos
sobre a curva) resulta no seguinte resultado

Theorem (Teorema de Pappus)

Se uma linha plana gira em torno de um eixo de seu plano a drea
da superficie gerada é igual ao comprimento dessa linha
multiplicado pelo comprimento da circunferéncia descrita por seu
centro de massa.
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PORQUE ESTUDAR CALCULO

De volta ao problema da cdmara de ar

Ac =27r - 27R
.
' =472 Rr

O volume de borracha necessério para construir tal cAmara é,
aproximadamente,
V = 472 .50cm’.
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COMO APRENDER CALCULO

CoMO APRENDER CALCULO

N3o hd uma receita de como aprender calculo. As seguintes
observacoes podem podem ser (teis para o estudante:
> N3o é possivel ler e entender calculo como se |é e entende um
romance ou um jornal.
> Leia o texto com atencdo e paciéncia, procurando entender
profundamente os conceitos e resultados apresentados. A
velocidade de leitura n3o é importante aqui.
> Acompanhe os exemplos passo a passo procurando desvendar
o porque de cada passagem e tentando enxergar porque o
autor adotou esta solucdo. Tente solucdes alternativas.
» Procure discutir os conceitos desenvolvidos em sala de aula
com os colegas.
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COMO APRENDER CALCULO

> Pratique os conceitos aprendidos resolvendo as listas de
exercicios. N3o se aprende célculo contemplativamente. E
importante fazer muitos exercicios.

» Também nao se aprende célculo apenas assistindo as aulas ou
somente fazendo exercicios. E preciso assistir as aulas, estudar
e refletir sobre os conceitos e fazer muitos exercicios.

s

» E muito importante frequentar as monitorias ainda que seja
somente para inteirar-se das dividas dos colegas.

> N3o desista de um exercicio quando a sua solugcdo ndo é
Sbvia, insista e descubra o prazer de desvendar os pequenos
mistérios do calculo.
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