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Nidmeros Reais

Construcao dos Niumeros Reais - Cortes de Dedekind

O que s3o os nlimeros reais?
Como definir adicdo, multiplicacdo de niimeros reais?

O conjunto dos nimeros reais com a adicdo e multiplicacdo é
um corpo?

Como definir relacdo de ordem para niimeros reais?

O corpo ordenado dos niimeros reais é completo?
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Nidmeros Reais

A idéia que queremos usar para construir (a partir de Q) o
conjunto dos nimeros reais R é:

“O conjuntos dos nlmeros reais preenche toda a reta real.”
Os elementos de R serdo os subconjuntos de Q a esquerda de um
ponto da reta real e serdo chamados cortes.
Definicao
Um corte é um subconjunto o« C Q com as seguintes propriedades
ax T ea#Q,

SepeaeQ>q < p, entdo q € « (todos os racionais a
esquerda de um elemento de o estdo em «) e

Sep € a, existe r € a com p < r (a ndo tem um maior
elemento).
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Nidmeros Reais

Observacao

Os cortes foram inventados em 1872 pelo matematico alem3o
chamado Julius Wilhelm Richard Dedekind que viveu de
06.10.1831 a 12.02.1916)

Exemplo

Se g € Q definimos g* = {r € Q : r < q}. Entdo q* é
um corte que chamamos de racional. Os cortes que ndo sido
racionais serdo chamados irracionais.

V2={peQ:p<qcom0<qeq?<?2} éirracional.
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Nidmeros Reais

Observacao
Note que:

Se o é um corte, p € a e q ¢ «, entdo p < q.

Sea é um corte, r ¢ a er < s, entio s ¢ a.

Definicao

Diremos que o« < B se « C 3
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Nidmeros Reais

Proposicao

Se a, 8,7 sdo cortes
a< fep <y implica que a < 7.
Exatamente uma das seguintes relacbes é valida: o < [ ou
a=poupf<a.

Todo subconjunto ndo vazio e limitado superiormente de R tem
supremo.

Entre dois nimeros reais distintos existe um racional.
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Nidmeros Reais

Definicao
Se a, 8 € R definimos o + 3 como o conjunto de todos os
racionais da formar+s comr € a es € f5.
0*={se€Q:s<0}

Proposicao
Dado o € R existe um dnico § € R tal que o + g = 0*. O corte
assim definido € denotado por —a.

Prova: E facil ver que
—a={-pcQ:p—r¢aparaalgumreQ, r>0}q
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Nidmeros Reais

Definicao

Se a, 8 sdo cortes,

{peQ:30<recael<sca tais que p< rs}, a, 3 > 0"
a-0"=0" VaeR

a-B={ (~a)(—) se @, < 0"

—[(—a)B] sea < 0" e B> 0"

— [a(=B)] sea>0" e g <0

I*={seQ:s<1}.

Se >0, ailz{pe(@:pgé e existe r > 0 tal que g — r¢ o}
esea<0 al=—(-a)!
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Nidmeros Reais

Denotamos o conjunto dos nlimeros reais porR. Temos RO Q e um
niimero real que n3o é racional é dito irracional (/2 é irracional).

Teorema

A quddrupla (R, +, -, <) satisfaz as condicées (Al) a (A4), (M1)
a (M4), (D), (O1) a (0O4), (OA) e (OM) como na segcio anterior e
portanto € um corpo ordenado. Além disso R é completo.

Exercicio (Entregar)

Mostre as propriedades (A1), (A2), (M1), (M2), (D), (O1) a (04),
(OA) e (OM)
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Equacdes e Inequacdes

Equacodes e Inequacdes

Para resolver uma equagao ou inequagcdo em x € necessario
encontrar o conjunto dos nimeros reais x que satisfazem a
equacgao ou inequagao.

Exercicio (Entregar)

Resolva a inequagcdo —3(4 — x) < 12.

Resolucao: Multiplicando ambos os lados da desigualdade por %,
temos —4+x < 4. Somando 4 a ambos os lados resulta x<8. As
operagdes realizadas podem ser invertidas e —3(4—x) <12 se, e
somente se, x < 8.
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Equacdes e Inequacdes

Exercicio (Entregar)
Resolva a inequacdo mx + 1729 < 4x + 1.

Resolucao: Vamos comecar adicionando o oposto de 1729 + 4x
dos dois lados da inequagdo. Assim

wx + 1729 — 1729 — 4x < 4x + 1 — 1729 — 4x
ou seja mx — 4x < 1 — 1729 que também pode ser escrita como
(m—4)x < —1728.

Agora multiplicaremos a dltima inequagao pelo inverso de m — 4,

que é negativo. Obtemos, entdo, x > —128 oy seja x > 28
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Equacdes e Inequacdes

Exercicio (Entregar)

1
Qual € o sinal de )1<+

em funcdo de x?

Resolugao: O numerador é positivo quando x > —1, negativo
quando x < —1 e zero quando x = —1. O denominador é positivo
quando x < 1, negativo quando x > 1 e zero quando x = 1.
Portanto a fragdo serd positiva quando —1 < x < 1, negativa
quando x < —1 ou x > 1 e zero quando x = —1.
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Distancia
Médulo de um Nimero Real

Modulo de um Ndmero Real

Definicao
Seja x € R. O médulo ou valor absoluto de x é dado por

Ix| = X, x=0
—X, x < 0.

Segue da definicdo acima que |x| > 0 e —|x| < x < |x|, para todo
x € R.
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Distancia
Médulo de um Nimero Real

Exemplo
Mostre que |x|?> = x2, ou seja, o quadrado de um niimero real njo

muda quando trocamos o seu sinal.

Exemplo
A equagdo |x| = r, com r > 0, tem como solugbes os elementos do
conjunto {r,—r}.
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Distancia
Médulo de um Nimero Real

O resultado do Exemplo 3 pode ser generalizado como no exemplo
seguinte.

Exemplo
A equagdo |ax — b =r, comr >0 e a # 0, tem como solu¢cbes os

) b+r b—r
elementos do conjunto , .
a

a
Exemplo
Resolva a equagdo |2x + 1| = 3.

Resolucao: Temos 2x + 1 =3 ou 2x + 1 = —3, o que nos leva a
solugdo x =1 ou x = -2
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Distancia
Médulo de um Nimero Real

Distancia

Sejam P e Q dois pontos da reta real de abscissas x e y
respectivamente. Ent3o a distdncia de P a Q (oude x a y) é
dada por |x — y|. Assim |x — y| é a medida do segmento PQ. Em
particular, como |x| = |x — 0], entdo |x| é a distancia de x a 0.

O préximo exemplo diz que a distancia de x a 0 é menor do que r,
com r > 0, se e somente se x estiver entre —r e r.
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Distancia
Médulo de um Nimero Real

Exemplo
Sejacomr > 0. Entio |x|<r < —-r<x<r.

A seguinte figura ilustra o significado geométrico do exemplo.

x| < r

O intervalo (—r, r) é o conjunto dos pontos de R que distam de 0
menos que r (bola de raio r em torno de 0).

Agora, vamos generalizar o Exemplo acima.
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Distancia
Médulo de um Nimero Real

Exemplo
Resolva a inequacdo |ax — b| < r na varidvel x, comr >0 e a # 0.

Resolucao: De forma similar ao exemplo anterior,
—r < ax — b < r. Somando b aos termos da inequagdo obtemos

b—r<ax<b+r.

Logo,

b—r b+r

a>0 = <x < ;
a a

b+r b—r

a<0 =
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Distancia
Médulo de um Nimero Real

No caso particular a =1, se a distdncia de x a b for menor do
que r, isto é, |x — b| < r, r > 0, entdo x estard entre b—r e
b+ r. Geometricamente,

Ix—b|<r

&// LS LS Lo LSS
7 77 7

b—r b b+r

/) .
/
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Distancia
Médulo de um Nimero Real

Exemplo
Para quaisquer x,y € R, vale

[yl =1 |yl-|

Exemplo (Desigualdade triangular)

Para quaisquer x,y € R, vale

x+yl <Ix[+]yl]

Resolucdo: Somando —|x| < x < | x| e —|y| <y < |y| obtemos
—Ix[ =yl <x+y <[x|+]ylg
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Distancia
Médulo de um Nimero Real

Exercicio
Descreva o valor de | x 4+ 1| 4+ | x — 1| sem utilizar o médulo.
1| = 1
Se x > 1, entdo iii—ll—itl e, portanto,
Ix+1l+|[x—1=x4+1+x—1=2x.
1| = 1
Se -1<x<1, entao{ ;§+1l_xj+1 e, portanto,
Ix+1l+|[x—1=x4+1—-x+1=2.
Se x < —1, entdo { Iii— H i :i;i e, portanto,

Ix+1|+|x—1=-x—-1—-x+1=—-2x.

2x, x =1
Logo [x+ 1|+ |x—1=¢ 2, —-1<x<1
—2x, x < —1.
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