
Propriedades do Limite
Propriedades Adicionais: Comparação e Confronto

Propriedades Adicionais do Limite
Aula 10

18 de Setembro de 2023

Segundo Semestre de 2023
Turma 2023201

SMA 0353 Cálculo I



Propriedades do Limite
Propriedades Adicionais: Comparação e Confronto

Propriedades do Limite

Sejam fi :Dfi→R, i =1 e 2, funções. Suponha que p seja um ponto
de acumulação de Df1 ∩ Df2 e que lim

x→p
fi (x) = Li , i = 1, 2. Então:

1) lim
x→p

(f1 + f2)(x) = lim
x→p

f1(x) + lim
x→p

f2(x) = L1 + L2.

2) lim
x→p

k f1(x) = k L1 onde k = constante.

3) lim
x→p

f1(x) · f2(x) = lim
x→p

f1(x) · lim
x→p

f2(x) = L1 · L2.

4) lim
x→p

f1(x)

f2(x)
=

lim
x→p

f1(x)

lim
x→p

f2(x)
=

L1
L2

, se L2 6= 0 .
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Antes de provar estas propriedades vamos, rapidamente, nos
convencer da enorme quantidade de trabalho que evitamos ao
fazer o pequeno esforço de demonstrá-las.

Primeiramente note que, como lim
x→p

x = p então, de 3) segue que

lim
x→p

x2 = p2 e, por indução, obtemos que lim
x→p

xn =pn, n∈N∗.

Agora, de 1), 2) e 3), podemos facilmente concluir que, se
f : R→ R é um polinômio, limx→p f (x) = f (p).

Além disso, usando 4), conclúımos que, se f1, f2 :R→R são

polinômios e p é tal que f2(p) 6=0, lim
x→p

f1(x)

f2(x)
=
f1(p)

f2(p)

SMA 0353 Cálculo I



Propriedades do Limite
Propriedades Adicionais: Comparação e Confronto

Mais geralmente, utilizando a propriedade do produto e um
argumento de indução obtemos que, se limx→p f (x) = L,

lim
x→p

[f (x)]n =
[

lim
x→p

f (x)
]n

= Ln, para todo n ∈ N∗.

Exerćıcio

Calcule lim
x→2

(5x3 − 8), [R : 32] e lim
x→1

x3 + 1

x2 + 4x + 3
, [R : 1/4].

Exemplo

Calcule lim
h→0

(3 + h)2 − 9

h
, [R : 6].

De fato: Simplesmente note que, para h 6= 0,
(3+h)2−9

h
= h+6

e que lim
h→0

h + 6 = 6.
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Sabendo de que estas propriedades facilitam, enormemente, o
nosso trabalho, vamos fazer a demonstração das mesmas para
poder utilizá-las, livremente.

Prova de 1): lim
x→p

(f1 + f2)(x) = lim
x→p

f1(x) + lim
x→p

f2(x) = L1 + L2

Dado ε > 0 seja δi > 0 tal que

x ∈ Dfi , 0 < |x − p| < δi ⇒ |fi (x)− Li | < ε
2 , i = 1, 2.

Escolha δ = min{δ1, δ2} . Então

x ∈ Df1 ∩ Df2 = Df1+f2 , 0 < |x − p| < δ ⇒

|(f1+f2)(x)−(L1+L2)|≤ |f1(x)−L1| + |f2(x)−L2| <
ε

2
+
ε

2
=ε.

ou seja lim
x→p

(f1 + f2)(x) = L1 + L2.
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Prova de 2): lim
x→p

k f1(x) = k L1 onde k = constante

Se k = 0 o resultado é trivial. Se k 6= 0, dado ε > 0 seja δ > 0 tal
que

x ∈ Df1 , 0 < |x − p| < δ ⇒ |f1(x)− L1| < ε
|k| .

Então

x ∈Df1 , 0< |x−p|<δ ⇒ |kf1(x)−kL1|= |k | |f1(x)− L1| <|k | ε
|k| =ε.

ou seja lim
x→p

(kf1)(x) = kL1.
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Prova de 3): lim
x→p

(f1(x) · f2(x)) = lim
x→p

f1(x) · lim
x→p

f2(x) = L1 · L2

Dado ε > 0 seja δ1 > 0 tal que

x ∈ Df1 , 0 < |x − p| < δ1 ⇒ |f1(x)− L1| < min
{

ε
2(|L2|+1) , 1

}
.

e δ2 > 0 tal que

x ∈ Df2 , 0 < |x − p| < δ2 ⇒ |f2(x)− L2| < min
{

ε
2(|L1|+1) , 1

}
.

Logo |f2(x)| ≤ |f2(x)− L2|+ |L2| < |L2|+ 1 sempre que

x ∈ Df2 , 0 < |x − p| < δ2.
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Logo, se δ=min{δ1, δ2} , para x ∈Df1∩Df2 =Df1·f2 , 0< |x−p|<δ,

|(f1 · f2)(x)− (L1 · L2)| ≤ |(f1(x)− L1)f2(x) + L1(f2(x)− L2)|
≤ |f1(x)− L1||f2(x)|+ |L1||f2(x)− L2|

≤ |f1(x)−L1| (|L2|+1)+|L1| |f2(x)−L2|

≤ ε
2(|L2|+1) (|L2|+ 1) + |L1| ε

2(|L1|+1)

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

ou seja lim
x→p

(f1 · f2)(x) = L1 · L2.
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Prova de 4): lim
x→p

f1(x)

f2(x)
=

lim
x→p

f1(x)

lim
x→p

f2(x)
=

L1
L2

, se L2 6= 0 .

Dado ε > 0 seja δ1 > 0 tal que

x ∈ Df1 , 0 < |x − p| < δ1 ⇒ |f1(x)− L1| < ε|L2|
4

e δ2 > 0 tal que

x ∈ Df2 , 0 < |x−p| < δ2 ⇒ |f2(x)− L2| < min
{

ε|L2|2
4(|L1|+1) ,

|L2|
2

}
.

Logo, se x ∈ Df2 , 0< |x−p|<δ2

|L2| ≤ |f2(x)− L2|+ |f2(x)| < |L2|
2

+ |f2(x)| e |L2|
2 < |f2(x)| .
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Logo, se δ=min{δ1, δ2}, para x ∈Df1∩Df2 =Df1·f2 , 0< |x−p|<δ,

| f1(x)

f2(x)
− L1
L2
|= |(f1(x)−L1)L2+ (L2−f2(x))L1|

|f2(x)| |L2|

≤ |f1(x)−L1||L2|+ |L2−f2(x)||L1|
|L2| |L2|/2

≤2
|f1(x)−L1|
|L2|

+ 2|L2−f2(x)| |L1|
|L2|2

≤2
ε|L2|

4

1

|L2|
+ 2

ε|L2|2

4(|L1|+ 1)

|L1|
|L2|2

<
ε

2
+
ε

2
=ε.

ou seja lim
x→p

(f1 · f2)(x) = L1 · L2.
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima
O Primeiro Limite Fundamental

Propriedades Adicionais: Comparação e Confronto

Além das propriedades mostradas anteriormente, a comparação o
confronto são propriedades extremamente úteis para que possamos
concluir a existência de limites. Começamos com a comparação.

Teorema (Comparação)

Se p é um ponto de acumulação de Df ∩Dg e f (x) ≤ g(x) sempre
que x ∈ (Df ∩Dg )\{p} e x está próximo de p e os limites de f e g
quando x tende a p existem, então

lim
x→p

f (x) = Lf ≤ Lg = lim
x→p

g(x).

Observação: O texto em azul do enunciado significa que,

• existe r>0 tal quex ∈Df∩Dg , 0< |x−p|< r implica f (x)≤g(x).
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima
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De fato: Dado ε > 0, existem δf > 0 e δg > 0 tais que,

x ∈ Df , 0 < |x − p| < δf ⇒ Lf − ε < f (x) < Lf + ε

x ∈ Dg , 0 < |x − p| < δg ⇒ Lg − ε < g(x) < Lg + ε

Ainda, existe r > 0 tal que

x ∈ Df ∩ Dg , 0 < |x − p| < r ⇒ f (x) ≤ g(x) .

Assim, para δ=min{δf , δg , r}, x ∈Df ∩Dg e 0< |x−p|<δ, temos

Lf − ε < f (x) ≤ g(x) < Lg + ε

e consequentemente Lf ≤ Lg .
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima
O Primeiro Limite Fundamental

Teorema (do Confronto)

Dadas f, g ,h funções e p ponto de acumulação de D =Df∩Dg∩Dh,

se existe r > 0 tal que {x ∈ Dg : 0 < |x − p| < r} ⊂ Df ∩ Dh

f (x) ≤ g(x) ≤ h(x), para x ∈ D, 0 < |x − p | < r ,

e se
lim
x→p

f (x) = L = lim
x→p

h(x),

então
lim
x→p

g(x) = L .
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima
O Primeiro Limite Fundamental

De fato: Dado ε > 0, existem δf > 0 e δh > 0 tais que,

x ∈ Df , 0 < |x − p| < δf ⇒ L− ε < f (x) < L + ε

x ∈ Dh, 0 < |x − p| < δh ⇒ L− ε < h(x) < L + ε

Ainda, existe r > 0 tal que

x ∈
=Dg︷ ︸︸ ︷

Df ∩ Dg ∩ Dh, 0 < |x − p| < r ⇒ f (x) ≤ g(x) ≤ h(x) .

Se δ=min{δf , δh, r}, x ∈ Dg e 0< |x−p|<δ , temos

x ∈ Df ∩ Dg ∩ Dh, e

L− ε < f (x) ≤ g(x) ≤ h(x) < L + ε

Logo, dado ε>0, para δ=min{δf , δh, r}, x ∈Dg e 0< |x − p|<δ,

temos |g(x)− L| < ε e portanto lim
x→p

g(x) = L.
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima
O Primeiro Limite Fundamental

Exemplo

As funções trigonométricas são cont́ınuas.

Prova: Das fórmulas de transformação de soma em produto, para
qualquer p, temos

|senx − senp| =

∣∣∣∣2sen(x − p

2

)
cos
(x + p

2

)∣∣∣∣
≤ 2

∣∣∣∣sen(x − p

2

)∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣x − p

2

∣∣∣∣ = |x − p|.

Onde usamos que |senθ| ≤ |θ| para todo θ ∈ R.

Como lim
x→p

(x − p) = 0, do Teorema do Confronto, segue que

lim
x→p

(senx − senp) = 0, ou seja, lim
x→p

senx = senp. Logo a função

seno é cont́ınua para todo p.
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A prova da continuidade do cosseno é feita de maneira similar
utilizando a igualdade

cos x − cos p = −2sen
(x + p

2

)
sen
(x − p

2

)
.

A continuidade das outras funções trigonométricas seguem das
propriedades do limite.
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima
O Primeiro Limite Fundamental

Exemplo

Mostre que lim
x→0

x2sen
1

x
= 0.

De fato: Note que,

−1 ≤ sen
1

x
≤ 1.

Multiplicando por x2 temos

−x2 ≤ x2sen
1

x
≤ x2 .

Como lim
x→0

x2 = 0, pelo Teorema do Confronto, lim
x→0

x2sen
1

x
= 0.
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima
O Primeiro Limite Fundamental

Exemplo

Seja f : R→ R tal que |f (x)| ≤ x2, ∀ x ∈ R .

(a) Calcule, caso exista, lim
x→0

f (x) .

(b) Verifique se f é cont́ınua em 0 .

Solução: Como lim
x→0

x2 = 0, segue do Teorema do Confronto que

lim
x→0

f (x) = 0 e, do fato que |f (x)| ≤ x2 segue que f (0) = 0. Logo

existe o limite lim
x→0

f (x) = 0 = f (0) e f é cont́ınua em x = 0 .

Observação: Diremos que f é infinitésima em p se lim
x→p

f (x) = 0.
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima
O Primeiro Limite Fundamental

Infinitésima vezes limitada é infinitésima

Corolário
Dadas f :Df →R, g :Dg→R, p ponto de acumulação de Df ∩Dg e,

para algum M>0 e r>0, |g(x)|≤M , x ∈Dg , 0< |x−p|< r . Então

lim
x→p
|f (x)|=0⇔ lim

x→p
f (x)=0 e lim

x→p
f (x)=0⇒ lim

x→p
f (x)g(x)=0 .

De fato: Note que lim
x→p

f (x) = 0 se, e somente se, dado ε > 0

existe δ > 0 tal que

x ∈ Df , 0 < |x − p| < δ ⇒ |f (x)− 0| = ||f (x)| − 0| < ε

se, e somente se lim
x→p
|f (x)|=0. Como

0 ≤ |f (x)g(x)| ≤ M |f (x)| , x ∈ Dfg = Df ∩Dg , 0 < |x − p| < r .

o resultado segue do Teorema da Confronto.
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima
O Primeiro Limite Fundamental

Exerćıcio: Vimos que lim
x→p

f (x)=0⇐⇒ lim
x→p
|f (x)| = 0. Prove que

lim
x→p

f (x)=L se, e somente se, lim
x→p

(f (x)−L)=0 se, e somente se,

lim
x→p
|f (x)−L|=0. Prove que lim

x→p
f (x)=L=⇒ lim

x→p
|f (x)|= |L| e

que não vale a volta.

Sugestão:

I Para ver que lim
x→p

f (x) = L se, e somente se, lim
x→p

(f (x)−L)=0

use a propriedade que o limite da soma é a soma dos limites.

I Para ver que lim
x→p

f (x) = L =⇒ lim
x→p
|f (x)| = |L|, note que

||f (x)| − |L|| ≤ |f (x)− L|, para todo x ∈ Df .

I Para ver que não vale a volta, considere a funão f : R→ R
dada por f (x) = 1 se x ∈ Q e f (x) = −1 se x ∈ R\Q.
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Exemplo

Calcule lim
x→0

x2g(x), onde g :R→R é dada por g(x)=

{
1, x 6∈Q
0, x ∈Q .

Solução: Note que lim
x→0

x2 = 0 e que |g(x)| ≤ 1, para todo x ∈ R.

Exerćıcio: Calcule

(a) lim
x→0

x sen
1

x
; (b) lim

x→0
x2 cos

1

x2
.
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima
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O Primeiro Limite Fundamental

Exemplo (O Primeiro Limite Fundamental)

lim
x→0

senx

x
= 1.

De fato: Note que que para x ∈ (0, π2 ) vale a desigualdade

0 < sen x < x <
senx

cos x
= tg x .

&%
'$

�
��

T
P

AM−1 O

1

x -

6
senx = |PM| < |PA| < x e A(setorOPA) < A(4OTA)

sen x < x e
x

2
<

tg x

2

Tomando o rećıproco e multiplicando por senx , obtemos

1 >
senx

x
> cos x , x ∈ (0, π2 ).
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Se x ∈ (−π
2 , 0), −x ∈ (0, π2 ) e 1 >

sen(−x)

−x
> cos (−x) . Logo

1 >
senx

x
> cos x , 0 < |x | < π

2
.

Como lim
x→0

cos x = 1, pelo Teorema do Confronto, lim
x→0

sen x

x
= 1.

SMA 0353 Cálculo I



Propriedades do Limite
Propriedades Adicionais: Comparação e Confronto

Infinitésima vezes limitada é infinitésima
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Exemplo

Calcule lim
x→0

sen2x

x2
.

De fato:

lim
x→0

sen2x

x2
= lim

x→0

((senx
x

)
·
(senx

x

))
= 1 · 1 = 1
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