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Limites no infinito (Continuagéo)

Limites no infinito (Continuag3o)

Exemplo
Calcule lim (2 + Senx).
X——+00
1 1 1
Note que ‘seg‘ <—=—,x>0. Como Ilim —=0,do
X x| x x—+00 X
Teorema do Confronto, lim nx =0. Logo, lim <2+sen X) =2.
X—+00 X X—>+00 X

Exemplo

. 1
Calcule  lim xsen—.
X——+00 X

1
Fazendo u = — temos que quando x — +o0, u — 0. Portanto,
X

. 1 . senu
lim xsen— = lim =1.
X—»00 X u—0 U
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Limites Infinitos no Infinito

Limites Infinitos no Infinito

Note que, se f(x) = x? entdo, f(x) fica
arbitrariamente grande quando x fica ar-
bitrariamente grande. Isto é expresso da
seguinte maneira

2

lim x
X—r—+00

= +00.

De fato: Dado K >0, se tomarmos R =
VK segue que, se

x>R = f(x)=x*>R?’=(VK)?=K.
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Limites Infinitos no Infinito

Utilizamos a notacao

lim f(x)=+o0

X—r+00
para indicar que f(x) diverge para +oo quando x diverge para +oc.
De forma andloga utilizamos as notacgdes

Ao =700 Dm f) =0, Im F0) = oo
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Limites Infinitos no Infinito

Definicdo (Limite Infinito no Infinito)

>  lim f(x)=+o0
X——+00

se, e somente se, dado K > 0, existe R > 0 tal que
x € Df, x> R= f(x)> K.
> lim f(x)=—-
X—+400
se, e somente se, dado K < 0, existe R > 0 tal que
x € Df, x> R=f(x) <K.

De maneira andloga definimos

X—ll)rl]oo f(x) =400 e Xl|>r1100 f(x) = —o0.
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Limites Infinitos no Infinito

Observacao: Todas as propriedades de limites infinitos valem se

substituirmos x — p por x — 400 ou X — —00.

Exemplo

» Prove, usando a definicdo, que |im x = +o0.
X—r+00

De fato, se f(x) = x, dado K > 0 tomando R = K temos

ARSI 28 K

» Segue das propriedades do limite que lim x" = +o0, onde n
X—-+00

€ um inteiro positivo. De fato,
n
lim x" = < lim x> = 400

X—r—+00 X—+00
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Limites Infinitos no Infinito

Exemplo

Determine lim (x* — x) .
X—>+00

Temos uma indeterminacdo da forma oo — co. Logo, ndo podemos
aplicar a propriedade da soma. Contudo, podemos escrever

XETOO(X X) XETOOX(X 1) = 400 (+00 — 1) = +o0.

Exemplo

. x34+3x—1
Determine  |lm —————
x—=+00 2x2 + x+1°
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Limites Infinitos no Infinito

Exemplo

Determi i x3—3x2+1
etermine x—|>Too 1_ 2X2
o S X3 (1-244)
m ———F = m

X——00 1-— 2X2 X——00 X2 (71'2 _ 2)
BN ET)
= ||m Xli

oot (H-2)

— (o) (5 ) =+
= (—o0 )= 00
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Logaritmo e Exponencial

Logaritmo e Exponencial

Para x > 0 definimos a fungdo In : (0,00) — R da seguinte forma:
1

e para x > 1, Inx é a a drea sob o gréfico da fungdo f(s) = ¢,
desde s =1 até s = x e,

e para x € (0,1), Inx é o negativo da drea sob o grafico da
fungdo f(s) = % desde s = x até s = 1.

Esta fungdo é estritamente crescente, portanto injetora. Veremos
mais tarde que In é sobrejetora.

A inversa de In é a exponencial denotada por Rox +— e*€ (0, 00).
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Logaritmo e Exponencial

3.0 3.0
Neste gréfico x>0 Neste gréfico ~1<x<0
25 25
20 In(1+x) é a &rea em azul 20 D@ ----9C -In(1+x) é a drea em azul

Compare com as areas dos retangulos

Compare com as areas dos retangulos
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limIn(l1+x)=0 e lim
x—0 x—0 X
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Logaritmo e Exponencial

Da figura anterior
x SIn(l+x)<x, x>0.
Dividindo por x:

L <) <1 x>0

THx =

Do Teorema do Confronto, I|m In(1+x)=0 e I|m (1+X) =1
Por outro lado,

—x<—In(l+x) <%, -1<x<0
Dividindo por —x > 0,

1< In(1+x) < 1 v 1

S S10 Vo Ll<x< 0.
Do Teorema do Confronto, | lim In(1+x)=0 e lim @:1.
x—0— x—0—

Como ambos limites laterais existem e valem 1, segue que

lim In(1 — lim mA+x) _ 1
XT;]O n( +X) U x[)no X o
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Logaritmo e Exponencial

Exemplo

In(x) — In(y) = In (;) e In(x) + In(y) = In(x.y).

De fato: Basta ver que, se y < x, a drea sob o gréfico da funcdo
1 entre y e x, corresponde a In(x) —In(y) e que esta area coincide
com a area sob o gréafico da fun¢do % entre 1 e § (aproxime
ambas por retangulos). A segunda igualdade decorre da primeira.
Exemplo (1)

In: (0,00) — R € continua e bijetora (estritamente crescente).

(y) =0,

segue de In(x) — In(y) = In (§> que In é continua. A injetividade

também segue. Como In(2") = nlIn(2) e In(27") = nin(1/2),
segue do teorema do valor intermediario que In é sobrejetora.

De fato: Como lim In(1+ x) = 0 se, e somente se, lim In
x—0 y—1
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Logaritmo e Exponencial

Exemplo
eXTY = eXeY, para todo x,y € R, e

lim
x—0 X

E claro que In(e¥e¥) = x + y = In(e*TY) a primeira afirmativa
segue. Escreva g(x)=e*—1. Noteque, x=In(z+1) se, e somente,
z=e*~1. Logo g(x) = f~1(x), onde f(x)=In(x+1).

In(z+1
Dos exemplos anteriores, z—0<x—0e 1:Iimﬁ. Logo
z—0 z
1 e —1
1= lim ——— = lim ———— = lim

20 'n(2+1) z—0In(z+1) x-0 x
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