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As derivadas Reta Tangente e Reta Normal
Taxas de Variacao

A fungdo derivada

Exemplo (A - Continua¢&o)
Seja f(x) = 2x? — 3. Determine a equacio da reta tangente e da

reta normal ao grafico de f nos pontos

Solucgao:
() reta tangente é y = —3 ¢ a reta normal é x = 0..

(b) J& vimos que f’(2) = 8. Portanto, a equag3o da
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As derivadas Reta Tangente e Reta Normal
Taxas de Variacao

A fungdo derivada

Exemplo
Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x)=2x>—3

e paralela a reta y = 2x + 3.
Pela condicdo de paralelismo, devemos ter que

Portanto a equac3do da reta tangente é
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As derivadas Reta Tangente e Reta Normal
Taxas de Variagao
A fungdo derivada

Taxas de Variacao

Uma outra interpretacdo da derivada é como uma taxa de variac3o.

Consideremos, novamente, o problema de uma particula que se
desloca sobre o eixo x segundo a equagdo horaria x = f(t).

Definimos a velocidade instantanea como o limite das velocidades
médias em intervalos cada vez menores.

Deste modo, a velocidade instantdnea da particula no instante t é
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As derivadas Reta Tangente e Reta Normal
Taxas de Variagao

A fungdo derivada

De maneira andloga, a aceleracao média da particula entre os
instantes t e t+ At é dada por

onde v(t+At)—v(t)é a variagdo da velocidade entre os instantes t
e t+At, e a aceleracao instantaneaou simplesmente aceleracao
da particula no instante t é dada por
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As derivadas Reta Tangente e Reta Normal
Taxas de Variagao

A fungdo derivada

Exemplo

Uma particula move-se sobre o eixo x de modo que, no instante t,
a posicdo x é dada por x = t?>, t > 0, onde t é dado em segundos
e x € dado em metros.

(a) Qual a velocidade da particula no instante t?

(b) Qual a aceleracdo da particula no instante t?

Solugao: A velocidade é a derivada da fun¢3o posicdo, logo

e a aceleracdo é a derivada da velocidade,
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As derivadas Reta Tangente e Reta Normal
Taxas de Variagao

A funcédo derivada

Suponhamos agora que uma quantidade y depende de outra
quantidade x, de modo que y é uma fungdo de x, ou seja y = f(x).
A taxa média de variacao de f entre x e x + Ax é dada por

A taxa de variacao (instantinea) de f em x é dada por

e coincide com a derivada f'(x) de f em x.
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Reta Tangente e Reta Normal

As derivadas
Taxas de Variagao

A fungdo derivada

Observacao: A taxa de variagdo tem uma interpretacdo especifica
dependendo da ciéncia a qual se refere. A seguir alguns exemplos:

densidade finear  como txa de variaio da masa i
relagdo ao comprimento, ou seja, p(x) = f'(x).
S g € mantido s uma temperatur constante,

isto é, V(P).

N

a

éy
ao

Consideramos a taxa de variacdo do volume em relag
pressdo, ou seja, V/(P). A

definida por 8 = —@.
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As derivadas Reta Tangente e Reta Normal
Taxas de Variagao

A fungdo derivada

relacio ao tempo f'(t) é chamada [taxalde crescimento).

» Suponha que _ da producao de x

unidades de um produto dado. A
em relacdo ao niimero de itens produzidos C’(x) é chamado
de
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As derivadas Reta Tangente e Reta Normal
Taxas de Variagdo
A funcdo derivada

A funcao derivada

J4a definimos a derivada de f : Df — R em pontos p € Dr que
também s3o pontos de acumulacdo de Df. Sendo assim, se

Df = {x € Df : x é um ponto de acumulacio de Dr

e lim w existe.} C Dy
h—0
definimos a funcio f' : Dy — R por
. f(x+h)—f(x)
fl(x) = I Ds:.
(x) h0 h ) XELF

Esta nova funcio f’ é chamada funcado derivada ou, simplesmente,
derivada de f.
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As derivadas Reta Tangente e Reta Normal
Taxas de cao

A fungdo derivada

Exemplo
Calcule a derivada de f(x) = /x — 1 e determine o dominio de f'.

Solucdo: Note que, Df = [1,00) e para todo x > 1,

Logo D = (1, 00)
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As derivadas Reta Tangente e Reta Normal

Taxas de Va 0
A fungdo derivada

Notacdes alternativas. Seja y = f(x), onde f é uma fungdo
derivavel. Podemos escrever, alternativamente,

para denotar a derivada de y ou f em relagdo a varidvel x.

SMA 353 Calculo |



As derivadas Reta Tangente e Reh Normal
Taxas de Va

A fungdo derivada

O simbolo _ trata-se de uma notacao.

Utilizando a notagdo de incremento, podemos escrever a definicdo
de derivada como

Dai, tomando Ay = Af = f(x + Ax) — f(x), podemos escrever
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As derivadas Reta Tangente e Reta Normal
Taxas de Variacao

A fungdo derivada

O seguinte Teorema estabelece uma relag3o entre continuidade e
diferenciabilidade.

Teorema
Se f for diferencidavel em p € D¢, entdo f sera continua em p.

Prova: Recorde que p é um ponto de acumulacido de Ds. Vamos

mostrar que lim f(x)=f(p) ou que lim (f(x)—f(p))=0.
X—=p X—p

Escrevemos

Assim

Portanto f € continua em p.
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As derivadas Reta Tangente e Reta Normal
Taxas de Variagao
A funcdo derivada

Observacao: Note que ndo vale a reciproca . A funcio

f(x) = |x| é continua em x = 0 mas ndo ¢é diferencidvel em x = 0.

Exemplo (Critério Negativo)
Se f ndo € continua em p entdo f ndo é diferencidvel em p.

Exemplo
x> x<1,

é diferenciavelem x =17
2 x>1

A funcdo f(x) = {

Solucao: Como

lim f(x)=1#2= lim f(x),

x—1— x—1t

f(x) ndo é continua em x = 1, logo n3o é diferencidvel em x = 1.
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Derivadas de Ordens Superiores

Derivadas de Ordens Superiores

Seja f uma funcio derivdvel em Dg/. A funcdo ' : Dy — R € dita
derivada de f ou derivada primeira de f.

Ent3o, podemos definir a derivada de f’, que serd chamada
derivada segunda de f. Neste caso,

quando o limite existir. Escrevemos " = f(?) = (')’ para denotar
a derivada segunda de f.

Para n € N*, a derivada n-ésima de f ser4 denotada por f(",
quando esta existir.
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Derivadas de Ordens Superiores

Alternativamente, podemos escrever
_4d (& _4d (df
~dx \ldx ot ~dx \dx
para denotar a derivada segunda, f”, de y = f(x). Analogamente,

usamos

para denotar a derivada de terceira, f””, de y = f(x), e assim por
diante.
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Derivadas de Ordens Superiores

Exemplo
Se a posicdo x de uma particula é dada pela equacdo horaria
x(t)=t3—6t24+9t. Encontre a aceleragdo a(t) no instante t.

Solugdo: Vamos calcular a derivada v(t) = x/(t). Note que
—t —t2 _ 9(r=t)
<rr t 6r £ _ 9 )

= lim (rP+rt+t*—6(r + t)—9) = 3t2—12t—9.

r—t

v(t) = X(t) = lim X020 _ jim

r—t r—t

Agora, a(t) = Vv/(t) = lim (3’2 £ _ 1228 929) = 6t — 12.

r—t
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Derivadas de Ordens Superiores

Exemplo
Seja f(x) = 3x2 — 4x. Calcule f', " e f".

Solucao: Note que

f'(x)= I|mf(r) fld — I|m(3rr_§ —4=X) — |im(3(r+x)—4) =6x—4,

r—x =X r—x r—x

f”(x)— I|m M— lim (6r X u)=6

r—x [P=

e (x)=
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Derivadas de Ordens Superiores

Exemplo

(=1)"n!

Se f(x) =~ entdo FN(x) = "1

Solugao: Faremos a prova por indugcdo. Note que, se x # 0,

—1)k 1k —1)!
Se f(k—l)(x) = (=1) x’(‘ ) (hipdtese de indugdo), entdo

. =1y fk=1) AL
BEEY = 1im MO0 - (Cqperg -1y im £
r—x

r—x =X
k k
_ L —(rf = 1
= (~1)F (k= Dt lim A2

= (-1 k- 1)

k—1 k—2 k—1
H r +r X+ 4X
Him(—1) Tk

r—x

o
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Derivadas de Ordens Superiores

Exemplo

32 <
Seja f(x) = { 2X » X —8 . Calcule f' e f" quando existirem.

X<, X >

Solugdo: Para x < 0f(x) = —x?, dai f'(x) = —2x.

definicdo. Note que

Agora, f"(x)=-2, se x<0, f"(x)=2, se x>0 e f”(0) néo existe.

SMA 353 Calculo |



Férmulas e Regras de Derivagcao

Férmulas e Regras de Derivacao

Teorema (Férmulas de Derivagdo)

Se k € R e n € N*, sdo vdlidas as férmulas de derivacdo a seguir
(a) f(x)=k= f'(x)=0,

(b) f(x)=x" = f(x)=nmx"",
1 1

(€) £ =X = 9% = F(x) = xb 1,
(d) f(x)=sen x = f’(x)=cosx,

(e) f(x)=cosx = f'(x)= —sen x,

(f) f(x)=e"= f(x)=¢,

(g) f(x)=Ihx = f’(x):%, x>0
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Férmulas e Regras de Derivacao

Prova: A afirmativa (a) é trivial.

Prova do item (b). Lembremos que

Entao,

Prova do item (¢). Fazendo u = ¢/y e v = {/x temos, da

. 1 .
continuidade de x +— xn, ¥y = x = u — v. Assim
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Férmulas e Regras de Derivacao

Prova do item (d).

Prova do item (e). Andloga ao item (

Prova do item (f).
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Férmulas e Regras de Derivacao

Prova do item (g).

h .
Fazendo u = — temos que para h — 0, u — 0, assim
X
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