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Férmulas e Regras de Derivacdo

Férmulas e Regras de Derivacao

Teorema (Férmulas de Derivagdo)

Se k € R e n € N*, sdo vdlidas as férmulas de derivacdo a seguir
1

(g) f(x)=Ihx = f(x)=%, x>0.
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Férmulas e Regras de Derivacao

Prova do item (g).

h

Fazendo u = — temos que para h — 0, u — 0, assim

X

pois,
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia
Regras de Derivacao Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Propriedades da Derivada

O teorema a seguir vai nos auxiliar muito no cdlculo de derivadas.

Teorema (Propriedades da Derivada)

Sejam f e g fungbes diferencidveis em p e k uma constante. Ent3o
(a) kf serd diferencidvel em p e

(kf)'(p) = kf'(p), (Multiplicacdo por constante)
(b) f + g sera derivavel em p e

(f+g)(p)=rf'(p)+ &' (p), (Derivada da Soma)
(c) fg sera derivavel em p e

(78)'(p) = f'(p)&(p) + f(p)g'(p), (Derivada do Produto)
(d) (;) serd derivavel em p, se g(p) # 0 e, neste caso, teremos

/ / _ / . .
(é) (p)="1 (”)g([‘;)(p)f](zp)g (?) ' (Derivada do Quociente).
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Propriedades da Derivada

Regras de Derivacao

Como lim FX)=f(p) _ ¢

(p) e lim 5%;(") = g'(p) , temos

X—p -pP X—p

— lim {C)=f(p)+(g(x)—g(p))
X—p =P

— Jim (=1B) iy (60I-5(e) -
x—=p XTP Xx—p

(c) Note que g é continua em p. Logo lim g(x) =g(p) e
X—r

T f(X)—f(p) g(X) g(p)
1 1)

= lim (3 f(p) I|mg(x)+f(p)||m g() g(p)

X—p
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivacao Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

. p 1
(d) Como g é continua em pe g(p)#0, lim ( = 2 ©

x—p8&WX

_ i [ f(X)e(p)—f(p)e(x) 1
- o JTQP( x—p g(X)g(p)>

= lim ((f(x)—f(p))g(p)—f(p)(g(x)—g(p)) ) )

X—p x—p g(x)g(p)
o f(X) f(P) g(X) g(p) 1
= X'ﬂ"p(( g(p) — f(p) ) 7o)
A f(X) f(p) i 8(x)—g(p)
= ()!@p glp)— f(P))![pp X—p ))![Ppg(x)g(p)
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivacao Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Exemplo
f(x) =x8+12x% —6x+2 = f/(x) = 8x’ + 60x* — 6.

Exemplo
Exemplo

x? =2 ; 2x(x3 4+ 6) — (x? — 2)3x2
=7 = f¥= (x° +6)2
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Propriedades da Derivada
A Regrz ic

Regras de Derivacao

Exemplo
fx)=x" = fl(x)=—-nx""1, x#0, neN"

Solugdo: Note que, se g(x)=x" g'(x)=nx""! e [f(x)= s

g(x)
Logo
/
o - R 5
Exemplo

f(x) =log,x = f'(x)= x > 0.

)
xIna

Solucdo: Segue diretamente do fato que (Inx) = L e da férmula
C g q X

de mudancga de base
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Propriedades da Derivada
A Regra da Ca

Regras de Derivacao Deriva Funcdo Inversa
Derivacao Implicita

Exemplo
Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico da fungcdo

eX

=11

no ponto (1, 5).

Solucao: Como

a inclinagdo da reta tangente em (1, 5) é f(1) = 0. Logo a
equacgdo da reta tangente é y = 5.
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivacao Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

A Regra da Cadeia

A Regra da Cadeia nos fornece uma maneira de calcular a derivada
da fun¢do composta h=f o g em termos das derivadas de f e de g.

Teorema (Regra da Cadeia)

Sejam f e g diferencidveis com Im(g) C Df. Se h=f o g, entdo h
é diferencidvel e

H(x) = f'(g(x))g’(x), para todo x € D,. (1)
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivacao Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

De fato: Note que x—p=u=g(x)—g(p)=up. Se g(x)#g(p)
para todo x préximo a p,

u Up

=~ =
_ im (€ (X))-7(&(P)) g()-e(p)
x—p  &(x)—&lp) x=p

F(0)—F(up) i 80)—8(p)
U—tp  y op X—P

= lim
u—up

) para valores de x arbitrariamente préximos a p,
0e(fog)(p) =0 e aigualdade segue.

Se g(x) =glp
entdo g'(p) =
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Proprie es da Derivada

A Regra da Cadeia
Regras de Derivacdo Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Notacao alternativa. Nas condicdes do Teorema 3 temos

- )

Por outro lado, h(x) = f(g(x)) = f(u) =y ouseja y = h(x

Dai, substituindo (2) em (3), obtemos
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivacdo Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Exemplo
Calcule a derivada de h(x) = cos(v/x).

Solugdo: Fazendo u = g(x) = /x e f(x) = cosu, entdo

Pela Regra da Cadeia,

Observacdo: Ao aplicar a Regra da Cadeia derivamos primeiro a
func3o de fora f e avaliamos na fun¢do de dentro g(x) e entdo
multiplicamos pela derivada da funcdo de dentro.
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivacao Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Exemplo
Calcule a derivada de h(t) = In(4t — 2).

Solucgdo: Fazendo g(t)=4t—2 e f(x)=Inx, entdo h(t)=1(g(t)),
1
g'(t) =4, f'(x) = - Pela Regra da Cadeia,
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivacao Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Exemplo
Calcule a derivada de f(x) = e®*.

Solugdo: f'(x) = e - a.

Exemplo

Calcule a derivada de f(x) = sen(cos(e*)).

Solugdo: f'(x) = cos(cos(e¥)) - (—sen(e¥) - €).

Exemplo

Seja a > 0 uma constante com a # 1. Entdo (a¥) = a*Ina.

X

Solucdo: Escrevemos a* = e"?" = ¢X!"2 e pela Regra da Cadeia

Logo

SMA 301 Calculo |



Propriedad Derivada
adeia

Regras de Derivacdo i da Funcdo Inversa
Derivacao Implicita

Exemplo

Se o uma constante e x > 0, entdo (x*) = ax*L.

~ « .
Solucdo: Escrevemos x® = e"*" = e®!"X ¢ pela Regra da Cadeia

Logo

SMA 301 Calculo |



Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivacdo Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Regra da Poténcia combinada com a Regra da Cadeia: para
qualquer ndmero « e g(x) diferenciavel, temos

S lg(1* = alg(x)]* g’ (%)

Exemplo

(a)

(b)
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivacdo Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Outras aplicacdes da Regra da Cadeia: Suponha g(x)
derivavel. Entdo

Exemplo
2
() [ = e2x, (b)Y = 5.
(c) [sen(x®)] = cos(x°)5x*, (d) [sen®x]" = 5sen*x cos x.
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivacao Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Exemplo
Se f e g sdo funcBes derivaveis e f(x) > 0. Entdo f(x)8() é
derivdvel e

[F()SDY = F(x)ED[g (x) In £(x) + %f’(xn.

Solugao: Escrevemos

e portanto,

TFGEY = £ g () In F(x))
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivacao Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Exemplo
Calcule a derivada de f(x) = x*.

~ X .
Solucdo: Escrevemos x*=e"*" =eXI"* e aplicamos a Regra da

Cadeia,
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivacao Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Derivada da Funcao Inversa

Considere f invertivel. Entdo, para todo x € Ds-1,
f(F1(x)) = x.

Se, além disso, f e f~! forem derivaveis , pela Regra da Cadeia,

Portanto, para todo x € D1, tal que f/(f~1(x)) # 0, vale

1y I
RN GO)
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Regras de Derivacdo da Funcdo Inversa
cao Implicita

Para mostrar que f~1 é diferencidvel usamos a seguinte proposicio:

Proposi¢do (Derivada de fungdes inversas)

Seja f invertivel e definida em um intervalo. Se f for diferencidvel
em q=f"1(p), com f'(q)#0, entdo =1 serd diferencidvel em p e

Civgn 1
RGO

De fato: Como f~! é continua em p, l|7im0f_1(p—|— h) = f~1(p).
—

Usando que f(f~1(x)) = x, x € Df-1, temos
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivacdo Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Exemplo
1

Se g(x) = Xxn, entdo g'(x) = Zxil 2<neN.
n

Recorde que, x > 0 se n for par e x # 0 se n for impar.

Solugdo: Note que g(x) = xn = f~1(x) onde f(u) = u". Entdo

SMA 301 Calculo |



Derivada
eia

Regras de Derivacdo i da Funcdo Inversa
Derivacao Implicita

Exemplo

Mostre que a funcdo f : [-7, 5] — [~1,1] definida por
f(x) = senx, x € [-5, 5], € bijetora.

Para verificar que f é - observamos que se _
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivaciao Derivada da Fungdo Inversa
Derivacao Implicita

Exemplo

_m oz

A inversa da fungdo f(x) = sen x, para x € [—% , 5], é a funcdo

g(x) = arcsen x, para x € [—1,1]. Qual € a derivada de g(x)?
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivacao Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Solucao: Aplicando a Proposicdo 1.

logo cos(arcsenx) =+v1—x2 poiscosy >0 para -5 <y <7
De maneira andloga podemos definir as fun¢des trigonométricas

inversas do cos x, tgx, sec x e cotg x, denominadas arccos x, arctg
X, arcsec x e arccotg x.

Portanto,
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Regras de Derivacdo
Derivacao Implicita

Exercicio: Mostre que (Entregar dia 25/10,/2023)
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Propriedades da Derivada
A Regr

Regras de Derivacdo Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Derivacao Implicita

Em geral, as fun¢des sdo dadas na forma y = f(x). Entretanto,
por uma relacao

entre x e y.

No exemplo x? + y? = 25 é possivel resolver uma equac3o e obter
y = +v/25 — x2. Contudo, _ nao é facil
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Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Regras de Derivacao Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Neste caso, para calcular a derivada de y, recorremos a derivagcao

implicita, que consiste em (dGfiVarialambosI0s1ados da equagdo em

relacdo a x e entdo resolver a equacdo resultante para encontrar y’.

serd _ Este resultado mostrard que sempre

que podemos encontrar y’ o resultado é vélido.
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Regras de Derivacao

Derivacao Implicita

Exemplo
Se x> + y? = 25, encontre %.

Solucdo: Derivando a ambos os lados da equacg3o e usando a
Regra da Cadeia,
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Propriedades da Derivada

Regras de Derivacdo Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Exemplo
Se x3 + y3 = 6xy, encontre %.

Solugao: Derivando ambos os lados da equagdo em relacdo a x,
obtemos 3x? + 3y2y’ = 6y + 6xy’. Resolvendo em y’

Exemplo
Sey=f(x) é diferencidvel e xf(x)+senf(x)=4, determine f'(x).

Solucao: Note que,

Assim,
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