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Concavidade e Inflexao

Concavidade

Agora vamos obter mais informagdes sobre o [CORipOrtamentol de

uma funcao f.

Isto serd feito com o auxilio do Teorema do Valor Médio para
compreender o significado das derivadas de ordem superior.

Sejam f derivdvel em (a, b) e p € (a, b). Consideremos a reta
tangente T, ao grafico de f no ponto (p, f(p)) dada por
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Pontos Extremos: Critérios envolvendo derivadas

Defini¢do (Concavidade)
Seja f derivdvel em (a, b). Diremos que

> f é convexa ou tem concavidade para cima em (a, b) se
para quaisquer x, p € (a,b), com x # p, tivermos

\/ 760> T,

> f é cbncava ou tem concavidade para baixo em (a,b) se,
para quaisquer x,p € (a, b), com x # p, tivermos

ﬁ )< T

O nosso proximo resultado estabelece condicoes suficientes para

que uma fungdo f tenha concavidade para cima ou para baixo.
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Teorema
Seja f uma funcio derivdvel em (a, b).

(i) Se f' for estritamente crescente em (a,b), entdo f terd
concavidade para cima em (a, b).

(i) Se f' for estritamente decrescente em (a, b), entdo f terd
concavidade para baixo em (a, b).

De fato: Do Teorema do Valor Médio, para algum c entre x e p,

Cos x> pmspecax ¢ x<p = x<esp ' citamente
[CFESEERte (decrescente) _ (f(x) — Tp(x) <0).
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Corolario (Critério de concavidade)

Seja f uma fungio derivdvel até segunda ordem em (a, b).
(i) Se f"(x)>0, Vxe(a,b), entdo f terd concavidade para cima
em (a, b).
(i) Se f"(x)<0,Vx€(a,b), entdo f terd concavidade para baixo
em (a, b).

De fato: Note que _ para todo x € (a, b),

resultado agora segue do teorema anterior.
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Concavidade e Inflexao

Exemplo

_2
2

Estude a concavidade de f(x) = e~ 2 e esboce o grafico.

x2

Porta nto,
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Concavidade e Inflexao

Pontos de Inflexao

Definicao
Seja f uma funcdo continua em p € Df. Diremos que p € ponto
de inflexao de f se

(i) Existirem a,b € R tais que p € (a, b) C Ds.

(i) f for differencidvel em x para x € (a, b), x # p.

(i) f tiver concavidade para baixo _ em (a,p) e
para cima _ em (p, b).

Ou seja, um ponto de inflexdo é um ponto onde a concavidade da
fungdo muda.
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Exemplo

2
Os pontos x = —1 e x = 1 sdo pontos de inflexdo de f(x) = e~ 2.
Exemplo

x =0 é um ponto de inflexdo de f(x) = /x.

, 1 .
De fato: Vimos que f(x) = x3 ¢ continua em toda a reta.

> Pax £ 0,710 = d e 1760 =~

> Logo f"(x) >0sex <0ef’(x)<0sex>0.
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Exercicio: Mostre que x = 0 é um ponto de inflexdo de

x2, x>0
f(X):{ X3 x<O.

Definicdo

Se f for derivavel em p € (a, b) e p for um ponto de inflexdo de f,
diremos que p é um ponto de inflexdo horizontal , se f'(p) = 0.
Caso contrario diremos que p € um ponto de inflexao obliquo.

Observacao: Os pontos de inflexdo horizontais sdo pontos criticos,

enquanto que os pontos de inflexdo obliquos ndo os s3o.
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Exemplo

X2

x=—1 e x=1 sdo pontos de inflexdo obliquos de f(x)=¢€ 2.

Exemplo
O ponto x = 0 é um ponto de inflexdo horizontal de f(x) = x°.
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Corolario

Se f for duas vezes diferencidvel em (a, b) e p € (a, b) for um
ponto de inflexdo de f, entdo f"(p) = 0.

De fato: Defina, para x,s € (a, b), r(x,s) = f(x) — Ts(x).
Suponha que, r(x,s)<0 se x,s€(a, p) e r(x,s)>0 se x,s€(p, b).
Como f’ é continua em (a, b), passando o limite quando s— p* em

do Teorema da Comparagdo, segue que r(x, p)=f(x)—Tp(x) <0
para todo x € (a, p) e r(x, p)>0 para todo x € (p, b). Recorde que

para algum c entre x e p. Dividindo por ¢ — p e fazendo o limite
quando x — p* obtemos que f(p) = 0.
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Em geral n3o vale a volta. Basta considerar a fung¢io f(x) = x*.

No entanto, se a derivada segunda for estritamente mondétona
entdo vale a volta e, em particular,

Teorema

Seja f trés vezes diferencidvel em (a, b) com derivada terceira
continua. Se p € (a, b) for tal que f"(p) =0 e f"(p) # 0, entdo
p sera um ponto de inflexdo de f.

De fato: Como f"'(p) = (f")(p) # 0, existe 6 > 0 tal que " é
estritamente monétona, para todo x € (p—d, p+6). Do fato que
f"(p) = 0, segue que o sinal de f” em (p — , p) é o oposto do
sinal de f” em (p, p+ 6). Assim, p é um ponto de inflexdo pois ha
uma mudanc¢a de concavidade em p pelo critério de concavidade.
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Pontos Extremos: Critérios envolvendo derivadas

Teorema
Sejam f : [a, b] — R derivdvel em (a,b) e p € [a, b].

Bl - 1) e e a (L) @i paad s

ponto de minimo local de f.

5o 1) =01 o decescente e (,8), ano p s um

ponto de maximo local de f.
De fato: (i) f'(x)<0, para x€|a, p], e f'(x) >0, para x€[p, b].

Logo, do f € decrescente em |a, p] e crescente em [p, b]. Segue que
f(p) < f(x) para todo x € [a, b]. A verificacdo de (ii) € andloga.
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Proposicdo (Critério da derivada segunda)
Suponha f : [a, b] — R tenha derivadas até ordem dois continuas

em (a,b) e que p € (a, b).

11 Sef!(p)=0 e F(p)>0, entio p serd um
ponto de minimo local de f.
11 Sef!(p)=0ef'(p) <0, entdo p sers
um ponto de maximo local de f.
De fato: Em ambos os casos, do Teorema da Conservacdo do
Sinal, existe 6 > 0 tal que (’)'(x) tem o mesmo sinal de "(p),
para todo x € (p— 0, p + ).

Assim, no caso (i) f’ é estritamente crestence em (p — 0, p+0) e
no caso (ii) f' é estritamente decrestence em (p — d, p + 9).

O resultado agora segue do Teorema anterior.
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Anélise do grafico de uma funcao f: Estratégia
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Exemplo
Nos casos abaixo, encontre e classifique os pontos criticos de f

(a) f(x) = —4 —x3—2x?+3; (b) f(x) = x>e7>x.

fl(x)=x3 —3x? —4x=x(x> —3x —4) e f"(x)=3x>—6x—4.
Portanto, x = —1, x = 0 e x = 4 s3o os pontos criticos de f.
Como f"(—1) =5, f"(0) = —4 e f"(4) = 20 concluimos que 0 é
ponto de maximo e —1 e 4 s3o pontos de minimo.

f'(x)=(2x —5x?)e™> e f"(x)=(2 — 20x + 25x2)e~5x.

Portanto, f/(0) =0 = f(2), f"(0) =2e f"(3) = —2¢72 < 0.
Assim, x = 0 é ponto de minimo x = % é ponto de maximo.
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Andlise do grafico de uma fungdo f: Estratégia

Exemplo
Esboce o grdfico de f(x) = x?/3(6 — x)'/3.

Solugdo: Note que f(0) = f(6) =0 e que f(x) >0sex <6 e
f(x) < 0se x > 6. Calculando as derivadas

Os pontos criticos sdo x =4, x =0e x = 6.

Analisando o sinal da derivada primeira

>_
- R R e
> [Sex>6= Fi(x) <0 f € estritamente decrescente.
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Pelo teste da Derivada Primeira

" x=0éum ponto de minimo local.

* x=4¢&um ponto de maximo local.
Observe que o teste da Derivada Segunda poderia ser usado em 4,
mas ndo em 0.

F(x) = 4 —x -8

x1/3(6 — x)2/3’ F(x) =

T X43(6 — x)5/3°
Analisando o sinal da derivada segunda

- EEEE I GRS lce e socsralbanol
> [P IR0 e coneavidade bl
gl 0=l = i sk e dive

O dnico ponto de inflexdo é x = 6. Observe que as retas tangentes
em x = 0 e x = 6 sdo verticais.
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Exemplo
1
Esboce o gréfico de f(x) = x* + =
Note que, f(—1)=0e lim f(x)=—ocelim f(x . Derivando
x—0~ x—0"

Os pontos criticos sdo x =0 e x = \/i_

Analisando o sinal da derivada primeira

Pelo teste da Derivada Primeira ou Segunda x = \/5 é um ponto

de minimo local.
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Analisando o sinal da derivada segunda

>
>
O dnico ponto de inflexdo é x = —1.
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e do grafico de uma fungdo f: Estratégia

Observacoes: Seja f : [a, b] — R derivavel em (a, b). Recorde que

>
%

Entretanto,
| 2
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