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Andlise do grafico de uma fungdo f: Estratégia

Exemplo
Esboce o grdfico de f(x) = x?/3(6 — x)'/3.

Solugcdo: Note que 7(0) = f(6) =0 e que f(x) >0sex <6e
f(x) < 0se x > 6. Calculando as derivadas

Os pontos criticos sdo x =4, x =0 e x = 6.

Analisando o sinal da derivada primeira
g _
" Se4<x <6 f(x) <O f éestritamente decrescente.
> Sex>6= f/(x) <0 f ¢ estritamente decrescente.
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Andlise do grafico de uma fungdo f: Estratégia

Pelo teste da Derivada Primeira

* x=0¢um ponto de minimo local.

» x=4&um ponto de maximo local.
Observe que o teste da Derivada Segunda poderia ser usado em 4,
mas nao em 0.

F(x) = 4 —x -8

1" _
X13(6 — x)2/3’ F(x) = X473(6 — x)5/3°

Analisando o sinal da derivada segunda

> [Sex <0 f(x) < 0= F tem concavidade para baxo.
R e T T
- R e R e G O e

O dnico ponto de inflexdo é x = 6. Observe que as retas tangentes
em x = 0 e x = 6 s3o verticais.
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Andlise do grafico de uma fungdo f: Estratégia

Exemplo
1
Esboce o gréfico de f(x) = x* + <

Note que, f(—1)=0e lim f(x)=—ocelim f(x . Derivando
x—0~ x—0"

Os pontos criticos sdo x =0 e x = \/i_

Analisando o sinal da derivada primeira

Pelo teste da Derivada Primeira ou Segunda x = = é um ponto

&

de minimo local.
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Analisando o sinal da derivada segunda

O tinico ponto de inflexdo é x =
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Andlise do grafico de uma fungdo f: Estratégia

Analisando o sinal da derivada segunda

>
>
O dnico ponto de inflexdo é x = —1.
A
10 -
5 4
-4 2 2 4
—5
~10
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Andlise do grafico de uma fungdo f: Estratégia

Observacgdes: Seja f : [a, b] — R derivavel em (a, b). Recorde que

| 2
2 \
%
| 2
Entretanto,
| 2
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Regras de L’Hospital Prova da 22 Regra de L’Hospital

Regras de L'Hospital

As regras de L'Hospital se aplicam a cdlculos de limites que
apresentam as seguintes indeterminagdes
0 00
6 ou g
Teorema (De Cauchy)
Se f e g sdo continuas em |a, b] e diferencidveis em (a, b) , existe

c € (a,b) tal que

[f(b) - f(a)lg"(c) = lg(b) — g(a)]f'(c).

Prova: Considere
e note que h é continua em [a, b], diferenciavel em (a, b) e

BEEHB]- ¢ (1)z (=) — f(2)z(b). Do [EEHAEEROIE]

existe ¢ € (a, b) tal que h'(c) = 0 e o resultado segue.
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Prova da 22 Regra de L'Hospital:

Regras de L'Hospital

Teorema (Regra de L'Hospital)

Sejam f e g funcées differencidveis em x com g'(x) # 0, para
todo x € (p—r,p+ r)\{p} e para algum r > 0. Se

lim f(x) =0= )![)npg(x)

X—p

e limE&) — (ER (oul=+ox), entio lim L =

_ (x) _
x—>pg (X) X—>pg(X)
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Regras de L'Hospital

Prova Como os valores de f(p) e g(p) ndo influem no cdlculo do

para cada x € (p—r,p+r)\{p} existe c entre x e p (distinto de
ambos) tal que
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Prova da 22 Regra de L'Hospital:

Regras de L'Hospital

Observacao: A regra de L'Hospital ainda serd vélida se, em lugar
de x — p, tivermos x — pT, x = p~, x = +00 ou X — —00.

Exemplo

_ er
Calcule lim
x—0 X

Solucdo: Como lim 1—e?>*=0e lim x=0 da Regra de L'Hospital,
x—0 x—0
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Prova da 22 Regra de L'Hospital:

Regras de L'Hospital

Exemplo
sen x

Calcule lim
x—0 X

Solugdo: Como lim sen x=0 e lim x=0 da Regra de L'Hospital,
x—0 x—0
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Prova da 22 Regra de L'Hospital:

Regras de L'Hospital

23 Regra de L'Hospital: Sejam f e g funcbes derivaveis em x com
g'(x) #0, para todo x € (p—r,p+ r)\{p} e algum r > 0. Se

f(x) f(x)

e )linp 270 existir (ou divergir para +00), entdo J@pﬁ

fim T _ i £
a0 T @)

A prova da 22 Regra de L'Hospital é bastante elaborada. Faremos
a sua prova na Secdo 1, por completude, para o leitor interessado.
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Prova da 22 Regra de L'Hospital:

Regras de L'Hospital

Observacao: A 22 regra de L'Hospital ainda vale se, em lugar de
x—p, tivermos x —pT, x—p~, x—+00 ou x— —00. A regra
continua valida se um ou ambos os limites for —oo em lugar de +oo.

Exemplo

X

. e
Calcule |lim —.
X—+00 X

Solucgao: Como lim e*

=400 e lim x=+ocodaRegradel Hospital,
X—r+00 X—r+00
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Prova da 22 ra de L'Hospital:

Regras de L'Hospital

Exemplo

t _
Calcule lim tex =X
x—0 X3

Solucao: Como I|mtgx x=0e I|mx =0 da Regra de L'Hospital

Como lim sec®x —1 =0 e lim 3x%> = 0 usamos mais uma vez a
x—0 x—0

Regra de L'Hospital

Como ainda o numerador e o denominador tendem a zero, usamos
pela terceira vez a Regra de L'Hospital

SMA 353 Calculo |



Prova da 22 Regra de L'Hospital:

Regras de L'Hospital

Observacdo: As Regras de L'Hospital se aplicam a indeterminagdes
0 o . .
da forma — e —. As outras formas de indeterminacao, 0-00, co— o0,

00
0%, o0, 1%, podem ser reduzidas a estas.

Exemplo

Calcule lim (l— 1 )

x—0T \ X Sen x
Solucao: Observe que é uma indeterminacdo da forma oo — .

Escrevendo

0
temos uma indeterminagdo da forma 0 Da Regra de L'Hospital,
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Prova da 22 Regra de L'Hospital:

Regras de L'Hospital

Exemplo

Calcule lim xInx.
x—0t

Solucdo: Observe que é uma indeterminagdo da forma 0 -(—o0).

Escrevendo temos uma indeterminacdo da forma

—. Da Regra de L'Hospital,
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Prova da 22 Regra de L'Hospital:

Regras de L'Hospital

Exemplo

Calcule lim x*.
x—0t

Solucdo: Observe que a indeterminacdo é da forma 0% Escrevemos
X ~ - 7 Vs
x* = " = eXI"X & como a funcdo exponencial é continua,
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de L’Hospital:

Regras de L'Hospital

Exemplo

. 1
Calcule lim xx.
X——+00

Solucdo: Note que a indeterminacdo é da forma oc®. Escrevemos

Inx

1 Inx
xx = e"* = e’x , e como a funcio exponencial é continua,

Como a indeterminagdo é da forma —, da Regra de L'Hospital
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Prova da 22 Regra de L'Hospital:

Regras de L'Hospital

Exemplo

Caleule lim (1+%)X

xX——00

Solucao: Note que a indeterminacdo é da forma 1°°. Escrevemos

X 1
(1 + %) = eXIn(H?). Agora temos uma indeterminacdo da forma

0
0 - 0o que pode ser reduzida a 0 Entdo, pela regra de L'Hospital

e como a funcdo exponencial é continua,
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Prova da 22 Regra de L’Hospital:

Sejam f e g fungdes derivveis em (p—r,p+ r)\{p}, r > 0, com
g'(x) #0para 0 < |x—p|<r.Se

%—E entao, Ilmﬁ—ﬁ

)!Tp f(x) =400 = )!@pg(x) e I|m Jim 259 =

De fato:, dado 1 > € > 0 existe 0 < § < r tal que
f (x

€‘<2

Agora, do Teorema de Cauchy, para x,y € (p —4,p) (ou
x,y € (p,p+ 0)), existe ¢ entre x e y tal que

F)—fly) _ F(c) FO-F(y)
£)—2l) — 209 ‘ HRE 4 <2

Assim, para x,y € (p— 4, p) (ou x,y € (p, p+5))

x)—f
|f=td ] < i+ 5 <1d+3

SMA 353 Calculo |




Prova da 22 Regra de L'Hospital:

Regras de L'Hospital

7)

Fixe y € (p—0,p) (ou y € (p,p+9)) e escolha &' < d tal que
x€e€(p—10,p) (oux € (p,p+d)) temos (recorde que f, g tendem
para infinito quando x tende para p)

) F)=F0) | _ e
‘g(x) g(x)—g(y)‘ <2

Logo, se x € (p — &', p) (ou x € (p,p+ ), entdo

591 - 46~ S e <505«

g(x) g(x) g(X g(y) g(x) g(y)
Isto mostra que
im f&) _ im fx) _ im f&) _
Jm o e imsy =0 = fim e = ¢
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