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Exercicios iniciais: 1,8,12,18,21,28,34 e 41.

Derivada como taxa de variacao: Velocidade e aceleragao; reta tangente

Exercicio 1 A posi¢do de um corpo que se desloca ao longo do eixo s no instante t é
dada por uma equacdo s = f(t), sendo s dado em metros e t em sequndos.

(a) Determine o deslocamento do corpo e a velocidade média para o intervalo
dado.

(b) Determine o mddulo de velocidade e a acelera¢do do corpo nas extremidades
do wntervalo.

(c) Quando, se de fato acontece, o corpo muda de direcdo durante o intervalo?

1. s=t*—3t+2, 0<t<2

2. s =6t —t% 0<t<6

3. s = —t> +3t2 — 3t, 0<t<3
t4

4.s:z—t3+t2, 0<t<3

Exercicio 2 Movimento de uma particula. No instante t, a posicdo de um corpo que
se desloca ao longo do eizo s é s = t3 — 6t* + 9.

(a) Determine a acelera¢do do corpo cada vez que a velocidade for nula.

(b) Determine o mddulo da velocidade do corpo cada vez que a aceleragdo for
nula.

(c) Determine a distdncia total percorrida pelo corpo det=0 a t = 2.

Exercicio 3 Queda livre em Marte e Jupiter. As equagdes para queda livre nas super-
ficies de Marte e Jupiter (sendo s dado em metros e t em segundos) sdo s = 1,86t* em
Marte e s = 11,44t em Jupiter. Quanto tempo uma pedra leva, a partir do repouso,
para atingir a velocidade de 27,8m/s (cerca de 100km/h) em cada planeta?

Exercicio 4 Um objeto € langado verticalmente do chdo para cima com velocidade ini-
cial de 112m/s e a altura atingida no instante t sequndos é f(t) = 112t — 16t> metros.
Pergunta-se:

a) Quats as velocidades do objeto nos instantes t =2, t =3 e t =4 sequndos?

b) Em gue instante o objeto alcanca a altura mdzima?

c) Em que instante o objeto atinge o chdo?

d) Com que velocidade o objeto atinge o chdo?



Exercicio 5 Um carro estd a 16t3? — 24t 4 16 quilémetros a leste de um referencial fizo
no wnstante t horas. Pergunta-se:

a) Qual a velocidade do carro no instante t = 1/4 horas e qual € o sentido em gque ele
se move?

b) Onde estd o carro quando sua velocidade é zero?

Diferenciabilidade (Nota: diferenciavel é sinénimo de derivavel.)

X, x <1
Exercicio 6 Considere f: R — R definida por f(x) = { x?, 1<x<9.
27/x, x>9

a) Determine os pontos x € R onde f é diferencidvel.
b) Onde eziste f', isto €, a funcgdo inversa de f?
c) Determine os pontos onde f~' ¢ diferencidvel e calcule (f~') messes pontos.

Exercicio 7 Verifique se a funcdo abaizo € diferencidvel no ponto x = 2.

x2  ,sex<2
x+2 ,sex>2

f(x) =

Exercicio 8

f(x)Z{ o7 sex#l

4 ,sex=2

(a) Calcule f'(2) usando o limite. Por que f'(2) ndo é zero ? (Ou seja, ndo podemos
usar em x = 2, a regra de derivagdo de uma constante.) Ilustre 1sso no grdfico de f.

(b) Qual o limite para verificar continuidade em x =27 f é continua para x = 2.

(c) Compare as expressées dos limites dos itens (a) e (b) e conclua: dada uma
fungdo qualquer g, temos 2 limites essenciais, o limite que verifica a continuidade de g
em x =p e o limite que calcula a derivada de g em x =p. Escreva-os.

(d) Escreva também os limites que encontram possiveis assintotas verticais e hori-
zontass.

(e) Refaga os itens (a) e (b) considerando a nova fungdo abaizo e percebendo o que
muda nas respostas.

? , sex =2

x2—4
f(x):{ 5 s Sex#2

Exercicio 9

x+1 ,sex<2
f(x)_{ 1 ,sex>2

(a) f é continua em 2? Por qué?

(b) f € derivdvel em 22 Por qué?

(c) Ilustre estes fatos no grdfico de f.

(d) Qual o dominio da fungdo derivada f'(x)?



Exercicio 10

fix) = —x+4 ,sex<4
B x—4 ,sex>4

(a) f é continua em 4? Por qué?

(b) f € derivdvel em 4?2 Por qué?

(c) Ilustre estes fatos no grdfico de f.

(d) Qual o dominio da fung¢do derivada f'(x)?

Exercicio 11

(a) f € continua em 0? Por qué?

(b) f € derivdvel em 0? Por qué?

(c) E nos outros pontos, f é continua e derivdvel? Justifique.
(d) Ilustre estes fatos no grdfico de f.

(e) Qual o dominio da funcdo derivada f'(x)?

Exercicio 12 (a) Mostre que se f € diferencidvel em p entdo f € continua em p.
(b) Vale a volta (ou seja, reciproca) deste Teorema? (Isto é, se f é continua entdo f é
diferencidvel?) Ou serd que eziste fung¢ao continua mas ndo diferencidvel? Dé exemplo.

Exercicio 13 Verifique se as funcoes

Xt  sex<0

f — 7 -
(@) F(x] {x , sex >0
X2 sex<0

bf — b -
(B)f(x) {O , sex>0

sao diferencidveis em x = 0.

Exercicio 14 Seja f(x) = [x/.

(a) f € continua em 0? Por qué?

(b) f € derivdvel em 0? Por qué?

(c¢) E nos outros pontos, f é continua e derivdvel? Justifique.
(d) Ilustre estes fatos no grdfico de f.

Exercicio 15 Seja f(x) = x'/3.
(a) f € continua em 07

(b) Calcule f’(z).

(c) Eziste f’(0)? Por qué?



Exercicio 16 A funcdo

1 ,sex>0
f(x)_{ -1 ,sex<0

possut derwada em x = 0?2 Justifiqgue. Faga o grdfico e explique.

2 1 0
Exercicio 17 Considere a funcdo f(x) = x S%n(x) ’ ZZ x7 0" (a) Encontre f'(x),
J X =
para todo x € R. Pergunta-se: f' é continua em R? Qual o dominio de f'?

(b) Refaga o item (a) para a fungdo abaizo e responda o gque mudou.

fx) = { x*sen(l) , sex#0

2 ,sex=0"
Exercicio 18 Monte o limite das deriwadas das funcgdes abaizo e resolva-os:

(a)f =k, (b)f(x) =x", (e)f(x) = x"/", (d)f(x) = sen(x),
(e)f(x) = cos(x) (F)f(x) = e (9)f(x) = In(x) (R)f(x) = a*

OBS: Apds montar os limites das derivadas, observe que a maioria deles foram resol-

vidos na Lista 1.

(t)Note que as regras (b) e (c) se resumem a uma regra bem conhecida. Qual? (Essa
regra também vale para expoente real r fizo, ou seja, para f(x) =x" temos f'(x) = rx"'.
A prova disto, veremos depois.)

(5) Por que a regra de derivagdo de f(x) = X', ou seja, f'(x) = X'~ ndo se aplica a
fungdo f(x) = a*? Dica: compare os limites de (b) e (h).

Regras de Derivagao

Exercicio 19 Calcule a derivada das sequintes fungoes :

1
a) f(t) =37, b)g(x) =17x — 65 c)H(u) = 51;\;% d)%L se u=x>+x
1 1
e)f(t) =t +k flglu) =u?+m g)f(t) zzsen(tH—zln(a) h)% se y :t—2¥

1) f(x) =x* +F(x)  jlh(u) =2F(u) — 3e* k)f(x) = —3cos(x) + 20x >/

(1) Agora calcule as derwadas seqgundas das fungdes dos itens acima.

(m) No item (i) se soubermos que F'(2) =5 (dados de laboratdrio, por exemplo), quanto
vale f'(2).

(n) Derwe f(x) = g(x) + sen(x) + u.

: 6
Exercicio 20 (a) Encontre a deriwada de f(u) = — usando a "regra do tombo".
u



. 6 ,
(b) Encontre a derivada de f(u) = 2 usando a regra do quociente.

(¢c) O que vocé conclui a partir dos itens acima?

(d) Calcule as derivadas de f(x) = 3* e g(x) =x>. O que vocé conclui? Usam a mesma
regra de derivagdo?

Exercicio 21 (a) Usando o limite da velocidade média de fg, expliqgue porqué d%fg(x) =+
f'(x)g’(x).

(b) Use a regra do produto para derivada para descobrir a regra do quociente. Ou
seja, se F =f/g, escreva Fg = f e descubra F'.

(c) Sabendo que d%x“ =nx""! para n natural positivo, use a regra do quociente para

. 1
mostrar que vale a mesma regra para expoente negativo: f(x) =x "= — = f'(x) =

XTL
—nx ™', x#0, n um inteiro positivo.
(d) Use a regra do quociente para mostrar que
1
f(x) =log,(x) = f'(x) = ,x > 0.
In(a) - x
. 1 d 1
Dica: use gque log,(x) = lfl(();)) e que aln(x) =

Exercicio 22 Calcule a derivada de:

a)f(x) = (2cos(x) + sen(x)) (x* + logs(x) +2x) b)f(x) = senh(x) - tan(x)

c)f(x) = sen(x)In(x)(e*+ 1) d)f(x) = ln(x)sil(;)—tzl T k contante € R
~ 2cos(x) B (x3 + 7) cos(x)
e) f(x) = 24t fIf(x) = x2(sen(x) +1)

Exercicio 23 As func¢des senh: R — R e cosh: R — R dadas por

e —e* e*+e*
e coshx =
2 2

senhx =

sdo chamadas seno hiperboélico e cosseno hiperbélico, respectivamente. Mostre que:

4 senhx = coshx e 4 cosh x = senhx (usa regra da cadeia).
dx dx

Exercicio 24 Calcule a deriwvada das seguintes fungdes (envolvem regra da cadeia):

a) f(x) = cos®(x) b) F(v) = (17v — 5)10% ¢)g(z) = (14 Vz)?
d)g(t) = [(1+ %)1 L1 e)f(x) = sen(9x +4) £)f(x) = cos (g)
A , X+x \
g) f(x) = sen((2x + 3)") h) f(x) = sen(v/x) + /sen(x) i)y = (W)
iy 1 K)y = sen(tan(e")) Uh(x) = f(2x) + sen(g(x))




Exercicio 25 Verifique se a funcdo abaizo é diferencidvel para x # 2 e para o ponto
x = 2.

B x sen(7x) , sex <2
f(x)_{ (x2 +1)cos(mx) , se x> 2

Exercicio 26 Calcule a deriwvada das sequintes fungoes :

a) g(x) =1n(3 + sen?(x)) b) H(x) = e 10+ ) F(x) = In(x + cos(x))

(3 + S)GW 3x + —3x
o) =TT egh) = lom(e) 100 = S
g)f(x) =1In j—i; h) f(x) = ln <e5“ + 651_2> i) f(x) = xV2

Exercicio 27 Calcular f'(x) nos seguintes casos:

Q) =\1+VTTx  bf)=¢’  ¢Jf(x) =e¥In (xseﬂ("”xse:1)

d) f(X) — ex371n(x2+1)

Exercicio 28 Sejam f,g: R — R fungées diferencidvers em R tais que f(0) =0, g(0) =1,

f'(x) = g(x), ¢g'(x) =—f(x), x € R.
a) Mostre que (f(x) — sen(x))* + (g(x) —cos(x))?* =0, x € R.
b) Conclua que f(x) = sen(x) e g(x) =cos(x), x € R.

Exercicio 29 Calcular a deriwada das seguintes funcgoes :
a) f(x) = tg(sec(xy/x2 + vx+ 1)) b) f(x) = cossec(x? + 4)

c) f(x) = sec(vx—1) d) f(x) = tg?(x) sec*(x)
cos(x) cotg(x)

_ x?sec(x) tg(x) _
e)fx) = (x2 4+ 1) cos(x) fIF(x) = sec(x) — cos(x)
g) F(x) = senh(x) cosh(x) h) f(x) = arctg(e®®)
. esec(x2) ] 1
l) f(X) = X ]) f(X) =In <m>
k) f(x) = 2** arcsen(4x) 1) f(x) = In(2x) log;o(x) — In(a) log,(x)

(x) — @ n) f(x) = arctg(12x —7)

1
m) f(x) = < + 2log,(x

o) f(x) = arcsen (SX; 1) p) f(x) = arccos (\/17(_7)

2

. X
Exercicio 30 Seja x = cos wt, onde w € constante. Mostre que o + w’x =0.

Exercicio 31 Suponha que f e g sejam fungées tais que f'(x) = 1/x e f(g(x)) =x. Mostre
que se g'(x) existe, entdo g'(x) = g(x).



Exercicio 32 a)Ache todas as derivadas (m-ésimas derivadas) nao identicamente nulas
de f(x) = (x> —1)3.

b)Se f(x) = 1/x, obtenha uma férmula para f™(x), onde n € um inteiro positivo. Quanto
é f(n)(] )?

c)Se f(x) = x* —x*—6x* +7x, determine a equacdo da tangente ao grdfico de f' no ponto
P=(2,3).

d)Sey =f(g(x)) e f' e g" existem, use a regra da cadeia para exprimir D2y em termos
das derwadas primeira e seqgunda de f e g.

Exercicio 33 Calcule a derwada das seguintes funcgées (use diferenciacdo logaritmica):

x

a) f(x) = (e + 7)cos¥’) b) f(x) = x2e¥? c)f(x) =x , x>0

: : d : .
Exercicio 34 Encontre, em cada um dos itens abaizo, d_y' onde y =y(x) € dada 1mpli-
X
citamente pelas equagdes abaizo:

a) cos(x +y) = 1/4 b)yszzlﬁ ¢) (y? — 9 = (4x% 4+ 3x — 1)2
A+ Xy —2xy*+yP —1=0 e)sen(xy)+y—x*=0 flxy+16=0
g) xarctg(x) +y*> =4 h)vV/2x +y++v/x+2y =6 1) senh(x%y) + cosh(y? — cos(xy)) = 2

. . d
(3) Nos itens (a) e (f) encontre d—;( (Neste caso, estamos pensando que T € uma fungao

de y, ou seja, x =g(y).)
Exercicio 35 Encontrar as equagdes das retas tangentes & elipse 4x* + 9y> = 40 cujos
coeficientes angulares valem —2/9. Use derivag¢ao implicita.

Exercicio 36 Um ponto P move-se ao longo da elipse x* +4y> = 1. A abscissa x estd

: _ d d — 4t
variando a uma velocidade ax _ sendt. Mostre que: 4y _ ﬂ
dt dt 4y

Exercicio 37 Suponha que f seja uma funcao injetora, derivdvel, e que sua inversa,

-1, também seja derivdvel. Mostre que (f')'(x) = )

1
Vi

(a) Use para isto o método de derivagdo tmplicita. Discuta também o dominio.
(b) Use Ezercicio 37.

Exercicio 38 Nos itens (a) e (b), mostre que arccos'x = —

Exercicio 39 Seja y = f(x) uma func¢do diferencidvel tal que x*f*(x) + cos(/f(x)) = x.
Determine f'(x).

Exercicio 40 Seja f(x) =x+€* e g a funcdo inversa de f. Demonstre que g € diferen-
cidvel e que g'(x) = —~. Calcule g’(1) e g'(1).

1+e9

Exercicio 41 Seja f(x) = x + x>.
a)Mostre que f admite func¢do inversa g.
b)Ezpresse g'(x) em termos de g(x).
c)Calcule g'(0).
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Exercicio 1 (a) 1. Temos que s(0) = 2m e s(2) = Om, assim, o deslocamento do
corpo € As =s(2) —s(0) = —2m.

, e S . _
A velocidade média € v, = At entdo temos vy, = 75 = —1m/s.

2. Temos que s(0) = Om e s(6) = Om, assim, o deslocamento do corpo € As =
s(6) —s(0) = Om.

: . As ~
A velocidade média é v, = At entao temos v, = % =0m/s.

3. Temos que s(0) = 0m e s(3) = —9m, assim, o deslocamento do corpo € As =
s(3) —s(0) = —9m.
A
A velocidade média é v,, = A_1S:’ entdo temos v, = 3)%90 = —3m/s.

4. Temos que s(0) = Om e s(3) = 2,25m, assim, o deslocamento do corpo €
As =s(3) —s(0) = 2,25m.
225

: _ A
A velocidade média é v, = —S, entdo temos vy, = 3 = 0,75m/s.
At

_d _ d
(b) Comov=G ea=g,

1. Temos que

Assim [v(0)] =3m/s, v(2)|=1m/s e a(0) = a(2) = 2m/s>.

2. Temos que
v(t) =6—2t

a(t) = —2.
Assim [v(0)] = 6m/s, [v(6)| =6m/s e a(0) = a(6) = —2m/s’.

3. Temos que
v(t) = =32 +6t—3

a(t) = —6t + 6.
Assim [v(0)] =3m/s, [v(3)| =12m/s, a(0) = 6m/s* e a(3) = —12m/s°.

4. Temos que
v(t) =t =32 + 2t

a(t) =3t2 —6t+ 2.
Assim [v(0)] = 0m/s, v(3)| =6m/s, a(0) =2m/s* e a(3) = 1Tm/s?.



(c) O corpo muda de dire¢cao mo instante t tal que v(t) = 0.

1. Como 0=v(t) =2t—3 logo t =1,5s.

2. Como 0 =v(t) =6— 2t logo t = 3s.

3. Como 0 =v(t) = —3tz—i—6t—3 logo t = 1s.

4. Como 0=v(t)=t>—3t?+2t logo t =1s e t = 2s.

Exercicio 2 (a) Notemos que v(t) = 3t> — 12t + 9 logo a velocidade é nula se 3t? —
12t + 9 = 0. Isto €, a velocidade € nula em t =1s e t = 3s. Além disso, a funcdo
acelerac¢do € a(t) = 6t — 12 e assim, a acelera¢do nos instantes que a velocidade é
nula vao ser a(1) = —6m/s* e a(3) = 6m/s>.

(b) Pelo feito no item a), a(t) =6t —12. Logo a aceleragdo € nula em t =2s. Assim,
o modulo da velocidade do corpo em t =2s € |v(2)| =3m/s.

(c) A distdncia total percorrida pelo corpo € s(2) —s(0) =2—0=2m.

Exercicio 3 Como v = temos que

dt’

VMarte = 3) 72t

Viupiter = 22, 88t.

Logo, o tempo que vai levar a pedra atingir a velocidade de 27,8 m/s em Marte vai ser

de t = §77§ =7,47s e em Jupiter vai ser de t = 2227888 =1,22s.

Exercicio 4 (a) Temos que a velocidade var ser v(t) = 112—32t. Assim, v(2) =48m/s,
v(3) =16m/s e v(4) = —T6em/s.

(b) A altura mdzima € alcancada no instante t tal que v(t) = 0. Logo, t = ”2 = 3,5s.

(c) O objeto atinge o chdo mo instante t tal que s(t) = 112t — 16t> = 0 onde t # 0.
Logo t =7s.

(d) A velocidade no instante t =7s é v(7) = 112m/s.

Exercicio 5 (a) Temos que v(t) = £ = 24t7 — 24 logo v(3) = 24.(0,5) — 24 = —12
Isso significa que a velocidade é de 12 m/s com sentido oposto ao positivo no
referencial. Assim, o carro move-se 12 m/s ao oeste.

(b) Sev(t) =0, logo 24t:—24 =0 e assim t = 1s. Assim, temos que s(1) = 16—24+16 =
8m.



Exercicio 6 (a) Para f(x) ser diferencidvel em x = a, precisamos verificar a eristéncia

do seguinte limite lim M.
x—a X—a

Para a < 1, temos

lim f(x) —f(a) i X

x—a X—a x—aX —a Xx—a

Para a =1, temos

fim ()= X =
x—1— X—] x—1— X — x—1-
—f(1 21 1 —1
fim TR Xy DD 121122
x—1+ X — x—1+ X—] x—1t X—] x—1t
Para 1< a<9, temos
_ 22 .
limM:HmX a = lim (x—a)(x+a) =limx 4+ a=2a
x—a X —a x—a X —a x—a X—a x—a
Para a =9, temos
_ 2_02 _
i () =FO) g =y ) v re—9ro—18
x—9— X—9 x—9— X—9 x—9— X—9 x—9—

_ _ 02 _ _
1imw:11m27\/_—9:27 ljm\/; 3:27111’1’1 (\/7_( 3)(\/§+3):
x—=9t  x—9 x—=9t  x—9 x—=9+ x—9 =9t (x — 9 (/x+3)

-9 1 27

27 lim

X
R T Oy Rl

lim = U
x—9+ ﬁ—|—3 - 6 2
Para a > 9, temos

fim TV @) g VX =27V o VX VAo, WX VA Va)

x—a  X—a x—a X—a x—a X—a x—a (X — (1)(\/7_(—|— \/a)
X—a

27 lim = 271lim 1 _ ¥
e (x—a)lyx+va) T ayx+yVa o 2Va

Portando, f é diferencidvel em {x e Ryx #1 e x # 9}

(b) Para f(x) =x, f'(x) =1, onde o dominio de f'(x) é {x e R;x < 1 e x # O}

Para f(x) = x*, f1(x) = /X, como o dominio de f é {x € R;1 < x < 9} e seu con-
tradominio é {x € R;1 < x < 81}, todos os valores de x para f~'(x) serdo positivos,
desse modo sempre existird raiz real e o dominio de f~' serd {x e R;1 <x <81} e
seu contradominio serd {x € R;1 <x < 9}.

Para f(x) = 27/x, f1(x) = ;‘729 e seu dominio serd {x € R;x > 81}

Portanto f7'(x) eziste para todo x € R\ 0.



(c) Temos

1 x<lex#0
1 x)=<{ x, 1<x<8l1
7"729, x > 81
Para a <1 ex#0, temos
. f'x)—f'"(a ., 1-1 —oax . —1x—a) .. -1 1
lim =lim*>—*=lm—>*—=lm———=lim— =——
X—a X—a x—aX—a x—ax—a x—axda(x—a) x—axa a?
Para a =1, temos
) —fy -1 1 . —1(x—1) —1
li = lim = =lim —=1lm —— = lim — =—1
X1 x—1 x—=1-x—1 x=1-x(x—1)  x=1- x(x—1) x=1- x

m VX1 = lim VXl -\/§+1 =
x—1+ x—1 x=1+ x—1 x=1+ x—1 \/)—(—I—]

) x—1 i 1 1 1

lim

I T AT S AT T Al 2

Para 1 < a < 81, temos

] 1 _ _
0 VEeVE L VR VE VR VE
x—a X —a x—a X—a x—a X—a \/§+\/a
X—a 1 1

11m

- aWr Ve tRVR+va 2va

Para a =81, temos

VX—V81 VX=9 VX+9

) — (8]) lim = lim

lim

X181~ x—81 Taose x—81 s x—81 Jx+9
lim x — 81 lm T 1
s (x—81)(VX+9) o8- VX+9 V8T+9o 18
“T(x) — £ X /81 —
o T —F'81) L 3 Vel o X 90729
x—81+ x — 81 81 x—81  x58i+ 729(x — 81)
x2—817 . (x—81)(x+81) . x+81 162 2

lim — 2 — L e
o8t 729(x —81)  xosir 729(x —81)  xus- 729 729 9

Para a > 81, temos

2 2

lim i —*(a) = lim s _
x—a X — a x—a X — a
x? —a’ . (x—a)x+a) .. x—-da . x+a 2a

lim— & T el L
R 729x—a)  sma 729(x—a)  v5a729(x—a) xoa 729 729



A deriwada de f~' é dada por

—x‘—z, x<lex#0
(f ) (x) = 1 1 <x <8l

20
2x x > 81

729
e ! ndo é dertvdvel em x =1 e x = 81.

Exercicio 7 Para f(x) ser diferencidvel em x = 2, precisamos verificar a ecristéncia do

. o f(ix)—1(2)
sequinte limite lim ——
x—2 x—2
—f(2 22 2)(x—2
TS B ) B T e (A s o L) [ FES RS P P
x—2- x—2 x—2- X —2 x—2- x—2 X—2~
fim () X224 X2 o
x—2+ X — x—22t X —2 x—2+t X — x—2+
—f(2 f(x) — f(2 f(x) —f(2
Como lim ) 2) lim M, entdo Flim M e portanto f ndo €
x—2~ x—2 x—2+ X — x—2 x—2

diferencidvel em x = 2.

Exercicio 8

(a) Calcularemos primeiro a derwada f'(2) utilizando limate:

x2—4 (x+2)(x—2)
. fx)—f2) . =S5 -4 =4  x+2—-4 . x-2
/ = _—_— —X = —X = _— =
F2) =lim ——— = lim = - =l — " bm— 7 ~imi =

A derwada de uma fung¢do representa o coefictente angular da reta tangente a fungao
f no ponto (x,f(x)). Desta forma, a derivada de x so seria nula se o grdfico da func¢do
fosse paralelo ao eizo x em um intervalo em torno de x = 2. Além disso, é importante
perceber que para realizar o cdlculo da derivada em um ponto, nao é correto calcular
f(x) (que possut um valor constante) e depois a derivada, pots desse modo a derivada
seria nula em qualquer ponto.

(b) Como 2 € Dom(f), para descobrir se f € continua em x = 2, deve-se calcular o limite
de f(x) com x tendendo a 2 e verificar se assume o mesmo valor de f(2):

x> =4 . (x+2)(x—2)
= 11m
x—2 X — x—2 x—2

:11ngx+2=2—|—2=4
Como lirr% f(x) =4 =1(2), entdo f € continua em x = 2.
(c) Como wvisto no item (b), o limite que verifica a continuidade de uma fungdo g em
um ponto p € Dom(g) €

lim g(x)
X—p

e esse limite deve ser igual a g(p).
E como visto no item (a), o limite que calcula a derivada de g em p € Dom(g) €

iy v 9(x) —g(p)
g (P)—lﬂ?



(d) Para calcular possiveis assintotas verticais, deve-se tomar os limites: lim g(x) e
x—pT
lim g(x); Caso algum destes limites resultar em +oo ou —oo, entdo a reta x = p serd

e
aszmtota vertical da funcdo g.

Para calcular possiveis assintotas horizontais, deve-se tomar os limaites: XEmOO g(x) e
XLi:Ernoo g(x); Caso algum destes limites resultar em um wvalor finito c, entdo a retay =c
serd assintota horizontal da funcdo g.

(e) Refazendo (a), temos:

fx) —f2) . -1 A g2

) — x — 1
lim =1lim = lim — X2 =lim — =lim
x—2 X—Z x—2 X—Z x—2 X,—Z x—2 X—Z X—)ZX—Z
x —1

lim = 400

x—2+ X — 2

Cox—1

lim = —00

x—2— X —

Como lim f(x) # lim f(x), ndo existe derivada em x = 2 para a nova fungdo.

x—2+ x—2~

Refazendo (b), temos:

X =4 . (x+2)(x-=2)
lim = lim
x—2 X—Z x—2 X—Z

=limx+2=2+2=4

Temos que f(2) =1, como lin% f(x) # f(2), entdo f ndo € continua em x = 2.
X—

Exercicio 9

(a) Para que a fungdo f seja continua em 2 € necessdrio que: 2 € Dom(f) e 111}1 f(x) =
x—2+

1i1§1 f(x) = f(2). E possivel notar que f(2) =1 e calculando os limites:
X—i—

lim f(x) = limx+1=241=3

x—2~ x—2~

lim f(x) = lim 1 =1
x—2+ x—2+

Portanto, f ndo € continua em x = 2.

(b)

lim fix) — (2) = lim -1 =0
x—2+t x—2 x—2+ X —
. f(x) —f(2) (x+1)—1 . X
lim ——— = 1lim ————— = lim = —00
Xx—2— X — 2 Xx—2— X — 2 x—2— X — 2

Como nao existe lin% f(x), entdo f ndo € diferencidvel em x = 2.
X—

(c) A partir do grdfico da funcao, € possivel notar que ocorre um "salto"quando x = 2,
indicando a descontinuidade da funcgdo nesse ponto. Além disso, para qualquer x > 2,
a fungdo € constante e, desse modo, a derivada nesses pontos € zero. Jd para valores

de x menores que 2, o crescimento da funcdo é ndo nulo, ou seja sua deriwada ndo €
zero. Dessa forma, f ndo é derivdvel em 2.



P
jPaaRzie

(d) Para a <2, temos

_ 1— 1 _
fix) = lim ) @ x T+ x—a
x—a X—Qa x—a X—Qa x—=a X —Jad
e para a > 2, temos
flx)—of 1-—1
fx) = lim T =) ~0.
Xx—a X —a x—=a X —Qa

S6 ndo ezxiste derwada para x = 2. Dessa forma, o dominio da funcdo derivada €
Dom(f’) = {x € R;x # 2}.

Exercicio 10

(a) Note que 4 € Dom/(f) e temos

lim f(x) =lim—x+4=—-4+4=0

x—4- X—"
lim f(x) = limx—4=4—-4=0
x—4+ x—4+
f4)=4—-4=0
Como lin}1 f(x) = 1i1‘111 f(x) =0=1(4) a funcdo é continua em x = 4.
X— x—4-
(b) .
f(x) — f —
im ()T o X2
x—4+ X — x—4+ X — x—4+
m (VI D Tt =
x—4— X — x—4—- X — x—4— X — x—4—
Como nao existe lin& f(x), entdao f nao € diferencidvel em x = 4.

(c) A funcao € continua, portanto nao existem "saltos"em seu grdfico. Entretanto, como
€ possivel observar, em x =4 o grdfico possui um "bico"”, o que indica que ndo existe
derivada nesse ponto, pois nao € possivel encontrar reta tangente nesse ponto.

(d) Para x <4, f'(x) = —1 e para e para x > 4, f'(x) = 1. S6 nao existe derwada para
x =4. Dessa forma, o dominio da func¢do derivada € Dom(f’) = {x € R;x # 4}.

Exercicio 11 (a) Note primeiramente que 0 € Dom(f) e

lim f(x) = lim —x* =0,
x—0F x—0+

lim f(x) = lim x* =0,
x—0— x—0~

entdo lirgl+ f(x) =0 =1(0), portanto f é continua em 0.
x—



f(x) — £(0) —x?

lim = lim — = lim —x =0,
x—0+ x—0 x—0+t X x—0+
_ 2
lim M: lim = = lim x = 0.
x—0~ X — x—0~ X x—0~
f(x) — f(0 .
Logo, EllimM e portanto f € derivdvel em 0.
x—0 x—0

(c) f € continua em a € R* pertencente ao dominio da f, pois

limx* = a®> =f(a), se a<0
im f(x) = ¢ 7% .

x—a lim—x“=—a“="f(a), sea>0
Xx—a

f é derwdvel em a € R* pertencente ao dominio da f, pois

2 2 _
f(x) — f lim ~— ¢ :(X a)(x+a):2a, sea<0
) —fla) _ )5 x—a x—a
Hm x—a —x*—(—a?) —(x—a)x+a)
lim = =—2a, sea>0
x—a X—a X—a

7777777

Figura 1: f(x)

(e) De acordo com os itens anteriores,

, 2x, se x <0
f(X)Z )
—2x, sex >0

portanto Dom/(f’) = R.



Exercicio 12 (a) Seja p € Dom(f) e assuma que f é diferencidvel em p, ou seja,

f'(p) = lim w Considere o sequinte limite

lim £(x) — f(p) = lim(x — p) 2L ) i — p). tim 1) =)

X—Pp X—p (X — p) X—P X—p X — p

= 0.f'(p) = 0.

Entao, temos

lim f(x) — f(p) =0 = lim f(x) — lim f(p) =0 =

X—p X—p X—p
= lim f(x) — f(p) = 0 = lim f(x) = f(p).
X—p X—p

Portanto, f é continua em p.

(b) A reciproca ndo é verdadeira. Tome como contraexemplo a funcdo f(x) = |x|, as
Justificativas estdo no Exercicio 14.

Exercicio 13 (a)

- 2
fm T ZFO) e X o
x—0— X — 0 x—0— X x—0—

fim 1) =0 020
x—0F x—0 _XHO+X—O_
f(x) — £(0) x?

lim = lim — = lim x =0.
x—0~ X — x—0— X x—0—

0,

Logo, dlim M

e portanto f € derivdvel em 0.
x—0 x—0

Exercicio 14 (a) Note primeiramente que 0 € Dom(f) e
lim f(x) = lim|x| = 0 = £(0),
x—0 x—0
portanto f é continua em 0.

(b)



(c) f € continua em a € R* pertencente ao dominio da f, pois

lim f(x) = lim |[x| = |a|] = f(a).

f é derwdvel em a € R* pertencente ao dominio da f, pois

x| —la]

limf(x)_f(a): )1(1_1}12.1 ~—a =1, sea>0
e x—da lim|x|_|a|:—1, sea<0
x—a X —a

| ESRT IRaNE IEaar IRENY INRRE IRERE]

Figura 2: f(x) = [x|

Exercicio 15 (a) Note primeiramente que 0 € Dom(f) e

lim f(x) = limx3 = lim ¢/x = 0 = £(0),

x—0 x—0 x—0

portanto f € continua em 0.

1 1
f(x)—T 3 —as 1 1
(b) F(a) = lim =My zar 11
x—a X —a x—a X —a 3CL§ 3 aZ

(c) Nao existe f'(0), pois como vimos no item (b), f'(x) = #72 e portanto 0 ¢ Dom/(f’).

, € para que ela

f(x) —f(x—h
Exercicio 16 Temos que a derivada € definida como }llng_) () — flx )
-

exista, ou seja, para que esse limite exista em x = 0, os limaites laterais tem que apresen-

_ . f(x)—f(x—h) .. f(x)—f(x—h)
tar os mesmos valores. Assim temos calcular lim e lim ,
h—+0 h h——0 h

para X = Oe comparar oS seus valores.

Para lim o) —flx—h) , temos:
h—*0 h
lim f(x) —f(x —h) i f(0) —f(0—h) lim f(0) — f(=h)
hs+0 h ROt h RS0 h ’



que € um limite indeterminado que tende a —oo.
f(x) — f(x —h)

A li :
gora para lim n , temos
. f(x)—f(x—h) . f(0)—f(0—h) . (0) — f(—h)
lim = lim = lim ——
h—=0 h h—=0 h h—=0 h
por h —»~ 0 fazer com que h <0, e que —h >0
lim 1 = lim O —0.
h—-0 h h—-0h
f(x) —f(x—h f(x) —f(x—h
Olhando para os limites laterais notamos que lim () (x ) % lim ) (x ) .
h—+0 h h——0 h

Portanto, pelos limites laterais, para x = 0, serem diferentes, temos que o limite
lim f(x) — f(x —h)

h—0
ponto nao pode ser calculada.

Se fizermos o grdfico da f(x) podemos notar o sequinte também:

ndo € determinado, e que portanto a derivada de f(x) para esse

f(x)

Por ela nao ser continua em x = 0, olhando para um x — 0 vindo dos negativos,
a f(x) tem que dar um salto de variagdo que tende ao infinito para subir de —1 para
1, porém, vindo de um x dos positivos, a f(x) se comporta como uma constante, com
uma varia¢do nula. Essa dualidade do valor da derivada que depende da direcdo em
que se escolheu mover o x faz com que ela ndo possa ser verdadeiramente determinada

em x =0.

Exercicio 17 (a) Para achar a deriwada de f podemos derivar as fungdes que f(x)
toma em cada intervalo (pois, como provaremos a seguir, f(x) € continua dentro
2xsenl —cosl | sex #0
X X i

e fora de x =0) f'(x) = ) s x = 0

Para se determinar se f' € continua em R temos que observar se, para cada
intervalo, f € continua. Temos que para x # 0, f(x) se comporta como a fun¢do

continua x? sen(J—(), e portanto f' € certeiramente continua em R — {0}. Agora,
para sabermos se f(x) € continua em x = 0, temos que mostrar que lim,_,o f(x) =

f(0). Temos que lim,_,o f(x) = lim,_, x? sen(%), por sen(J—() ser limitada entre [—1,1]

e ela estar multiplicando com x* que no lim, ,ox* = 0, temos que lim,_,, f(x) =

lim,_,o x? sen(%) =0. Assim vemos que lim,_,,f(x) =0 = f(0), e que portanto f(x) €



continua em x = 0, o que indica que f'(x) também € continua em x =0 e, por ela
também ser continua em R — {0}, que f' € continua nos R.

Agora, para determinar o dominio da f'(x) temos que procurar em quais valores
de x chegamos em indeterminacao em f'. Observasse que, a unica funcdo que
compbéem a f'(x) que pode gerar uma indeterminag¢do € a 2x sen}—( — Cos J—(, po1is, se
x =0, a fracdo 3—( fica indeterminada, portanto, para ela, x # 0. Porém, por ela
nao ser o valor da f'(x) quando x = 0, ndo hd nenhum wvalor que x possa tomar
que gera uma indeterminac¢do na f'(x), e portanto o dominio da f'(x) sdo os R.

(b) Olhando para essa nova f(x) jd se repara que ela ndo é continua em x = 0, pots

lim, o f(x) = lim,_, x* sen(J—() =0 +# 2 = f(0). Porém 1isso nem sempre quer dizer
que a f'(x) em x =0 ndo existe, mas para isso temos que fazer ela por limite:

I f(x) — f(x —h) i f(0) —f(0—h) i f(0) —f(=h)
hlg(l) h _hli% h _hli% h N
m 2 —h’sen() i 2 —h’sen(y) i 2—h’sen(y) -

h—0 0—h h—0 h h—0 h

Assim notamos que a f'(x), quando x = 0, agora apresenta uma indetermina¢do
para —oo, causada pela descontinuidade na f, e portanto
1 1
F(x) = 2xsen; —cos, , se x#0
— —00 , sex=20
Com essa func¢do para f'(x) jd reparamos que ela ndo é continua em todo R, pois

f'(0) € um wvalor indeterminado que tende a —oo, e também que seu dominio €
R — {0}, por causa da indeterminacao em x = 0.

Por fim, o que mudou da f'(x) da (a) para a f'(x) da (b) foi a introducdo da
indeterminac¢do ao —oo para x = 0, causada pela descontinuidade que f(x) passa a
ter quando mudasse o valor de f(x) =0 para f(x) = 2.

Exercicio 18

. f(x)—f(x—"h) . k—k 0
/ = = _— = — = / g
(a) Temos que f'(x) = }{Lmo = = 1111310 = 11mO - 0, portanto f'(x) = 0.
f(x) —f(x—h) .. x"—(x—h)"

(b) Temos que f'(x) = lim , podemos expandir (x —h)"

h—0 h h—0 h

n__ —h)"
pelo polinémio de newton dado por (a+b)" =a™+na™ 'b+..+b", }11111(1) u =
.

h
X" —x" +nx" "h+ ...+ h" nx™"h+...+h"
li = li =1li LR = —
hli% h hlf(l) h hli% R hli%n(x
™! = nx™', portanto f'(x) = nx™.

. . 1 . . .
(c) Primeiramente, temos que f(x) =y = xv, ou seja, y" = x, asstm fazemos a deriwada
para os dois lados, no lado com o x usamos a regra determinada em (b), com n =1,



%y“ =1.-x""1=1, assim temos que d%y“ = 1. Para derwvarmos y", que depende de X,
podemos usar uma regra chamada regra da cadeia, que nos permite descrever ~y" como
d h d d det te d (g(y“
_ _ : 1_
Lym =y 'Y, portanto Lyt =ny" 'Y =1. Assim S = nyl,1 = n(xr]j)n] = Ixa!
) x)—f(x—h . sen(x)— sen(x—h - .
(d) Temos que f'(x) = }lllil(l) () h( ) = }11151% ) ( ), pela relagdo trigo-

nométrica sen(a + b) = sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b) podemos reescrever

(x) — sen(x) cos(—h) — cos(x) sen(—h)

i sen(x) — sen(x —h) 5 sen
N h N h N
. sen(x)(1 —cos(—h)) — cos(x) sen(—h)
= lim )
h—0 h
por sen(—a) = —sen(a) temos
. sen(x)(1 —cos(—h)) + cos(x) sen(h) . sen(x)(1 —cos(—h)) . cos(x)sen(h)
lim = lim +lim ————=
h—0 h h—0 h h—0 h
sen(h)

=1,

limcos(—h) =1 e lim

h—0 h—0
. sen(x)(1 —cos(—h)) .. cos(x)sen(h)
lim +lim ———— =
h—0 h h—0 h
1—1 0
= lim % + limcos(x) = lim M + cos(x) = cos(x),
h—0 h—0 h—0
portanto f' = cos(x).
—f(x—h - —h .
(e) Temos que f'(x) = }111112.) ) h(x ) = }llirr(l) cos(x) — cos(x ), pela relagdo trigono-
— —

métrica cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a)sen(b) podemos reescrever

(x) —cos(x) cos(—h) + sen(x)sen(—h)

. cos(x) —cos(x —h) . Cos
lim = lim =
h—0 h h—0 h
. cos(x)(1 —cos(—h)) + sen(x)sen(—h)
= lim )
h—0 h
por sen(—a) = —sen(a) temos
. cos(x)(1 —cos(—h)) — sen(x)sen(h) . cos(x)(1T—cos(—h)) .. sen(x)sen(h)
lim = lim —lim ————=,
h—0 h h—0 h h—0 h
) B . sen(h)
%Lli%cos(—h)—1 eglli)l(l) h =1,
. cos(x)(1—cos(—h)) .. sen(x)sen(h) . cos(x)(1T—1) .
lim —lim—— =lim— — lim sen(x) =
h—0 h h—0 h h—0 h—0
= lim cos(x)(0) — sen(x) = —sen(x),
h—0

portanto f'(x) = —sen(x).



Loy o 1 1
() Temos que T =y — =M~ ~i% n ¥ w

o 1—=e . eX(1—e™) . 1—e” N S
pelo limate }11133 - —1,}1}3})7—6 }11133 - = e~, portanto f'(x) = e*.

(9) Temos que

Fix) =1 f(x+h) —f(x) i In(x +h) —1In(x)
)= h —h h N
() (24D In(1+ )
= lim X~ =lim —*—* =lim X,
h—0 h—0 h—0 h
fazendo h=u-x
In(1+ 1L In(T+ % In(1 1 In(1 1
fim P g 05D 04w T W) T+ w)
h—0 h u—0 ux u—0 ux X u—0 u X u—0

In (lim(l +u)ﬁ) = lin(e) = 1, portanto f'(x) = 1.

. flx)—f(x—h x x—h xn(a) _ o(x—h)-In(a)
f'(x) = lim () — £l ) = lim — lim _
h50 h—0 h—0 h
e In(a) ex In(a) efh In(a) e ln(a)(] efh In( ))
= lim = lim
h—0 h h—0 h ’
— eih'ln( )
pelo limite lim ————— = In(e™%) = In(a),
h—0 h
ex-ln(a)('l - e—h-ln(a)) 1— e—h-ln(a)
lim =¢e* - lim =e*™9 . n(a) = n(a) - a*
h—0 h h—0 h ( ) ( ) )

portanto f'(x) = In(a)a*.

(1) A regra em que (b) e (c) sdo resumidas € a regra do produto, a qual ndo apenas serve
para n ou % comn € N mas também para um r € R.

(7) Isso ocorre pelas fungdes para (b) e (h) serem bem diferentes, (b) é um x elevado a
uma constante, enquanto (h) é uma constante elevado a x (ou um e*¢, pois a* = e»(@x,
sendo C =1In(a)), tanto que a deriwada de (b) é nx™' enquanto a de (h) é In(a)a*.

Exercicio 19 (a) f(t) € uma funcdo constante, portanto sabemos que a f'(t) = 0.

(b) g(x) € uma subtracdo de uma fungdo constante com uma polinomial, e sabemos que
derwada de uma subtracdo € a subtragdo de derivadas, portanto g'(x) = d%17x —
65 = %17)(— d%65 =17-0=17.

3\y/u, assim podemos

(¢c) H(uw) € uma razdo das fungbes f(u) = 5u+1 e g(u) =
f(x) f(x)g(x)—f(x)g’(x)

; / d T Pe)—f(x)g’(x)
descobrir H'(u) pela regra do quoczente onde o) = oL . portanto
3] 15 3 30u—15u—3
H’(u) — diSuH (3v/u)—(5u+1) du (3yv) )-(3y/a)—(5u+1)(3 u) _ ]5\/7771*77 _ % _
3f 911 911 91,L
15u—3 5u—1 5-1 1
24 . 2Ju . 2gu _ O~



(d) u(x) € a soma das fungées f(x) = x> e g(x) = 1, portanto ‘(11—‘; = f'(x) + ¢'(x) =
3x2 4+ 0 = 3x%.

(e) f(t) é a soma das fungbes g(t) = t'/? e h(t) = k, supondo que k é uma constante

qualquer, f'(t) = g'(t) + h/(t) = ﬁ{ +0= #, sendo f'(t) = \[ + &

(f) g(u) € a soma das funcées f(u) = u? e h(u) = m, supondo que m é uma constante
qualquer, g'(u) = f'(u) + h'(u) = —2u3, sendo g'(u) = f'(u) + h'(u) = —2u> + &

(g) Usando a regra da derwada da soma de fungées, a da multiplicagdo de uma funcao

por uma constante, e conhecendo que Lsenx = cosx e Llnx = 3—(, temos que

dx dx
f'(t) = 2cost + 5.

(h) Conforme as regras anteriores, podemos separar y(t) em duas fungbes mais sim-

T 1 : N dy 2
ples e fazendo  =t7', com a derwada de poténcias temos que ¢! =1+ 5

(i) f(x) € a soma das fungées g(x) = x> e wma F(x), portanto f'(x) = g’(x) + F'(x) =
3x% + F'(x).

(j) Conforme as regras anteriores, podemos separar h(u) em duas funcdes mais sim-
ples, e sabendo que %eu = e", temos que h'/(u) = 2F/(u) — 3e*.

(k) Como nas anteriores, podemos separar f(x) em funcdes mais simples de serem
. -5
derivadas, e conhecendo que d% cosx = —senx, temos que f'(x) = 3senx —30x7 .

(1) Para encontrar as derwadas segundas das func¢bes podemos utilizar os mesmos
truques e as mesmas regras que em todas as anteriores, o que mos permite a
chegar nas seguintes funcgoes:

(a) f'(t) € uma funcdo constante, portanto sabemos que a f'(t) = 0.
(b) g’(x) € uma funcao constante, portanto sabemos que a g'(t) = 0.

5-1 -
(¢c) H(u) = G4, para encontrar H"(x) podemos usar a regra da razdo, 0 que MoS

y " Gf 5_* 6l% 12 6f— 5—7 —= %-&-3%;]5
permite chegar a H'(x) = Ve ERVT - i — A
(d) u’(x) = 3x?, portanto u'(x) = 6x.
(e) Se f'(t) = 2\[, f'(t) = —1t =3/, mas se f'(t) = 2\/ Fak ) = 132 4 iilzc

(f) Se g’(u) =—2u™?, g'(u) =6u™, eseg'(u)=—2u?+2, g'(u) =6u+ duz-

(g) f'(t) =2cost+ ;—X, portanto, apds separar e derwar cada funcdo dentro dela,
f'(t) = —2sent — Ix 2.
) ¥ =1+ 3, portanto &Y dtz = —4t73,

i) f'(x)3x? + F/(x), portanto f'(x) = 6x + F'(x).

) h/(u) = 2F'(u) — 3e", portanto h'(u) = 2F'(u) — 3e*.
)

f'(x) = 3senx — 3Ox%5, portanto '(x) = 3cosx + 45x 7.



(m) Em (i) descobrimos que f'(x)3x* +F/(x), portanto, f'(2) = 3(2)>+F'(2) = 12+ F/(2),
pela questdo dizer que F/'(2) =5, concluimos que f'(2) =12+ F/(2) =17.

(n) Se g for fungdo diferencidvel em x entdo: caso u seja constante em relagdo a
z temos f'(x) = g'(x) + cos(x); ou caso u seja uma fungdo de = temos f'(x) =
g’(x) + cos(x) +u'(x).

Exercicio 20 (a) f(u) = % = 6u?, portanto, pela "regra do tombo", f'(u) = 6(—-2)u "' =
—12u3 = 12,
b) f(u) =2 tant ! d ente. /(1) — oW U6 _ 1 _ 12
(b) f(u) = 33, portanto, pela regra do quociente, f'(u) = —p— = —7% = —=.

(c) Ambos os métodos coincidem.

(d) f(x) = 3* = e"3*, portanto, pela regra da cadeia, f'(x) = 3*In(3). g(x) = X3,
portanto, pela "regra do tombo", g'(x) = 3x*. Dessas derivadas se conclui que, por
mais que envolvam expoentes e os valores de x e 3, elas ndo apenas usam regras
de derwacdo diferentes como tem derivadas distintas.

Exercicio 21 (a) O limite da velocidade média de fg ¢ lim Fx)g(x) — f(’;_ hglx—h)

: d : .
que € igual a d—fg(x). Manipulando esse limite temos que
X

o F0900) — flx — h)g(x — h)

h—0 h
_Hmf(X)g(X)—f(x—h)g(x—hH (f(x —h)g(x) — f(x —h)g(x))
T hoo0 h
_ i 9B — Fx — ) + f(x —h)(g(x) — g(x — h))
 ho0 h
:Hm(g(x)(f(x)—f(x—h))+f(x—h)(g(x)—g(x—h)))
h—0 h h
i SOO(G) — Fx =) f(x = R)(g(x) — glx — )
h=0 h h—0 h
= i) fm P i e €
—gbotim TOI IR 909 —0x =)
= 9x) 100 + 0+ g(x)
Portanto, para f(x) e g(x) derivdveis em x, temos que
d o f¥)gx) = flx —h)g(x—h) - d d
L. folx) = lim - = g0x) 1)+ F(x)—g(x),

o que € diferente de f'(x)g’(x) = Lf(x) + Lg(x).

dx dx



(b) Com regra do produto sendo d%fg(x) = g(x)dif x) + f(x)%g(x), podemos fazer
f'(x) = d%Fg(x) = F(x)g(x) + F(x)g’'(x), por F(x) = f/g temos f'(x) = F'(x)g(x) +
(

F(x)g'(x) = F'(x)g(x) + %g’(x), wsolando o F'(x) f'(x) = F/(x)g(x) + %g’(x)) —
£ N(x)— 1) g7 (x) (x)g(x)~f(x)g’ (x)
F(x) — Bg/(x) = Flr)glx) - ol — Py o i~ Py o
£/ —f /
()9 =109 g
(9(x))
d 1.4n_1. 4 yn
(¢) Temos como f(x) = %, usando a regra do quociente, temos que f'(x) = % =
°"‘“‘;‘2‘:(“‘” = _n’,f;:_]) = nx" 1 =| x|, 0 que demontra que a mesma re-

gra do ’tombamento’ funciona para expoentes negativos.

_ __Inx ‘ ! _
(d) Temos como f(x) = log,(x) = 1o, usando a regra do quociente, temos que f'(x) =
4dipxna-lnxLlna  lhmalax0  lma | ]
(Ina)? T (ma)* T Wma®  |x-.lnal

Exercicio 22 (a) Pela regra do produto temos, f'(x) = (2 cos(x)+ sen(x)(x* +logs(x)+
2x) + (2cos(x) + sen(x) L (x* 4 logs(x) + 2x) =

(—2sen(x) + cos(x)(x* + logs(x) + 2x) + (2 cos(x) + sen(x)(2x + +2)|.

xIn5

e*f—e ¥ senx

2 cosx’
d [ e*—e™™ ) . senx + eX—e ™\ d senx __ [ e*+e”* ) senx + eX—e X\ | ( COS X-COS X— Senx-— senx ) -
dx 2 cosx 2 dx cosx 2 cosx 2 cos? x

2 2 _ .
cosxtsen’x — _1_ — gec’x — f/(x) = <ex+e x) Senx+<ex e x)-seczx :’coshxtaner senhx sec?x |.

cos? x cos? x 2 cosx 2

(b) Temos f(x) = senhx - tanx = ( pela regra do produto temos f'(x) =

(c) Temos f(x) = senxInx(e*+1) = senx(Inx(e*+1)), usando a regra do produto temos
f'(x) = £ senx(Inx(e* + 1)) 4 senx-(Inx(e* + 1)) =

— dx dx

cosx(lnx(e*+ 1)) + senx (J—((eX +1)+1nx- e") .

dix (senx+1)(In x+2¥4+234+k)—(senx+1) % (ln x4+2%4234%)
(Inx+2x+23+k)2

(d) Usando a regra do quociente temos f'(x) =

cosx(Inx + 2% + 23 + k) — (senx + 1)(1 4+ In2 - 2¥)
(Imx + 2¥ + 23 + k)2 '

%(2 cosx)(x2+%x+1 )—(2 cosx) d%( (x2+%x+1)

(e) Usando a regra do quociente temos f'(x) =

(x2+3x+1)2
-2 senx(x2+%x+1 )—2cos x(2x+ % )
o (x2+1x41)2 -
2senx(x* + Ix + 1) + 2cosx(2x + 1)
(x4 3x +1)? '
. , 4 ((x347) cos x)(x2(senx+1))—((x3+7) cos x) -& (x2( senx+1))
(f) Usando a regra do quociente temos f'(x) = < EN

(x?(senx+1))?2



((3%%) cosx + (x> 4 7) - —senx)(x*(senx + 1)) — ((x* + 7) cos x) (2x(senx + 1) + x*(cos x))
(x?(senx + 1))?2 '

Exercicio 23 Para senhx temos & senhx = & (ex’;fx> = (exgef}C) = coshx, e para coshx
d _d (erer) _ (e _
temos 3. CoSX = - <%> = (%) = senhx.
Exercicio 24 (a) f'(x) = & cos®(x) = 6(cos(x))*- & cos = 6 cos’(x)-—sin(x) = —6cos® (x) sin(x).

(b) f'(v) = L(17v —5)'000 = 1000(17v — 5)*° - L(17v —5) = 1000(17v — 5)% - 17 =
17000(17v — 5)°%°.

() F'(z) = 0+ V2! =201+ v2) - (1 +v2) = (1 +V2) - &z = 1.

() #(t) = GO+ 7+ 17 = =1 (0 + D7+ 12 G0+ D7 1) = —((1+) 7+ 1)
(O 2)40) = ~(gig+1) 2 () () = —(5) g (=) =
—GE G () =G e = e

(e) f'(x) = Lsen(9x +4) =cos(Ix+4) - L(9x +4) == 9cos(Ix + 4).

(f) f'(x) = fcos (5) = —sen (3) 1 (5) = Fsen (3).
(g) f'(x) = Lsen((2x + 3)*) = cos((2x 4+ 3)") & (2x 4 3)* = 8(2x + 3)? cos((2x + 3)*).

(h) f'(x) =24 (sen (vx) + sen(x)) = cos (v/x) - L/x + %\/S:,T - Lsen(x) = Coz(\/\?) +

(x)

24/sin(x)
(1) d _3( x2+4x )2_ i( X2 4x ) _3( X2 4x )2‘ ((2x+1)(senx+x3)+(x2+x)(cosx+3x2))
wY = senx-+x3 dx \ senx+x3 ) — senx-+x3 (senx+x3)?2 :
. -1 _4
() fy=4 <3—m> =4 (senx+x+1+x%) 3 = —1(senx+x+1+x3)73-L (senx+
2 _4

x+1+x%) =—J(senx+x+]1 +x3)73 - (cosx+1+0+3x2) = —I(senx+x+1+x%) 3.
(cosx +3x? + 1).

(k) £y = cos(tan(e))- d% tan(e*) = cos(tan(e*))- sec?(e¥)- j—xex = cos(tan(e¥))- sec?(e*)-e*.

d
dax
(1) R/ (x) =f"(2x) - £2x + cos(g(x)) - 2-g(x) = '(2x) - 2 + cos(g(x)) - ¢’ (x).

dx

Exercicio 25 Para conhecer se € possivel diferenciar f(x) para x # 2 podemos verificar
que f(x) € continuo para esses valores, o que € verdade pelas fung¢des xsen(mx), para
x € (—00,2], e (x> 4+ 1)cos(mx), para x € (2,+00), serem continuas dentro dos seus
dominzios.

(2)—f

Agora para saber se f(x) € diferencidvel em x = 2 o lim,_,; TZ(X) tem que existir

f(2)—f(x) (2)—f(x) f(2)—f(x) « o
X (z - ——— € o limite para

x < 2, e portanto lim,_,— f(zij LI d%x sen(7tx) = sen(mx) + x cos(mx) - 7, fazendo x = 2,

lim,, &= = 2 J4 o lim,_, ., (2= -

e para ele existir lim, ,—; = lim,_,+; O lim,_,—

. . . . . f
€ o limite para x > 2, e assim lim,_,+; > =



L(x? + 1) cos(mx) = (2x) cos(mx) + (x* + 1) sen(nx)7, fazendo x = 2, limy ,+, w = 4.

xX—

Com 1850 podemos conferir que os limates laterais ndo tem valores iguais, e que portanto
f(x) ndo € diferencidvel em x = 2.

(a) sen(2x)

Exercicio 26 Tt senZ ()

e"3 (3X2 (x2+1 )flx)
(x2+1)?

(C) 1—sen(x)

x—+cos(x)

(b)

(d) (e3x+7)2(x(2x2+3)(3x+5)6+18x2(3x+5)5(x24+3))72e3"x2(e3"+7)(3x+5)6(X2+3)

(x2)2 ((e3447)%) 3 (x243)2

5
(e) mm
_ 12In(a)
(f) (a3x_a73x)2

4x
(9) e

edox—2 (565)‘72 _5e—5x+2 )

e]Ox—4+]
(i) \/zx*/i_]
E icio 27 -1
xercicio (a) W N
(b) 2xeX’

x e2* ( sen(x)(x2+1 2-i-xcos(x) x5 +1 z—e*" x54+1)—5e*x*
) n (sent)(x+1) (*+1) e (x*+1) )

2
(c) 2e™In (X sen (x) + 53 ST (xsen () (S 1) Fe)

e"3 (SXZ (x2+1 )72)()
(x24+1)?

(d)

Exercicio 28 a) Denotemos F(x) = (f(x) — sen(x))* + (g(x) — cos(x))?

observamos que

, x € R. Logo,

-
—
Ra?
|
=
x
—
e
_|_
=

= (x))* — 2f(x) sen(x) — 2g(x) cos(x) + sen’(x) + cos’(x)
= (f(x))* + (g(x))* — 2f(x) sen(x) — 2g(x) cos(x) + 1.

"1
=
N—r

I

2f(x)f'(x) + 2g(x)g’(x) — 2 (f'(x) sen(x) + f(x) cos(x)) — 2 (g'(x) cos(x) — g(x) sen(x))
= 2f(x)g(x) — 2f(x)g(x) — 2(sen(x)g(x) 4+ f(x) cos(x)) — 2(—f(x) cos(x) — g(x) sen(x))
— 0,

onde x € R. Mas lembre-se que decorre do Teorema do Valor Médio que se uma funcgdo
tem derwada nula em R, entdo ela é constante em R (deve ter visto isto nas aulas,



caso contrdrio nao € dificil provar). Portanto, F € constante, isto ¢, F(x) = C, x € R
com C sendo uma constante real. Mas como f(0) =0 e g(0) =1, logo

C=F0)=0+(1—1)?%=0.

Portanto, F(x) =0, x € R, isto €&, (f(x) — sen(x))*+ (g(x) — cos(x))* =0, para todo x € R.
b) Do item a), vamos ter que (f(x) — sen(x))? = — (g(x) — cos(x))?, para x € R. Mas isto
por propriedade dos nimeros reais sé pode acontecer se somente se (f(x) — sen(x))* =0
e (g(x)— cos(x))2 =0. Assim, f(x) = sen(x) e g(x) = cos(x), para todo x € R.

sec? (sec (X\/X2+\/;C+1)) sec (X\/'X2+\/;C+1) tan(X\ / x2+\/;C+1) (8x2+5\/;c)

Exercicio 29 (a)

4\/x2+\/§
—2x cotg(x2+4)
(b) o
(C) sec(\/xfl)tan(\/xfl)
2/ x—1

(d) 2sec® (x)tan (x) + 3sec® (x) tan® (x)

(3)(2 sec(x) tan(x)-‘r(— sec(x)+2sec3(x) )xs) (XZ—H ) cos(x)—(Zx cos(x)—sen(x) (XZ-H ) )X3 sec(x) tan(x)
((x241) cos(x))*

(e)
(f) —3csc?(x) cotg?(x)
(g) cosh? (x) + senh? (x)
(h) 2

eo%+1

(l) 2e sec(x2 ) x? sec(x2 )ztan(xz )76 SEC(xz)

: 1
(] ) arctan(—2x+1)(2x2—2x+1)

92+3x

(k) 3In(2) - 8 arcsen (4x) + e

logqo(x)—1 In(2x)
(U ]Ox + x1n(10)

1 2 1-In(x)
(m) =&+ XIn2)  XZIn(2)

6
(M) e

o VxE
(o) x2v/—8x2—6x—1

1
(p) T2V

Exercicio 30 Aplicando a regra da cadeia, concluimos

dx _ w sen(wt) &x _ w? cos(wt)
dt Coatr ’
assim,
d*x 2 2 2
—5 +wx =—wcos(wt) + w cos(wt) = 0.

dt



Exercicio 31 Como g'(x) existe, derivamos dos dois lado de f(g(x)) = x e aplicamos

1
a regra da cadeia, logo f(g(x))’ = f'(g(x))g’(x) = 1. Dessa forma, WQI(X) =1 o que
implica g(x) = g’(x).

Exercicio 32 (a) Como (x* — 1) = X® —3x* + 3x* + 1 as derivadas ndo nulas sdo
f(x) = (x> —1)3, f/(x) = 6x> —12x3 +6x, f"(x) = 30x* —36x% +6, " (x) = 120x> — 72x,
fW(x) = 360x* — 72, ¥ (x) = 720x, f®(x) = 720.

(6) () = T porsanto, £(1) = (—1)n
X) = — 5. Portanto, = nl.
(c) Derwando uma vez, f'(x) = 4x*> — 3x* — 12x + 7, novamente f"(x) = 12x* — 6x — 12.
Assim, f"(2) =48 — 24 = 24 € o coefictente angular da reta tangente ao grdfico de
f’ mo ponto (2,3). Logo, 3 =24-(2) +b o que implica b = —45. Portanto, a reta
tangente é y = 24x —45.

(d) Basta aplicar a regra da cadeia. D2y = f"(g(x))g’(x)* + f'(g(x))g"(x)
Exercicio 33 (a) Como f(x) > 0, entdo In(f(x)) = cos(x?) - In(e* + 7), logo f(x) =

ecos(xz)-ln(ez"+7)' Daz’, f’(x) — ecos(xz)-ln(ez"+7) [COS( ) ln(62x+7)] (62X+7)COS(X2) .
[cos(x?) - In(e** +7)]". Portanto,

) . . 2e** cos (x?) . cos(+2
f (X) = <—2X sin (Xz) In (ez + 7) + ezx—”) (ez + 7) ( ) .

(b) Novamente f(x) > 0. Assim, In(f(x)) = In(x%e¥?>) = 2In(x) + vV2x. Derivando

1 2 2
ambos os lados, obtemos Tx)fl(x) =3 % Logo,
2 \/Z VI
f(x) = f(x) - [ 2+ —= | = 2xeV2* + 23
=10 (24 ) S

(¢c) Raciocinio andlogo x*° (x> In(x) (x*In (x) (In (x) + 1) +x*7") +x 7).

y).

d d
Exercicio 34 (a) acosz(x +vy) =0, logo —2cos(x + y)sen(x +y)(1 + d_?c) = 0, logo
d_y =—1, assim como ox _ —1.
dx dy
— 1— + 1+ ) (x —
(b) De um lado, iy3 :3y2dy Por outro lado, d (x—y ( )0t y) = (14§
dx dx dx \x +y (x +y)?
2y—2
Logo, 3y? 32 Ei_'_—lj)z Isolando, % temos

dy _ 2y
dx  3y2(y+x)*+2x




Analogamente,
dx ) 2x

+(x+y)2°

(c) Primeiramente, d (y? — 9)* = 8y(y* — 9)3i—y. Por outro lado, di(élx2 +3x+1)72 =

X X X

2(4x* + 3x + 1)(8x + 3). Assim, 8y(y* — 9)3% = 2(4x> + 3x + 1)(8x + 3). Isolando
%, obtemos

dy (4x% +3x + 1)(8x + 3)

dx 4y(y? —9)°
Agora,

dx 8y(y> —9)°

dy 643 +72x2+10x— 3
(d) Derwando em relagdo x, temos

dy dy dy dy
24 2xy +xP=2 =2y - 2xy—> +3y*==2. I —
3x Xy + X ~ y Xy ~ 3y solando, temos
dy —3x? — 2xy + Zyz

dx x2 —4xy +3y?

Analogamente,
dx =+ 4xy — 3y
dy 32 +2x—2y? "’
. - d dy _
(e) Deriwando em relagcdo a x temos, cos(xy)a(xy) + i 2x = 0. Assim,

dy) , dy _ dy
cos(xy) (y + xa) + ™ 2x = 0. Isolando, ix temos

dy _ 2x —ycos(xy)
dx  xcos(xy)+1°

Analogamente,
dx _ xcos(xy) —1
dy ycos(xy) —2x’
. - dy —y dx —x
(f) Derwando em relagdo a x, temos y+x— = —. Analogamente, — = —.
dx X dy y
d
(g) Obtemos, arctg(x) + x2:1 —|—2yd—z =0, logo

dy —x—arctan (x) (x*+1)
dx 2y (x2+1)




1 1 dy 1 1 dy

h) Derwand laga t M X +2u  2Jx + 2u dx
(h) Derwando em relagdo ax temos, \/2X+y+2\/2x+ydx+2 x+2y+2 X + 2y dx

0. Logo,
dy 1 1 —2 —1 dy
—_— —= — . I l d -
dx<\/2x+y+\/x+2y> V2x+y  Vx+2y S0TAnA0 ax7
-2 N —1
dy _ v2x+y  Vx+2y
dx 1 T

+
V2x+y Vx4 2y

(i) Temos, cosh(xzy)dix(xzy) + senh(y? — cos(xy))dix(y2 — cos(xy)) = 0. Fazendo as
contas,

d d d
cosh(x?y)(2xy + xzd—z) + senh(y? — cos(xy))(Zyd—z +ysen(xy) + xsen(xy)d—z) =0

d
d_?c (x*cosh(x?y)+2ysenh(y?—cos(xy))+senh(y?—cos(xy)xsen(xy))) = —2xycosh(x*y)—

ysen(xy)senh(y? — cos(xy)). Portanto,

dy 2yxcosh (yx?) +ysen (yx) senh (y* — cos (yx))
dx  x2cosh (yx?) + 2ysenh (y2 — cos (yx)) + xsen (yx) sen (y2 — cos (yx))’
+v40 — 4x2
Exercicio 35 Isolando y da ezpressdo 4x* + 9y* =40, temos y = % Logo,
dy 8x 2x :
— = =4+————_ Queremos, pontos da elipse no qual a reta tangente
dx 6140 —4x? 3\/120 —x? “ P P 1 J
tenha coeficiente angular % Logo,
+ 2x _ 2 o que wmplica, + X _ ! Elevando ao quadrado e mult:
VAT A e e, T e A !

plicando em cruz temos,

9%? = 10 — x?, dessa forma 10x* = 10 entdo x = +£1. Os valores de y = £2. Como
queremos, retas tangentes e com mesmo coeficiente angular, elas sdo paralelas. Os
pontos em questdo devem ser simétricos em relagdo a origem do plano (centro da

2
elipse), logo (1,2) e (—1,—2). Basta, substituir na equagdo da reta y = —§x—l— b em
ambos os pontos, obtendo asstm

: 2 20
2+ o= by, ou seja, by = o uma reta € Yy, = 5 + CR Para a outra reta,
2 20 -2 20
—2 = 5 + by, entdo by = —9 Portanto, as retas tangentes sdo y = 7x + CR

Exercicio 36 Constderando as varidveis x = x(t) ey = t(t) como func¢ébes de t e utili-
zando a regra da cadeia para derivar a equacgdo x* +4y? =1 em relacdo a varidvel t,

teremos a( 2y 2) q q 4
x4+ 4y X y

et SO A A Dx— 4 4.2y 2 =

dt a @t Yog 0



Substituindo % = sen(4t) na equagdo a cima, teremos,
dy

dy dy —xsen(4t)
dt

2 4t) + 8 0 — =
xsen(4t) 4+ 8y - it Iy
Exercicio 37 Aplicando a regra da cadeia & funcao f(f7'(x)) =x, teremos

1

X)) (X)) =1 = (f*‘(x))’:m

Exercicio 38 a) Deriwvando implicitamente a sequinte identidade trigonométrica

sen(cos ' (x)) = V1 —x2,

teremos
cos(cos ™' (x)) - (cos™'(x)) = S — (cos'(x)) =— 1
- JT—x
O dominio da funcdo € o intervalo aberto (—1,1).
b) Considerando a fungdo cos(x), pelo exercicio 37, teremos
(cos Y (x) = ———
cos/(cos~1(x))’
Sendo cos/(x) = —sen(x) e utilizando a igualdade trigonometrica sen(cos™'(x)) =
V1 —x2, teremos
1
(cos™ ") (x) = —

V1 —x?
Exercicio 39 Deriwando x>f(x)? + cos(\/ff(x))) = x implicitamente teremos

fr(x) sin(4/f(x))

2/f(x)

23 (x)f (x) — + 3x*f(x)? = 1.

Isolando f'(x), teremos

f(x) = 24/f(x) — 6x2f(x)%
 43f(x)3 — sen( (X))

Exercicio 40 Temos que calcular

i 9 —9la)

y—q y—d(
Como f € bijetora, entdo existem unicos x,p tais que f(x) =y e f(p) = q, ou seja,
gly) = x e g(q) = p. Note ainda que f € continua, entdo quando y — q, vem x — P
(pois se x — p’, temos y = f(x) — f(p’), logo, f(p’) = q = f(p), portanto, p = p’).



Ainda, como estamos assumindoy # q para o cdlculo do limite, temos x # p. Portanto,
fazendo a mudanga x = g(y), obtemos

. gly)—glq) .. X—p ) 1 1 1
lim £ gy TP ) - .
v y—q e fx) —f(p)  xoe ) f(p)  F(g(q))

x—p

Portanto, g € diferencidvel e

1 1
o)) ~ T+es"

g'(x) =

Em particular, como f(0) =1, entdo g(1) =0, logo,

B 1 1
S T+ed 140

g’'(1) =1.

Diferenciando a exprecao encontrada para g’ temos que

g'(x)ed™

" _
9 (X) - (1 _’_eg(x))z)

entao
g’(1)e9 1-¢° 1

//] f— = — —_ .
o) =~ rem: = Trer 4

Exercicio 41 (a) Vamos mostrar que a fung¢do adimite uma tnversa provando que ela
€ byetora, isto € injetora e sobrejetora. Para a injetividade, note que a fungdo é
estritamente crecente. De fato,

d(x +x3)

=3x?+1
I X+

Como 3x* +1 > 0 para todo x € R, temos que a funcdo é estritamente crecente.

Para a sobrejetividade, vamos calcular os sequintes limites
lim (x 4+ x°) = —o0,
X——00
lim (x + x°) = 0.
X—00
Como f € continua, seque do Teorema do Valor Intermedidrio que f € sobrejetora.
Portanto, g admite funcdo tnversa g.

1

(b) Utilizando o resultado obtido no ezercicio 37, teremos g'(x) = T30

(c) Como f(0) =0 temos que g(0) =0 portanto

1

A



