|Lista de Exercicios de SMA0353-Calculo I — Médulo 5|

Exercicios iniciais: 1, 2, 7, 13, 15, 17 e 20.
Regras de L’Hopital

Exercicio 1 (a) Quais as indeterminagdes que vocé pode tentar manipular e depois
usar a regra de L’Hépital para resolver o limite?

(b) Em quais indeterminagdes se pode aplicar a regra de L’Hépital diretamente sem
nenhuma manipulacdo anterior na funcao.
. . cos(x
(c) A regra de L’Hépital pode ser usada para calcular lim () 2
x—0 sen(x)
(d) De um exemplo de resolugdo utilizando L’Hépital para cada uma das indeter-

minagdes do item (a)

Exercicio 2 Calcule os limites usando a regra de de L’Hépital sempre que possivel:

, x2 . In(sen(x)) ) 1 1
(a) ili% In(cos(x)) (b) X]-LI(I)]:*' In(x) (c) yﬂ' <x—1 B ln(x))
. X . sen(vxz—1> . 3 w1
(d) >1£>I11(X — 1) tan <7> (e) xlfﬁ mxt 3V =T) (f) ngjloox (arctan(x) —5 + ;)
. sin(7t3* . In(1 N 1
(9) tim " Wi e !
.. sen(x)
(J)}}Ell In(x)
Exercicio 3 Demonstre que
(a) () = e (b) glx) = 2R X
(¢) h(x) = x*log x| (d) ulx) = [x[*

podem ser prolongadas por continuidade em x = 0. As novas fung¢bes assim obtidas sao
diferencidveis em x =07

. . . . 0
Exercicio 4 Use a Regra de L’Hoépital para calcular limite da forma indeterminada —

0
(@) tim () tim L S020%)
€ tm 5 @ "
(0 fim 20 0 pm
o) iy

Exercicio 5 Use a Regra de L’Hépital para calcular limite da forma indeterminada e
00

2x% + 3x 5x3 — 2x . In(x+1)

lim — b) lim ——— 1
(a) bl X3 +x+1 (b) el 7x3+3 (c) S log, (x)

1



Exercicio 6 Use a Regra de L’Hoépital para calcular o limite de outras formas de inde-
terminacgdo.

(@) lim x(In(x))? (b) lim (1 + l)
x—0+ x—0+ X
(c) lim (In(x))* (d) Hm (1 + 2x) 786
. x? + 1 x . e
o um (55)
1 1 1 1
li — li -
o) 15 (mm ) ex—1) (h) JE%(1 ~cos(x) xz>

Primitivas e método da substituicao

Exercicio 7 Determine as primitivas das fung¢bes abaizo:

(a) J(Sx +1)dx (b) J(x +hax (9 "H—f“dx @ | e*ax
J X J 3x oo

(e) | cos3xdx, ) |sen(2)dx, (g) |7edx m | £ +2e dx

(i) | (4Vx2—/x)dx (j) Nx\/;cdx (1) J(3x —1)%dx  (m) J' sen’x cos xdx
J " 1

(n) J tg®x cos xdx (o) J e*v2+exdx (p) | 4X6+23 dx (q) J mdx

(r) J sen(2x)y/ 1+ cos?xdx (s) senx secxdx (%) J %dx (u) x sen(3x?)dx

(v) JX\/ 32 + 4x2dx (x) J sec’x tgZxdx (z) J32de (al) J secxdx

Exercicio 8 Utilize as férmulas trigonométricas abaizo para calcular as primitivas das
funcdbes dadas a sequir:

sen(a)sen(b) = %(cos(a —b) —cos(a+ b))

sen(a)cos(b) = %( sen(a —b) + sen(a + b))

cos(a)cos(b) = %(cos(a —b) +cos(a+ D))
(a) p sen(5x) cos(x)dx (b) J sen(4x) cos(2x)dx
(c) ”cos(Sx) cos(6x)dx (d) J sen(mx)sen(nx)dx, myn € N
(e) cos(mx)sen(nx)dx, m,n € N.

Exercicio 9 Utilize o algoritmo da divisdo entre polinémios para reescrever f e facilitar
o cdlculo das sequintes primitivas:

X X+ 2 2x—5 x? x3 x3
(a)Jde" (b)Jx—sd" (C)J3x+1d" () Jx+1d" (e) J(x2+1 oy




1 . : .
Exercicio 10 Sabendo que dex = arctg(x), determine as seguintes primitivas:
X

1 3x+2 1 1
@ getnazo 0 [ @ [ @ [ gy
2
X
(e) J1+x6dx

Exercicio 11 Determine as segquintes primitivas:

(a) J " dx (b Jx(%x)zdx (c) JX4I16dx (d) Je"(ez"-i—])_]dx

xInx

(e) Jx] cos(lnx)dx

1
Exercicio 12 Sabendo que J—dx = arcsen(x), determine as sequintes primitivas:
we | =a (x) 9 p

1 dx
(b) J——QZ—x2dX’a>O (c) J g e i

Exercicio 13 Resolva [ tan(x)dx fazendo:
(a) u = sen(x)

(b) uw = cos(x)

(c¢) Qual é mais fdcil? Ambas resolvem?

Exercicio 14 Resolva:

(a) Jde (b) J\/3+x(x+1)2dx (c) Jcoss(x)dx

sen!/3(3x)
1 £+ 2t
d d —dt
) Je“re"‘ x J\/t6+6t2

Polinémios de Taylor

Exercicio 15 Em cada um dos itens abaizo, encontre o polinémio de Taylor de grau n
da fung¢do f em torno de x,.

{a) f(X) — \k/;,kEN, n=2 GXOZ] (b) f(X) :111(1 +X), n=3 exo=0
(c) f(x) =cosx, n€N ex,=0 (d) fx) =x* n=1exo =1
1
(e) flx) =e, n=2exo=0 (f)f(x):]_i_—xz,n:Zexo:O
Exercicio 16 Sejazy = f(x) uma funcdo de classe C? tal que o ponto (x,f(x)) é solugdo
1
da equagdo x> + % =1, Vx € Dom(f). Sabendo-se que f <_§) = —é, determaine o
1
polinémio de Taylor de f de grau dois em torno de xo = 5



Exercicio 17 Encontre o polinémio de Taylor de ordem cinco em torno da origem da
fungdo f(x) = sen(x). Use este polinémio para aprozximar sen(x) para x € [—m/32,7/32]
e mostre que o erro cometido nesta aproximacdo é menor que 107'°.

Dica: Use que [sen(c)| < c e que /32 < 107"

Exercicio 18 Encontre o polinémio de Taylor de ordem cinco em torno da origem da
funcdo f(x) = cos(x). Use este polinémio para aproxzimar cos(x) para x € [—m/32,7/32]
e mostre que o erro cometido nesta aproximagdo é menor que %10_6.

Dica: Use que m/32 < 107",

Exercicio 19 Seja n € N. Justifigue a validade e estime o erro cometido na apro-
Timagao
o1 1 1 1
e~ |+ +Z+§+...+a
Exercicio 20 Utilizando o polinémio de Taylor de ordem 3, calcule um wvalor aproxi-
mado de

(a)In(1.3) (b)V/8.2 (¢)sen(0.1) (d) cos(0.1)
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Exercicio 1 (a) A regra de L’Hépital pode ser aplicada em indeterminagbes do tipo

% ou 2. Podemos manipular as sequintes indeterminagées para aplicar a regra de

L’Hépital
0 oo o
6’;’0'00)00_00’00’000’1
(b) Podemos aplicar a regra de L’Hépital diretamente sem nenhuma manipulac¢do nas
indeterminacies
00
e JR—
00

— Ol O

(c) Como lim,_,ycos(x) =1 e lim,_sin(x) =0 nao podemos manipular a funcao para
obter uma indeterminag¢do do tipo % ou 2, portanto, ndo podemos aplicar a regra
de L’Hépital

(d) $: lim,_o*="* Note que
limx —senx =0 e limx®> =0
x—0 x—0
Aplicando L’Hopital, temos
. _ T (x—senx)’
lim, o * i?nx = lim, o)
= lim,_, 1’31"2” (=0/0, aplicamos novamente L’Hopzital)
=lim, 0 *2* =1/6  (usando lim, ,, *3* = 1)
2 limy 400 <. Temos
lim e =400 e lim x = +oo
X—r+00 X—r+00

Entdo, pela Regra de L’Hospital, vale

lim — = lim = lim
x—+oo X X—-+00 X/ X—-+00

X x\/ X
e e e
&) - =+oo

0-00: No caso 0-o00 também podemos aplicar regras de L’Hopital, apos uma mani-
pulagcdo conveniente das fungdes no limaite.
Suponhamos que lim, ,,f(x) - g(x) € indeterminado na forma 0 - co, isto €,
lim, ,, f(x) = 0 e lim, ,, g(x) = co. Neste caso, primeiramente fazemos

: L fx)
lﬁ{llf(x) g(x) = ){E}I}lm =0/0
e entdo, aplicando L’Hopital, calculamos
- fx)
lim

x=a (1/g(x))’

1



0o — 00! lim, o+ (J—( —

ou entao

lim f(x) - g(x) = lim ]%’(‘i) — 00/ + 00
e entdo, por L’Hopital, calculamos
. g(x)
lim ———
x—=a (1/f(x))
Exemplo: Calcular lim,_,o+ x-Inx. Temos lim,_ o+ x-Inx = 0-(—00). Recorde-se
que lim,_,o+ Inx = —oc0. Neste caso, fazemos
1
lim x-Inx = lim =~ (= —oo/ + 00)
x—0+ x—0+ X
o (nx) /x . B
=iy T e s =0

1

sen(x)

). Observe que temos uma indeterminac¢ao da forma co—oo.

1 1 _ sen(x) —x

x sen(x))  xsen(x) ’
obtemos uma indeterminagdo da forma % e podemos aplicar a Regra de L’Hospital
para obtermos

. 1 1 . sen(x) —X p'EH .. cos(x) — 1
li =lim ————— "= lim

-— = lim .
x  sen(x) x—0+  xsen(x) x—0+ sen(x) + x cos(x)

Escrevendo

Agora, estamos novamente com uma indeterminac¢ao da forma (9) Aplicando,
de novo, a Regra de L’Hospital, temos

cos(x) — 1 ) —sen(x)

im = lim —
x—0+ sen(x) +xcos(x)  x—0+ cos(x) + cos(x) — x sen(x)

Suponhamos que o limite lim,_,, f(x)9™ tem uma das formas indeterminadas 0°, co®

ou 1°°. Aqui deveremos ter f(x) > 0 no dominio da fung¢do f9. Em qualquer um
desses casos, fazemos

f(x)g(x) _ elnf(ng(X) — e9(x)Inf(x)
e entdo
lim f(x)9%) = et
Xx—a
sendo

L = lim[g(x) - In f(x)]

Xx—a
Para as formas indeterminadas 0°,c0° e 1°, o limite L = lim,_,4[g(x) - In f(x)] terd
sempre a forma indeterminada 0 - oco( ou oo - 0), e recaimos entdo em um caso
anteriormente estudado.



0%: lim, o, X*. Aqui temos uma indeterminacdo 0°. Seguindo procedimento des-
crito acima, fazemos
X
& = elnx — exlnx

L sendo L =1lim, ,o+ xInx. Como calculado no exemplo

e entdo lim, o+ x* = e
antertor, L =0 e portanto lim, o+ x* =e® =1
. 1 P . . ~

00: limy_, o0 Xx. Observe que é uma indeterminacdo da forma oo®. Escrevemos

1
1 _ Inxx Inx

Xx =€ =e x.

Como a func¢ao exponencial é continua, temos

. 1 . Inx ) Inx
lim xx = lim e~ =exp| lim — |.
X—+00 X—+00 Xx—+o0o X

Observe que, agora, temos uma indeterminagdo da forma 2. Pela Regra de
L’Hospital, obtemos
1 In(x))’ :
tim 20 g IO x

x—+too X Xx—+00 X X—+00

Logo,
lim xx =e® =1
X—+00
1°°: lim, (1 + sen(2x))"*. Aqui temos uma indeterminagdo 1°. Fazemos (1 +
sen(Zx))‘/X — eln(H—sen(Zx))Ux _ e%~1n(1+sen(2x)). Entdo limx—>0(1 + Sen(zx))Vx — €L,

sendo : 1l 5
L—lim - In(1 + sen(2x)) = lim R0 862X o)
x—0 X x—0 X
Aplicando L’Hopsital,
In(1 2 In(1 2x)))
lim n(1 + sen(2x)) = lim In(1 + sen(2x))| =lim—————-2cos(2x) =2
X0 X X—0 (x)’ x—0 1 + sen(2x)

Portanto lim,_,o(1 + sen(2x))"/* = e?.

Exercicio 2 (a) Dada a indeterminagdo 0/0, usamos a Regra de L’Hdpital e temos
2 _ . 2xcos(x)

lim— = =-2
- In(cos(x)) - sen(x)) ’
onde a ultima 1gualdade sar do limite trigonométrico fundamental.
(b) Dada a indetermina¢do —oo/ — 0o, usamos a Regra de L’Hépital e temos

. In(sen(x)) . xcos(x)
lim ———= = lim =
x—0+  In(x) x—0t sen(x)

pelo mesmo argumento que no item (a).
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Dada a indetermina¢ao 0/0, usamos a Regra de L’Hépital e temos
. 1 1 . /In(x)—(x—1)
lim(—— — — ) =1 =
- <x—1 ln(x)) Eﬂl( (x— 1) In(x) )

. 11 . 1—
= lm (m) = lm <x1n(x) 1)

Observando que tem-se a indeterminac¢ao 0/0 de novo, usamos a Regra de L’Hépital

e temos
1 1 —1 1

>1<1E>r1l <x—1 B 1n(x)> :}}E]l <m> T2

—1
Observe que lim(x — 1) tan (E) = lim u
x—1 2 x—1 cot (%)

Assim, usamos a Regra de L’Hépital e temos

: X ox—1 . 2 1 2
i1 () =ty 2y =i (2) oy =%

, onde temos a indeterminacao 0/0.

Dada a indeterminag¢ao 0/0, usamos a Regra de L’Hépital e temos

sen (\/ﬁ) . cos <m> (ﬁ) B

lim = =
3
=1 In(x + 3vx2 —1) x=1* I+ 7=
x+3vx2—1

X COS (\/x2—1> (x+3vVx*=1)
= lim = _.

X1+ Ix+ Vxr—1 3

(arctan(x) — 5+

)

x|=

e notamos

1
Observemos que lim x3<arctan(x)—z+—> = lim ]

X—+00 2 X X—+00 =

a indeterminacdo 0/0. Assim, usamos a Regra de L’Hépz'ta? e temos

1 1
. 1 . (xz o x_z)
lim x3<arctan(x) _T + —) ~ lim X
X—+00 2 X

X—+400 —=F
X

= lim < = lim ] ]
T xtoo 3(X2)(X2+]) _x~>+003(] —|-X]_2) o 3°

Dada a indetermina¢ao 0/0, usamos a Regra de L’Hépital e temos

in(wS s1n(x—7t3) = 11n(1)7t1n(3)3" cos(m3*) = —mln3.

Dada a indetermina¢ao 0/0, usamos a Regra de L’Hépital e temos

lim In(1+ sen(x)) lim cos(x) B l
x—0  sen(2x)  x—0 (14 sen(x))2cos(2x) 2°

4



N - : p
(X)) Como a fung¢do erponencial é

(i) Observemos que lim(e* + x)% = lime™
x—0 x—0

T 1 . ~
continua, basta calcular o limite 1111% (—) In(e* + x) e logo aplicar a fun¢do ex-
X— X

. . : : . 1 .oer+1
ponencial ao limite obtido. Assim, lim (—) In(e* +x) = 11m—+ = 2. Logo,
x—0 \ X x—0 (ex_|_x)
lim(e* —I—X)% = ¢’
x—0
. . . . . sen(x) .
(j) Observemos que ndo podemos aplicar a Regra de L’Hépital em 1111;. nx) po1LS
X—
ndo temos nenhuma das indeterminagcdes conhecidas. O limite ndo existe pois
sen(x) . sen(x)
im =—o0 e lim = +o00.
x—1- In(x) x—1+ In(x)

Exercicio 3 (a) Vamos calcular os limites laterais de quando x — 0. Entdo, fazendo a

. 1
mudanca de varidvel — =u temos que se x — 0~ temos u — —oo, logo
X

1
1

lime ¥ = lim e* = lim — =0.
x—0— u——00 u——oo eW
Analogamente, provamos que 111})1+ = 0. Defina, f(x) = e ¥ se x # 0 e f(0) = 0.
x—

Portanto, estendemos f por continuidade.
Agora, utilizando a defini¢do de derivada e calculando o limaite,

1 1
. e x2—0 . e xZ
lim— =1lim
x—0 x—20 x—0 X
_ 12
1 . . e ) u
Fazendo, u = — temos que se x — 0 entdo u — +oo. Logo, lim = lim —. Note
X ustoo | u—too eW
u

que, temos indeterminacao do tipo ﬁ, aplicando L’ Héspital, seque que
00

. u . 1
llm — = lim —— =0
u—+too W u—+too 2uev

Portanto, f é diferencidvel.

. : 0 T t +—x?
(b) Note que temos uma indeterminacdo do tipo 0 no limate, III% are cm)((x X ),
X—

por L’Héspital, seque que

lim arctan(x' —x*) im 4> —2x 0
x—0 X xS0 T4 (A —x2)2 T

Basta definir, g(0) = 0 e assim g € continua. Para a diferenciabilidade, aplicamos
L’Héspital duas vezes no limite
arctan(x* —x?) 4x3 — 2x e 2x2 —1 —1

1i —1 - _
" X2 T2+ (=) w0 (T4 —x2)) 1

5



Portanto, g € diferencidvel.

. . L
(¢) Vamos calcular os limites laterais, obtemos que se x — 07, 111(1)1+ og](!x!) que é

X2
uma ndeterminacdo do tzpo —. Por L’Héspital, seque que
0o

. log(ixl) _ . —x
1 = > = 0.
xi)r(g%F 1 x—0" ZXITL(] O) 0
X2

Defina, h(0) = 0. Por definicdo de diferenciabilidade, fazendo por limites laterais

2
o loglhd) . log()
x—0F X x—0+ M
X
Por L’Héspital,
1
. log(lxl) .. xIn(10) . x
g =5 = m = o) O
X x?

Para o outro limate lateral, também teremos zero pois obtemos Xli)rgl 21n(10) X11}1(1)1+ %”0),

como o limite existe, entao h € diferencidvel.

L . .
(d) Para x — 0" seque que x* = e logo 111(1)1 xIn(x) = 11r£1 @, indeterminacao
x—0+
- X
do tipo —, logo
oo
1
In(x) ) X )
xLO‘*’ 1_ N XLO‘*' j - XIL%(—X) =0
X x?
Analogamente, para x — 0~ seque, (—x)*, sequindo 0s mesmos passos 11:%17( x) =0. Em
ambos os casos, temos
lim=¢e’ =1.
x—0
Basta definir, u(0) = 1 e assim f € continua. Para a diferenciabilidade, por de-
X xln(x) 1 xln(x) 1
finigdo lim = lim e—, uma indeterminacao do tipo —, logo lime— =
x—0 X x—0 X 0 x—0 X
1111(13 e (In(x) 4+ 1) = —o0, portanto f ndo é diferencidvel em 0.
. x4+ 1 3x? 3
Bxercicio 4 (o) i s 3 =W ize 111
.1 —cos(x) . sen(x) 1. sen(x) 1
lim——— =1 = -lim— =~
(b) - x2 N 2x 2% X 2



.ox—2 .1 1
) 2= M5 "1

2 2
(d) lim sen(t”) i — 2tcos(t?) 0
t—0 t t—0 1
20 —m 2
lim ———— = i =2
(e) el—% cos(2mt— 0) el—{% —1(—sen(2mt—0))
sen(0) __ 1 sen(6)
(f) lim o~y S cosO)n3 o
8—0 0 8—0 1
(g) lim x2* im 2+ (2In(2))x lim 2X(T+xIn2) 1
VI —1 3% 22 v 22 In2
.. .2+ 3x  4x+3 4
Exercicio 5 (a) )}1—)126 m x]imo 37(2—1 = X1~>nolo & =0
(b) tim 202 gy 1922 3% 305
w00 /X343 xoco 21x2 xSeed2x 42 7
1 1 1 2 2
(© B XD gy VT X2 2
X—00 lngX xooox +1 1 x—o0 X 4+ 1 x—00 |
xIn2
2 2y
Exercicio 6 (a) lim x(In(x))? = lim ““2"” — lim “‘“2"”
x—0F x—0+ ™ x—0+ ( ;) /
) ) . In(x) )
lim —2xIn(x) = —2- lim xIn(x) = =2 lim —— = —2- lim :
x—0F x—0F x—=0t x—0t < )/
—2- lim —x = 0.

x—0+

. 1\" 1 In(l1+4) ¢
(b) Xlirgi (1 + ;) Xli%l e = exp[hr(l)rl xln(]—i— )] = exp[xlilr(l)q+ T
li = =1.
PR oy ol
(¢) lim(In(x))* = lim exp[]ln((ln(x)))] — exp[lim “‘“2( )
_1 1
. xln(x) _ . _ 0 _
exp[xli)rilo - ] =exp [><11—>I£10 Tn (x)] e 1.

(d) JLIEOU + 2x) 206 —xhjg exp[zm(x)lnﬂ + 2x)] = exp[lim
1 expllim In(1 +2x)] 1 exp| lim (In(1 +2x))’] ] exp| lim
P mx) 2P T )y T 2P
X . 1 1
expllilm 5 = epllim gl = et = Ve

q

1
o 21n(x)




4T 1 241 . In(2y . (In(5))
(&) lim (S )r = Hm explin(So ) = expllim == "1 = expllim —— =] =
>§2+4x71 Xz + dx 1 x2 4 4x 1 1
: (x%+1)(x+2) . _ : X241 X2+~ X2+
A B e TR T
e =1.
1
m X7 = lim ersnN — ] _ iy () ]
(0) Jim s = lim ers ™% = expllim = In(o)] = expllim (7737] = expllim 7] =
1]
e =—.
e
(q) lim 1 1 _lime"—1—ln(x+1)_irn(e"—]—ln(x—H))’_
9 Ha In(1+x) e—1 x50 In(1+x)(ex—1) x50 (In(1+x)(ex—1))"
X X 1
lim € _x]ﬁ LH. im e+ (x+1)2 _
=0 El pern(x +1) 0 2 4 en(1 4 x) + &5
) 1 1 ) 1 1 — cos(x) ) 1 ) 1 — cos(x)
h) lim-—— =1 - —lim—— liml——
(h) S —cos(x) x? o1 — cos(x) x2 ) T — cos(x) " x?
) 1 ) . 1—cos(x), .. 1 . (1T —cos(x))’
yi%] — cos(x) . QIE,%1 B }E}% x? ) = ili%l—cos(x) 0= ili% (x2)’ )
im—— (1 tm ™y 1 B T
x—0 1 — cos(x) x50 2x © x—0 1 —cos(x) =0 (2x)" 7 x50 1 —cos(x)
. cos(x), .. 1 T, 1T
I B e S AP AR Rl

. 3x?
Exercicio 7 (a) -5 tx+tc

XZ
(b) 5 +lxl+c.

X 5 1
(C g—glnbd—s_x"‘c

1
(d) Denote por u = 2x temos, du = 2dx e assim, dx = dTu Logo, Jez"dx =5 J edu =

—u—l-c—e—zx—}—c
2 -2
: 3
(e) Se u = 3x temos’ dx = % e assim, gJCOS(u)du: S€T‘I.3( X) +e.
1 2
(f) uw=2x, logo dTu = dx. Entdo, sten(u)du: _Cosz( x) te.
d . 7 7 —3x
(9) Se u=—3x temos, dx:—7u e assim, _§Jeudu: 63 L.



eX — e X

1 1
(h) 3 J e*dx + 7 J e “dx = ze + c. Na segunda integral, basta chamar u = —x.

2 | 207X VX3

41x5d 2

(z) J sz dx = 5 3
2v/x5

(7) ngdx: \gx_—kc.
(1) Denote por u = 3x — 1, entdo, dx = d?u Logo, J(3x — 1)208gx = %Juzmdu =

u¢2()04 (3X _ 1)2004

2004 7€ 2004 ¢

8
(m) Se sen(x) =u, temos du = cos(x)dx. Logo, Jsen7(x)cos(x)dx = ijdu = % +c=

sengs(x) e
3 2
(n) J x)cos(x)dx = J %cos(x)dx = J%sen(x)cos(x)dx =
= J %sen(x)cos(x)dx. Agora, denote por u = cos(x).
Logo, sen(x)dx = —du. Entao,

_ 2 —u?
_J“ u)udu:—Ju udu:—Jldu+Jdu:l+u+c: 1 +cos(x)+c
NE NE u2 u cos(x)

= sec(x) + cos(x) +c.

VAT
(o) Se u = 2+ e* entdo, du = e*dx. Logo, Je"\3/2+e"dx = Ju;du _3 4u +c =
3v/2 + e
———+tc
4
B _du . 31, 3lnfdx+3|
(p) Se u=4x+3 temos dx—T, entdo EJL—Ldu—#+C
(¢) Seu=1—x, temos dx = —du. Logo —Jldu—L—l—c—;%—c
g - - ot Rogo, 35 30—xp ' &

(r) Lembre que sen(2x) = 2sen(x)cos(x). Dessa forma, obtemos JZsen x)cos(x)+/ 1+ cos?(x)dx.

Fazendo a mudanca de varidvel, w = 14+cos?(x), obtemos que —du = 2cos(x)sen(x)dx.

3 2,/(1 2(x))3
Entdo,—Jﬁdu: z*éu_JrC:_ VI +§os 3D

(s) Lembre que sex(x) = , logo Jsec(x)sen(x)dx = th(x)dx = —In|cos(x)| + c.

cos(x)

9



1
(t) Fazendo a mudanca de vardvel, u = 3+2tg(x) temos dTu = sec’(x)dx. Logo, 5 J du
L In3+t
n | mBrig)l

2 B 2
d 1 3 2
(u) Se u=3x* temos ?u = xdx. Logo, ngen(u)du = _Cos6(u) +c= _003(6 x7) te.
1 32+ 4x2
(v) Seu= 32 4+ 4x? temos d_u = xdx. Logo, —JuZdu_ \/_—i-c:—( +4x) +c.
8 8 12 12
(z) Denote por u = tg(x) entdo du = sec’(x)dx. Logo, Jsec dx = Juzdu =
W tg’(x)
?-l- 3 + cC.

4 1 u 32X
(z) Se uw=2x temos 7u = dx. Logo, J32de ) Jsud 2In(3) te= 2In(3) e

(A1) Primeiramente vamos multiplicar e dividir dentro da tntegral por sec(x) + tg(x).
sec(x) +tg(x) . [ sec’(x)+ sec(x)tg(x)

sec(x) +tg(x) J sec(x) + tg(x)

denote por u = sec(x)+tg(x) e assim, du = (sec?(x) +sec(x)tg(x))dx. Substituindo

na wntegral, temos

. Agora,

Obtemos, Jsec(x)

J % = Inju| + ¢ = In|sec(x) + tg(x)| + c.

Exercicio 8

(a) E possivel notar que sen(5x) cos(x) = %( sen(4x)+sen(6x)). Assim, J sen(5x) cos(x)dx =

1 1
Jz(sen(4x) + sen(6x))dx = ] (J sen(4x)dx —|—J sen(6x)dx). Utilizando a manipulagdo

algébrica
1 1
J sen(ax)dx = EJ sen(ax)d(ax) = EJ sen(y)dy = ——2 + C,

ondey = ax e a # 0. Desse modo

% (J sen(4x)dx +J sen(6x)dx> = % (_COS(4X) + _COS(6X)) = —COSE(;‘X) — COS1(26X) + C.

4 6

(b) E possivel notar que sen(4x)cos(2x) = %(SGD(ZX) + sen(6x)). Utiizando a mesma
manipulagdo algébrica do item anterior, temos

10



(J sen(2x)dx + J sen(6x)dx)

—cos(2x)  —cos(6x)
( 2 6 )
_cos(2x)  cos(6x)
T4 12

J sen(4x)cos(2x)dx =

N = N —=

+ C.

(c) E possivel notar que cos(5x)cos(6x) = 1(cos(—x) + cos(11x)) = I(cos(x) + cos(11x)),
pois a fung¢do cosseno é uma fung¢do par. Utilizando a mesma manipulagcdo algébrica
do item a, temos

Jcos(Sx) cos(6x)dx = % (J cos(x)dx + Jcos(] 1x)dx) =

1 sen(11x)\  sen(x)  sen(11x)
(sen(x) + T) = + 2 + C.

4 . 1 g
(d) E possivel notar que sen(mx)sen(nx) = 5(cos((m —n)x) +cos((m +n)x)). Utilizando
a mesma manipulacdo algébrica do item a, temos

J sen(mx) sen(nx)dx = ! (J cos((m —mn)x)dx + Jcos((m + n)x)dx)

2

1 (sen((m—n)x) sen((m+n)x)>
== -

2 m—n m-+n
_sen((m—mn)x) sen((m+mn)x) c
-~ 2(m—n) 2(m+n) &

(e) E possivel notar que cos(mx)sen(nx) = sen(nx)cos(mx) = %( sen((n—m)x) + sen((n+
m)x)). Utilizando a mesma manipulagdo algébrica do item a, temos

Jcos(mx) sen(nx)dx = 1 <J sen((n —m)x)dx + ,[ sen((n + m)x)dx) =

2
1 (—cos((n—m)x) —cos((n—l—m)x)) cos((n—m)x) cos((n+m)x)
=3 + =— — + C.
2 n—m n+m 2(n—m) 2(n+m)

Exercicio 9

(a)J X dx:J 1— 1 dx =x—Injx+ 1|+ C.
x+1 x+ 1

11



2
X+ dx:J(1+ 53>dx:x+51nlx—3|+C.

3

|
(c) JZX_de:J(z—L)) dx:z—x—gln!3(3x+1)|+C.
|

2 1 2
X dx:J(x—1+ )dx:%—x+ln|x+1|—|—C.

x3 x3 X ) 1 X
(€) J<xz+1 —X_1)d"—J("—xz+1 x ”““ﬁ) x =] e

1 1 3
szdx—J1dx—J ]dx=—§lnlxz+1|—%—x—lnlx—1|+C.

Exercicio 10

(a) Aplicando a integrag¢do por substituicGo e tomando x = au e dx = adu, temos

1 1 1 X
dex = Jmﬂdu = EJ 1 +u2du = aarctg(u) = garctg (;) + C.

3x +2 3x 2 X 1
_ - 2 .
(b)JxZHdX Jx2+1dX+Jx2+1dx E’JxlﬂdX+ Jx2+1dX

Para resolver a primeira integral, deve-se aplicar integra¢do por substitui¢cdo, assim,
tomando u=x*+1 e dx = %du, temos

] 11 1 ]
J X4 Jf_du:_J_du:_1n|u|:—1n|x2+1|
u 2

210 Jux T2 2
Portanto,
3x+2 3. .,
dex = zlnlx + 1]+ 2 arctg(x) + C.

(c) Aplicando integragdo por substitui¢cdo e tomando uw=x+ 1 e du = dx, temos

1 1
N S _ _ e
J(x+1)2+1d" Ju2+1d“ arctg(u) = arctg(x +1) +C

1 1
(d) dex = dex. Tomando u=x-+2 e dx = du, temos

1 1
J md" - J w2+ 1 du = arctg(u) = arctg(x +2) + C.

12



(e) Tomando u=x> e dx = ;?du, temos

X2 X2 1 1 1 1 1 ,
J1 +x6dx: JH——uzﬁdu: §J 1 +u2du: garctg(u) = garctg(x ) +C.

e 1 .
Exercicio 11 (a) Usando a substitui¢do u = In(x), teremos: du = —dx. Assim, tere-
X
mos:

1 1
F(x):J dx:J—duzlnlulJrc:1n|1nx|+c
x1lnx u

(b) Usando a substituicao u = In(x), teremos: du = %dx. Assim, teremos

1 1 1 1
Jx(lnx)zdX —Jl?du T U tC= T 1n(x)) +C

(c) Usando a substituicdo u = x*, teremos: du = 2xdx. Assim, teremos

X 1 1 1
— " _dx=|-————du== | ———du,
Jx4+16 h JZ(L@H@ " 2J16(%+1) h

utilizando a substituicao v =u/4, e 4dv = du, teremos:

1J 1 du—1arct(v)+C—]aYCt(X2)+C
16(% +1) g 3993

(d) Usando a substituicGo u = e*, com du = e*dx. Portanto, teremos

Je"(ez" + 1) Tdx :J ]

uz—+1du = arctg(u) + C = arctg(e*) + C

(e) Usando a substitui¢cdo u = In(x), com du = dx/x, teremos

Jx_1 cos(Inx)dx = Jcos(u) du =sen(u) + C =sen(ln(x)) + C

Exercicio 12 (a) Utilizando a substituicdo u= %, com du = ‘%‘, temos

1
J—dx = arcsen(z) +C

1= X a
a .

(b) Utilizando a substituicdo uw =x+1, com du = dx, teremos arcsen(u) = arcsen(x+

1.

13



Exercicio 13 (a) Se u = sen(x), entdo du = cos(x)dx, ou dx = du/cos(x), portando,

na wntegral, teremos

1 1 1
Juducosz(x) N Ju1 — sen?(x) dx = Ju1 —u? du,

fazendo v =1—1u? e dv = —2udu, teremos
1 1
Judum = —1/2J \—)dv =—1/2In(v) = —=1/2In(1—u?) = —1/2In(cos*(x)) = —In(cos(x)).
(b) Se u = cos(x), entdo du = —sen(x)dx, portanto tg(x)dx = —%Ldu. Integrando,
teremos —In(u) = —In(cos(x)).

(c) A segunda forma. Porém, ambas nos levam ao resultado.

Exercicio 14 (a) Fazendo as substituigées u = 3x, com du = 3dx, e, em seguida
v =sen(u) com dv = cos(u)du. Teremos

cos(3x) 1
dex = 1/3J% = 1/2v*3 =1/2sen?*(u) = 1/2sen*3(3x) + C

(b) Fazendo v =x+3, com dv = dx, teremos,/3 + x(x + 1)* = V(v —2)?, entdo

5 2 8 8 2 8 8
JV2_4V3+4\/§: —\)7/2——V5/2+—\)3/2—|-C — —(X+3)7/2——(X+3)5/2+—(X+3)3/2+C.

7 5 3 7 5 3
(c) Fazendo cos’(x) = (1 —sen?(x))cos(x), e com u = sen(x) e du = cos(x)dx, teremos

J(1 —u)du=u— %u3 = sen(x) — %sen3(x) +C

(d) Fazendo e*+e > =e (e +1) g, com u=¢e* e du=e*dx. Teremos

Ju21+ 1 du = arctg(u) = arctg(e*) + C

(e) Fazendo u = t°®+ 6t2, com du = (6t> + 12t)dt, assim, teremos,

1
1/6Jﬁdu:1/3\/1_1+C:1/3\/t6+6t2+(3

14



Exercicio 15 Lembremos que o polinémio de Taylor de f de grau n em torno de xo €
dado por

(o) £ (%o) ) (xo)

pr(x) = flxo) +F(x0) (x —x0) + 7= (x =x0)" + —5 = (x =%0) -+ + —— = (x = x0)"
(a) f(x) = Yx =xt = (1) =1;
1_ 1-k
fl) =2 =2 = (1) =
M) — Ok Bl kgl 1) = 02K
f'(x) = 2 = 2 = (1) = ==,

Portanto,

(b) f(x) =In(1+x) = (0) =0;

f'(x) =z = f(0)=1;
f”(X) = _(]J:X)z == fl/(o) = _]1'
£7(x) = gk = (0) =2;
Portanto,
1
p3(x) =x— zxz + §x3

(c) f(x) =cos(x) = f(0)=1;
f'(x) = —sen(x) = f'(0) =0,
f’(x) = —cos(x) = f"(0) =—1;
f”(x) = sen(x) = "(0) =0,

Note que essa sequéncia comegard a se repetir. Dividindo n por 2, escrevemos
n =2k (caso n seja par), ou n =2k +1 (caso n seja impar), portanto

(d) f(x) =x* = f(1)=1;
f'(x) =x*(Inx+1) = (1) =0,
Portanto,
Pix) =T+ (x—1).
(e) f(x) =¥ = f(0) =1;
f'(x) = 2xe¥ = £'(0) = 0;
(x) =2 (2x2 4+ 1) = 7(0) = 2;

Portanto,
pa(x) =1+x%
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(e) f(x) = 7= = f(0) =1,
f/(x) = 1+x2 > = f’ (O) =0,
f(x) = $2% = £7(0) = —2;

+x2)3

Portanto,

pa(x) =1—x%

Exercicio 16 Sabemos que (x,f(x)) € solucdo da equacdo x> + %2 =1, V¥x € Dom(f),
entdo

2 f(x)? _ 2 2 _ 5
X*+ 3 =1 = f(x)"=3(1—x") = f(x) =£/3(1 —x2),
como f (—3) = —3, portanto
f(x) = —+/3(1 —x2).
f(x) = 25 = f(=3) =1,
)=y = =) =5,
Portanto,

3 1\ 4 1\?
pz(X):—z—(X—f—z)"‘g(X‘f—z) .

s

y 351, vamos fazer o polinémio de Taylor em torno

Exercicio 17 Como queremos x € [—3
do ponto xo = 0. Dessa forma,

Nl:]

sen(0)(x —0)? cos(0)(x —0)3 +sen(0)(x — 0)4+cos(0)(x —0)° IR

ps(x) = sen(0)+cos(0)(x—0)— o0 - 30 41 51

O polinémio de Taylor de grau seis também € o polinémio acima. Entdo, pelo
Teorema da Formula de Taylor com Resto de Lagrange, o resto é

3 5

X X |sen”)(c)| T
sen(x) — <x— < + m)’ == x|’y c e (—3—2, 3—2> .

Pela dica do enunciado, sabemos que |sen(c)| < c. Por outro lado, |sen(c)] < 1,Vc € R,
logo |sen®(c)| < 1. Multiplicando |sen(c)| dos dois lados, obtemos |sen’(c)| < |sen(c)| <
c Vc € RY entdo, do termo de cima, temos:

|sen'” (c)|

= el

7 <
X" < =
e como temos que ¢ <

usado acima, e x < 35,

3, belo Teorema da Foérmula de Taylor com Resto de Lagrange
pelo intervalo de x, podemos sequir majorando esse termo por

%CW < % (352)8 < % (312)8 < ]1—0 (332)8 <1072(107)F = 10710,

portanto o erro é menor que 1071°.
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Exercicio 18 Como queremos x € [—33, 351, vamos fazer o polinémio de Taylor em torno
do ponto xo = 0. Dessa forma,
cos(0)(x —0)? sen(0)(x —0)®> cos(0)(x —0)* sen(0)(x —0)°

ps(x) = cos(0)—sen(0)(x—0)— o1 + 30 + A — 5 =

1 1
—1—— 2 o 4.
Ps(x) zx + 3 4x
Asstm como no Ezercicio 17, usando o Teorema da Formula de Taylor com Resto

de Lagrange, temos que o erro é

1 1
cos(x) — (1 — zxz + ﬂ%‘)

1

106
72010 .

:M| 6 (”)6 ! qo1y6 =

e M =720\32) =720

Exercicio 19 Uma maneira de estimar o valor de e € utilizando o polinémio de Taylor
a partir da funcao e*. Para se construir o polinémio de Taylor se utiliza a equacgdo

(x —%0)% - L eX(xo)

d )
— pXo _ L X dx
p(x) = €% + (x —xo) - —e(x0) + 3]
x — %)% - L eX(x x —xo)" - LeX(x
( 0) 3|dX3 (xo) +...+( 0) n'dx ( 0),n€N,xER
Por £e* = ¢, temos que
_ 2 ,xo _ 3 %0 o n X0
X —Xp)e X —Xg)’€ X —Xp)"e
plx) =€+ (x —xp)e* + ( 2?) + ( 3,0) + ...+ %,n € N,x € R,
e escolhendo xo = 0, temos por fim que
2 3 n
pe X
p(x):1+x+5+§+...+m,n€N,x€R.

Por gquerermos a aprorimacdo para e =e', apenas temos que resolver

1 1 1
p(]):1+1+5+§+...+m,n€N,

portanto a estimativa dada pela questdo € verdadeira.
Agora para estimar o erro temos que wvoltar ao erro criado pela aprorimacdo do
polinémio de Taylor. Ele tem um erro que seque a relagdo

e =p(x) + E(x)

E =k
assim,
_ n+1,c _ n+1
© — ()l = () = | € (nxj)m el b (n“l e (ap) e,
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onde M > e*. Por nossa aprozimacdo apenas necessitar de x € (0,1), temos que o
maior valor de e* serd e, ou seja, podemos escolher M =3 > e, assim temos que
(1—0)™1".3 3

E s = “mege e

Isso nos diz que, conforme o valor de n aumenta, o erro cometido na aprorimacao
dimainus.

Exercicio 20 (a) Para estimar In(1.3) temos que fazer o polinémio de Taylor de In(x)
com x = 1.3. Por conhecermos o valor de In(1) =0, usaremos xo = 1. Assim para or-

X—X0 Z-LZZTLX X0 X*XO3 n X0
demn = 3, temos p3(x) = In(xo)+(x—xo)" iln( )(xo)+( ) dgll()( )+( ) d3,31()( -
In(l) +x—1) - ‘_ﬁi(x+1) —]13é(x+1) = (x—1)—%(x—1)2—|—1§(x—1)3. Entdo

In(1.3) ~ p3(1.3) = 0.264.
(b) Para estimar v/8.2 temos que fazer o polinémio de Taylor de /x com x = 8.2.

Por conhecermos o valor de v/8 = 2, USATEMNOS Xo = 8. Assim, para ordem n =3, temos

3,43 3
X) = 5+ (x—x0) - & PR(xg) + L V) | G B0 gy s ().

(8)7#3—2/95(x+1)2-(8) 2 +10/27 ¢ (x+1)3-(8) %3 = 2+ 5 (x —8) — 35 (x —8)? + 5525z (x — 8)*.
Entdo v/8.2 ~ p3(8.2) = 2,01652970679012345.

(c)Para estimar sen(0.1) temos que fazer o polinémio de Taylor de sen(x) com x =
0.1. Por conhecermos o wvalor de sen(0) = 0, usaremos xo = 0. Assim, para ordem

X—X z'is (X ) (X X—X 3'£Senx X
n =3, temos p3(x) = sen(xo)+(x—x0)-d%sen(x)(on—( o) doc eixo) | (xx0) e Wbo) _
sen(0) + (x) - cos(0) — sen(0)3(x)? — cos(0)¢(x)* = x — Ix}. Entdo sen(0.1) ~ p3(0.1) =

0.0998333.
(d) Para estimar cos(0.1) temos que fazer o polindémio de Taylor de cos(x) com
x = 0.1. Por conhecermos o valor de cos(0) = 1, usaremos xo = 0. Assim, para ordem

(x—x, )Lﬁcos(x)(x ) (x—x. ]3~£cos(x)(x )
n =3, temos p3(x) = cos(xo) + (x—xo) - —cos(x)(xo)+ ° d";! T+ dx;l o —

X0
cos(0)—(x)-sen(0) —cos(0)§(x)*+sen(0)1(x)* = 1—1x*. Entdo cos(0.1) ~ p3(0.1) = 0.995.
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