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Problema da floresta de Steiner

Trataremos agora do problema da floresta de Steiner, um caso particular
do problema da transversal minima.

O método de aproximacdo primal-dual aplicado a este problema resultard
em um algoritmo que, embora semelhante em muitos aspectos ao
algoritmo apresentado para encontrar uma solucdo aproximada para o
problema da transversal minima (algoritmo MINTC-BE), tem uma razdo
de aproximac3do substancialmente melhor.

Além disso, um pds-processamento que era inoperante para o algoritmo
MINTC-BE, passa a ser crucial.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0216 e 5826 11 de novembro de 2015 2/34



Problema da floresta de Steiner

Seja G um grafo e R uma colegdo de subconjuntos de V.

Uma R-floresta de G é qualquer floresta geradora F de G tal que todo
elemento de R estd inteiramente contido em algum componente de F.

Quando R esta subentendida, dizemos simplesmente que F é uma floresta
de Steiner de G.

Se R tem um sé elemento, o conceito de floresta de Steiner reduz-se ao de
arvore de Steiner: uma arvore (ndo necessariamente geradora) de G cujo
conjunto de vértices contém o Unico conjunto em R.
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Problema da floresta de Steiner

O problema da floresta de Steiner (Steiner forest problem) consiste no
seguinte:

Problema MINFS(G, ¢, R): Dados um grafo G, um custo ¢, em Q> para
cada aresta e e uma colecao R de subconjuntos de Vg, encontrar uma

R-floresta F que minimize c(F).

Podemos dizer que ¢(F) é o custo da floresta F. Assim, o problema
consiste em encontrar uma floresta de Steiner de custo minimo.
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Considere o grafo G abaixo, com os custos nas arestas e

R ={{a,d},{c,e}}.
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Uma R-floresta F de é dada na figura, com custo c¢(F) = 5.

A
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Uma R-floresta F de custo minimo é dada na figura, com custo c(F) = 4.
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Problema da floresta de Steiner

O problema MINF'S é NP-dificil, mesmo quando restrito a arvores de
Steiner, ou seja, mesmo quando a colecdo R contém um sé conjunto.

Dada uma instincia (G, ¢, R) do problema, adotamos as abreviaturas
V := V¢ e E := E¢; e dizemos que um subconjunto S de V é ativo se

RNS#D e R\S#0
para algum R em R.

A colec3o de todos os conjuntos ativos serd denotada por S. Um
subconjunto de V que n3o pertence a S é inativo.
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Problema da floresta de Steiner

E facil verificar que uma floresta geradora F de G é uma R-floresta se e
somente se

dr(S) # 0 para todo S em S.

Portanto, toda floresta de Steiner é uma transversal da colecido de todos
os cortes da forma §(S) com S em S.

E claro que uma floresta geradora F é uma R-floresta se e somente se V1
é inativo para cada componente T de F.
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Programa primal

O seguinte programa linear é uma relaxa¢do de MINF'S(G, ¢, R):
encontrar um vetor x indexado por E que

minimize cx
sob as restrigdes x(6(S)) > 1, paracada S em S, (1)

Xe > 0, paracada eem E.

Dada uma floresta de Steiner F, é claro que o vetor caracteristico de Ef é
uma solugdo vidvel de (1).

Portanto, se X é uma solugdo étima de (1), entdo cX < opt(G,c,R).
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Programa dual

O dual do programa (1) consiste em encontrar um vetor y indexado pela
colecdo S dos subconjuntos ativos de V que

maximize y(S)

sob as restricoes ZS:eGS(S) y¥s < Ce, paracada eem E, (2)

ys >0, paracada SemS.
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Para o caso do exemplo, precisamos determinar a colecao S.

Ele é formada por todos os subconjuntos dos vértices {a, b, ¢, d, e} que
tem algum elemento, mas ndo todos, de {a,d} e de {c, e}.

Ou seja,
S ={{a}, {d},{a b},{a,c},{a,e},{d, b},{d, c},{d, e},
{a,b,c},{a,b e}, {a,c e}, {d b c} {d, b e} {d c, e},
{a,b,c, e}, {d,b,c e}, {c}.{e}.{c, b}, {e, b},

{c,a,d},{e,a,d},{c,a,b,d},{e,a,b,d}}.
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No entanto, note que 6(S) = 0(V \'S). Ou seja, podemos eliminar de S
os subconjuntos complementares.

Desta forma, temos
§= {{3}7 {d}a {C}7 {e}v

{a,b},{a,c},{a,e},{b,d},{c,d}, {d, e}, {b,c},{b,e}}.
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Ent3o o programa linear primal é

minimizar Xab + 4Xad + 2Xpd + 2Xpe + Xce + 8Xde
sob as restricoes Xab + Xaqg > 1,
Xab + Xbd + Xbe 2 1,

Xpe + Xee = 1,

Xce + Xde > 1,

Xad + Xbd + Xpc = 1,

Xab + Xad + Xpe + Xce = 1,

Xab + Xad + Xce + Xde = 1,

Xab + Xad + Xbc + Xde = 1,

Xad + Xbd + Xbc + Xce + Xde = 1,
Xad + Xpd + Xce > 1,

Xab + Xbd + Xce = 1,

Xab + Xbd 1 Xbe + Xce + Xde = 1,
Xabs Xad » Xbd > Xbc, Xces Xde = 0.
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E o programa linear dual é

maximizar
Y{a} T Y{d} T Yic} T Y{e} + Y{a,b} T Y{a,c} T Y{ae} T+
Y{bd} T Y{c,d} T Y{d.e} T Y{b,c} T Yib,e}
sob as restricoes

Y{a} T Y{a,c} + Y{ae} T Yibd} + Yibe} + Yibey < 1,

Yiat +Yidy + Yiab} T Yiac) T Y{ae} T Yibd} T Yic,d} T Yide} <4,
Yidy + Yiaby T Yicd} T Yide} T Yibe) T Yibe} <2,

Yicy T Yiab) T Y{ac) T Yibdt + Yic,d} + Yibe} < 2,

Yicy T Yie} T Y{ac) T Yiae) T Yic,d} T Yide} T Yibe} T Yiber <1,
Yie} + Yiae} T Yibd} T Yicd} T Y{ber <8,

Yib,d}ys Y{c,d}> Y{d,e}s Y{b,c}s Y{be} = 0.
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Aproximacao primal-dual

Se y é uma solug¢do vidvel do programa dual (2) e X é uma solu¢do Stima
do programa primal (1) entdo, pelo teorema fraco da dualidade,
y(S) < ck.

Portanto,

y(S) < opt(G,c,R).
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Aproximacao primal-dual

Considere agora as condi¢des de folgas aproximadas. A condicdo de folgas
1-aproximadas no primal exige que

Z Ys = Ce sempre que xe >0
S:ecd(S)

e a condi¢cdo de folgas 2-aproximadas no dual exige que

x(0(S)) <2 sempre que ys > 0.
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Aproximacao primal-dual

Se soubéssemos encontrar uma solug&o vidvel x de (1) e uma solugdo
vidvel y de (2) que satisfizessem as duas condi¢des de folgas aproximadas,
teriamos, pelo lema das folgas aproximadas, uma 2-aproximagdo para o
MINFE'S.

Sabemos como satisfazer a condi¢do de folgas 1-aproximadas no primal,
mas n3o sabemos como satisfazer a condicdo de folgas 2-aproximadas no

dual.

Ainda assim, é possivel obter uma 2-aproximacao se respeitarmos a
segunda condicdo em um certo sentido “médio”.
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Descricao do algoritmo

No inicio de cada iteracdo, temos uma floresta geradora F de G e um
vetor y indexado por S.

O vetor y é vidvel em (2) e o par (F,y) satisfaz a condi¢do de folgas
1-aproximadas

Z ¥s = Ce para cada e em F.
S:ecd(S)
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Descricao do algoritmo

Em cada iteragdo, dizemos que um componente T de F ¢é ativo se
VT € S, e inativo em caso contrério.

Denotamos por Sr a colecdo dos conjuntos de vértices dos componentes
ativos de F.

Abusando um pouco da terminologia, dizemos que S¢ é a colecdo dos
componentes ativos de F.
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Descricao do algoritmo

Cada elemento S de Sf viola a restri¢do x(0(S)) > 1 de (1), com x o
vetor caracteristico de F.

Isso sugere que devemos acrescentar a F alguma das arestas de 6(S).

Qualquer aresta desse tipo liga dois componentes distintos de F. Dizemos
que esta aresta é externa a F.

Devemos, entdo, escolher uma aresta externa e acrescentd-la a F. Resta
esclarecer como escolher essa aresta.
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Descricao do algorit

Como o programa dual (2) tem o objetivo de maximizar a soma das
varidveis ys, procuramos aumentar uniformemente os valores das varidveis
ys com S em Sg de modo a n3o violar as restricdes do programa dual.

Esse aumento gradativo de alguns componentes de y pdra quando a
restricdo »  ys < c. correspondente a alguma aresta externa e for

satisfeita com igualdade.

A aresta e é ent3o acrescentada a floresta F.
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Descricao do algorit

O processo iterativo pira quando F n3o tem componentes ativos.
O algoritmo devolve entdo uma R-floresta minimal de F, ou seja, uma
floresta F; tal que, para cada aresta e, a floresta F; — e tem algum

componente ativo.

A seguir, descrevemos o algoritmo, proposto por Goemans e Williamson,
formalmente, mas de maneira pouco detalhada.

O algoritmo supde que a instancia (G, ¢, R) é vidvel, ou seja, que cada
conjunto em R estd contido em algum componente de G.
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Algoritmo MINFS-GW

Algoritmo MINFS-GW(G, ¢, R):

faga F « (V,0);
para cada S em S faga ys + 0;
enquanto S¢ # (), faca:
seja y’ o vetor caracteristico de Sf;
seja @ o maior nimero tal que
Zs:e@;(s)(y +60y’)s < c. para cada aresta externa e;
seja f uma aresta externa tal que Y g rc55)(y +0y')s = cr;
faca y < y +0y’;
faca F < F+f;
10 faca Fy «+ F;
11 seja F; uma R-floresta minimal de Fg.
12 devolva F;.

© 00 N O Ot ks W N
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Observacoes sobre o algoritmo

A cardinalidade da colecdo S ndo é limitada por uma fun¢do polinomial de
|V| (por exemplo, |S| pode ser da ordem de 2!V1/2). Assim, o nimero de
componentes do vetor y n3o serd polinomial.

E possivel contornar essa dificuldade se armazenarmos apenas os
componentes n3o-nulos de y, que é limitado por um polinémio em |V/|.

O ndmero de iteragdes ndo supera | V|, o nimero de componentes que
assumem valores ndo-nulos em cada itera¢do € limitado por |Sk| e
Sl < VI,

Vale a mesma observacdo para o vetor y’ na linha 4, indexado por S e
definido por yg = 1 se e somente se S € Sf.
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Observacoes sobre o algoritmo

O célculo de 6 nas linhas 5 e 6 pode ser organizado da seguinte maneira.
Para cada vértice v, defina d(v) :=> 5. c5Vs-

Para cada aresta uv externa a F, defina:

e 0,, = o0, se uv liga dois componentes inativos de F;

@ 0y := ce — d(u) — d(v), se uv liga um componente ativo de F a um
componente inativo; e

o 0, = 3(ce — d(u) — d(v)), se uv liga dois componentes ativos.
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Observacoes sobre o algoritmo

Finalmente, adote 8 := min, 6., com o minimo tomado sobre todas as
arestas externas.

Portanto, é possivel implementar o algoritmo MINFS-GW de modo que
seu consumo de tempo seja O(|V/|2log(|V])).

Lema 1: O algoritmo MINFS-GW admite uma implementacio
polinomial.
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Anidlise do algoritm

No inicio de cada iteracdo, F é uma floresta geradora de G.

Ao final do processo iterativo, a floresta Fp ndo tem componentes ativos e,
portanto, é uma R-floresta.

A floresta F; que o algoritmo devolve também é uma R-floresta.
Antes de delimitar c¢(F7), é preciso estabelecer uma relagdo entre F; e a

colecdo SF dos componentes ativos de F em uma iteracdo arbitraria do
algoritmo.
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Anidlise do algoritmo

Lema 2: No inicio de cada iteracdo, vale a desigualdade

>8R (S) < 2IS¢],

SeSk

onde F; é a floresta de Steiner que o algoritmo devolve.
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Anidlise do algoritmo

Teorema: O algoritmo MINF'S-GW é uma 2-aproximacg3o para o
MINF'S.

Demonstracao: Ji vimos que o subgrafo F; que o algoritmo devolve é
uma R-floresta.

Agora vamos mostrar que, no inicio de cada iterac3do, vale a desigualdade

> 18R (S)lys < 2y(S). (3)

Ses
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Anidlise do algoritmo

Como no inicio da primeira iteracdo ys = 0 paratodo S € S, a
desigualdade (3) é valida.

Suponha agora que a desigualdade (3) seja vélida no inicio de uma
iteracdo qualquer.

Durante a iteracdo, ys é acrescido de 6 se e somente se S € Sf.
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Anidlise do algoritmo

Portanto, o lado esquerdo de (3) ¢ acrescido de

> 16r(5)10

SeSk

e o lado direito de (3) é acrescido de

2|SF|6.

Como, pelo lema 1, } 5.5 [0F (S)| < 2|Sk|, temos que o incremento do
lado esquerdo n3o é maior que o do lado direito.

Portanto a desigualdade (3) vale no inicio da iteragdo seguinte, como
queriamos demonstrar.
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Anidlise do algoritmo

No fim do processo iterativo, o vetor y é vidvel no programa dual (2).

Além disso, a condicdo de folgas 1-aproximadas vale com Fy no papel de
F e, portanto, também com F; no papel de F:

Z ¥s = Ce para cada e em F;.
S:ecd(S)
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Anidlise do algoritmo

Agora podemos analisar o custo ¢(Fi):
c(F1) = 2eer, Ce
= ZeEFl ZS:eE&(S) Ys
=2 ses 10R(S)lys-

Como provamos que que Y 5.5 [0F(S)|ys < 2y(S), temos
c(F1) =2sesl0r(S)lys
< 2y(S)
< 20pt(G,C,R),

ja que y(S) é uma solugdo do programa dual (2) e, portanto,
y(S) < opt(G,c,R).
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