Integracao Numérica

Marina Andretta/Franklina Toledo
ICMC-USP

25 de outubro de 2013

Baseado nos livros: Andlise Numérica, de R. L. Burden e J. D. Faires; e
Célculo Numérico, de Neide B. Franco.

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L sme0300 - Calculo Numérico 25 de outubro de 2013 1/38



Exemplo

Existe um tipo de papelao que é formado por trés camadas de papel. As
duas camadas externas sdo de papeldo liso, enquanto que a camada

interna é formada por papeldao ondulado. Este tipo de papeldo é ilustrado
na figura abaixo.

Fonte: pt.wikipedia.org
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Suponha que queremos obter uma folha de papeldao de 4 metros de
comprimento. A altura de cada onda do papel ondulado é de 1cm, a partir
de seu centro, e cada onda tem um periodo de, aproximadamente, 27cm.

O problema de se encontrar o comprimento da folha ondulada necesséria
para fabricar este papeldo consiste em determinar o comprimento da curva
dada por f(x) = sin(x), a partir de x = Ocm, até x = 400cm.
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Do Célculo, sabemos que esse comprimento é dado por

L= /0400 1+ (F(x))%dx = /0400 /1 + (cos(x))?dx.

O que reduz o problema ao célculo desta integral.
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Exemplo

O célculo desse comprimento envolve uma integral eliptica de segunda
ordem, que n3o pode ser calculada pelos métodos ordinarios.

Nesta aula, veremos alguns métodos numéricos para obter uma solucao
aproximada para problemas deste tipo.
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Integracao Numérica

Vamos estudar métodos numéricos para calcular aproximadamente a
integral de uma fun¢do com uma varidvel real definida num intervalo [a, b],

/ab f(x)dx,

em que f(x) é continua com derivadas continuas em [a, b].
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Integracao Numérica

Quando é possivel determinar uma fungdo primitiva F(x) de f(x), tal que
F'(x) = f(x), o valor da integral é dado por

b
/a f(x)dx = F(b) — F(a).
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Integracao Numérica

Graficamente, considerando f(x) > 0, para todo x € [a, b], podemos
relacionar a integral com a area A, como ilustrado na figura a seguir.

A v
] 16
S
| -
a b X

Fonte: pt.wikipedia.org
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Integracao Numérica

As técnicas de integracdo numérica s3o utilizadas para calcular uma
integral definida de f(x), em especial quando

@ f(x) é conhecida apenas em pontos discretos, obtidos através de
experimentos;

e f(x) n3o tem integral explicita ou sua integral ndo é simples de se
obter.

9/ 38
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Integracao Numérica

A ideia bdsica da integracao numérica é aproximar fab f(x)dx pela soma
ponderada de um conjunto de fungdes.

Isto é chamado de Método de Quadratura Numérica:

b n
/ Fx)dx ~ S aif (x).
a i=0

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L

sme0300 - Calculo Numérico 25 de outubro de 2013



Férmulas de Quadratura

Para calcular a aproximagdo da integral de f(x), podemos aproximar f por
um polindmio interpolador, em pontos equidistantes do intervalo [a, b].

Depois, calculamos a integral do polinGmio interpolador no intervalo
fechado [a, b]. Ou seja,

b b n
/a F(x)dx z/a Pa(x)dx = izga;f(xl-)-

em que Pp(x) é o polinémio interpolador de grau até n e a; sdo fungdes
apropriadas.
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Férmulas de Quadratura

Este processo é conhecido como Férmulas de Quadratura de
Newton-Cotes.

Existem outras férmulas de aproximacdo para o célculo da integral de
f(x), conhecidas como Férmulas de Quadratura de Gauss.
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Férmulas de Quadratura de Newton-Cotes

Considere uma fun¢do f(x), definida em xg, x1, ..., X, N+ 1 pontos
distintos e equidistantes do intervalo [a, b], ou seja,

Xit1 — Xi = h,

para i=0,1,2,...n—1, com h > 0.

Quando xg = a e x, = b, temos as férmulas fechadas de
Newton-Cotes.
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Férmulas de Quadratura de Newton-Cotes

Seja P,(x) o polindmio interpolador de f(x) nos pontos xg, X1, ..., Xp-
Sabemos que

com

E,(x) =

para algum xp < & < xp.
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Férmulas de Quadratura de Newton-Cotes

Podemos, portanto, aproximar o célculo da integral de f(x) por

/ ' f(x)dx%/ ' Pn(x)dx,
X0 X0

com o erro dado por

/Xxn En(x)dx.

0
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Regra do Trapézio

Vejamos, primeiramente, como é definida a Regra do Trapézio.
Se considerarmos xg = a e x; = b, temos h = b — a.

O Polinbmio de Lagrange é dado por

 (x—x1) . (x — x0) N
Pi(x) = (0= 1) f(x0) + 1 =) Xo)f( 1)-
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Regra do Trapézio

A
2
fex)
= - —
a=x, b=x 1

Fonte: www.math.ist.utl.pt
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Regra do Trapézio

Temos, portanto,
b B L (x = x1) N (x — xo0) o 8
/a f(x)dx—/x0 ((Xo—Xl)f( 0)+7(X1—xo)f( 1)> d

J% /:1 F"(€x)(x — x0)(x — x1)dx.

0
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Regra do Trapézio

Como (x — xp)(x — x1) ndo muda de sinal em [xp, x1], o Teorema do Valor
Médio Ponderado para Integrais pode ser aplicado ao termo de erro.

Assim, obtemos, para qualquer £ € [xg, x1],

| @0 = r0)x = m)ae =€) [ (x = ra)x = m)oe

0 X0

= f"(&) [x3 _batx) -2FX0)X2 + xoxlx} :
h3 iz
= _Ef (€).

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L

sme0300 - Calculo Numérico

25 de outubro de 2013



Regra do Trapézio

Logo,

[ ru= [ (Gomayroa+ =yt = G r'e)

o \(x0 —x1) (x1 — x0)

:/n&_”ﬂmW+/n“ﬂ@ﬂmw—f“@)

(x0 — x1) x (X1 —x0)

X1 — X 3
= B2 110) 1 F)] - e

3
P eniey).

= 21#(0) + FGa)] —
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Regra do Trapézio Generalizada (repetida)

Utilizando a idéia da Regra do Trapézio, podemos obter a Regra do
Trapézio Generalizada.

Para isto, subdividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos iguais, cada
qual de amplitude h = (x, — xp)/n, com xop = a e x, = b.
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Regra dos Trapézios Generalizada (repetida)

Depois, aplicamos a Regra do Trapézio a cada um dos subintervalos. Ou
seja,

b h h h
/ f(x)dx ~ g[f(xo) +f(x1)]+ E[f(xl) +f()]+...+ E[f(x,,_l) +1f(xn)]

b
/ f(x)dx ~ g[f(xo) + 2f(x1) + 2f(x2) + ... + 2f(xp—1) + F(xn)]-
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Regra do Trapézio Generalizada (repetida)

Fonte: pt.wikipedia.org
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Regra de Simpson

Uma outra possibilidade para aproximar a integral é calcular a interpolacao
polinomial da funcdo em trés pontos. Isso nos leva a Regra de Simpson.

Na Regra de Simpson, subdividimos o intervalo [a, b] em dois subintervalos

iguais. Ou seja, xo = a, x1 = 22 e o = b.
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Regra de Simpson

Aproximamos a integral de f(x) pela integral do polindmio interpolador
grau dois, ou seja,

(x — x0)(x — x2)

 (x—=x1)(x = x2)
Pal) = ' (1 —x0)(x1 — x2)

(%0 — x1)(x0 — x2)

Xo) +

f(X1)+

(x —x0)(x — x1)
(%2 — x0)(x2 — x1)

f(Xg).
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Regra Simpson

»

»

a m b

Fonte: Slides Renato M. Assunc¢3o - DCC - UFMG
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Regra de Simpson

Assim,

/X ) dx ~ /x " Py(x)dx.

0 0

Fazendo algumas manipulagdes algébricas, temos que

/ ) dx ~ g[f(xo) +4f(xq) + F(0)].
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Regra de Simpson

O erro é dado por

Q)

E, =
2 90 )

com xp < & < xp.
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Regra de Simpson Composta

Assim como no caso da Regra do Trapézio, podemos subdividir o intervalo
[a, b] em subintervalos de tamanhos iguais e, a cada trés pontos no
intervalo, aplicar a Regra de Simpson. Somando todos os termos, temos
uma aproximagdo para a integral da fungdo no intervalo [a, b].

Esta é a chamada Regra de Simpson Composta.
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Férmula de Quadratura de Gauss

As aproximagdes que vimos até agora estao baseadas em pontos
igualmente espacados.

Uma maneira alternativa de calcular integrais de forma aproximada é
utilizar a Férmula de Quadratura de Gauss.

Nesta férmula, busca-se escolher os pontos para se calcular a aproximacio
em uma maneira 6tima, em vez de considerar apenas os pontos igualmente
espagados. Os pontos xi, x2, ..., X, pertencentes ao intervalo [a, b] e os
coeficientes ¢y, ¢, ..., ¢, sdo escolhidos de modo a minimizar o erro
esperado no célculo da aproximacgdo

b n
/ f(x)dx ~ Zc,-f(x;).
a i=1
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Férmula de Quadratura de Gauss

A qualidade da aproximag¢ao depende da escolha adequada dos parametros
ciexj, parai=12 ..n.

Por exemplo, considere n =2, a= —1 e b= 1. Suponha que queremos
determinar c1, ¢2, x1 € xo de maneira que a férmula

1
/_1 f(X)dX ~ le(Xl) + C2f(X2)

dé um resultado exato sempre que f(x) seja um polindmio de grau 3 ou
menor, ou seja, quando

f(x) =ap + aix + arx? + azx>,

para quaisquer constantes ag, aj, a2 € as.
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Férmula de Quadratura de Gauss

Sabemos que

/(ao+alx+32x2+a3x3)dx = ao/ldx+al/xdx+az/x2dx+a3/x3dx.

Isto equivale a mostramos que a férmula da resultados exatos para f(x)
igual a 1, x, x2 e x3.
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Férmula de Quadratura de Gauss

Para f(x) = 1, temos que

1
/_1 f(X)dX = le(Xl) + sz(Xz) =

1
/ ldx =1c1 + 1 =
-1

L+ =2
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Férmula de Quadratura de Gauss

Para f(x) = x, temos que

1
/_1 f(X)dX = le(Xl) + sz(Xz) =

1
/ xdx = c1x1 + coxo =
-1

c1x1 + oxo = 0.
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Férmula de Quadratura de Gauss

Para f(x) = x2, temos que
1
/ f(X)dX = le(Xl) + C2f(X2) =

-1

1
/ XPdx = cx? + X =
~1

2
2 2
C1X1 + Xy = g
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Férmula de Quadratura de Gauss

Para f(x) = x3, temos que

/_11 f(x)dx = cif(x1) + of (x2) =

1
/ 3dx = c1xi + i =
-1

C1X13 + C2X§ =0.
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Férmula de Quadratura de Gauss

A solugao para o sistema

aq+o

C1X1 + X2 =
c1x12 + czx22
Cle + C2X§’ =

Il
Quwnn O N

é Unica e é dada por

V3 V3
5

= 17C2 = 17X1 = _?7)(2 =
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Férmula de Quadratura de Gauss

O que resulta na férmula de aproximacio

/1 f(x)dx =~ c1f(x1) + e2f (x2) =
-1

V3

1
/ f(x)dx ~ f(—\ég)—i—f( 3 ),

-1

que, para todo polinémio de grau menor ou igual a trés, dd o resultado
exato.
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