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Método de Cholesky

m Tdéia:

Podemos simplificar o método de decomposigdo
LU, quando a matriz é simétrica, positiva definida.
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Definicoes e lembretes

m Matrizes simeéetricas:
di; = Gj

m Matrizes positivas definidas:
z'Az > 0, qualquer que seja z.

Critério de Sylvestre: a matriz € positiva definida
se e somente se todos 0s menores principais tem
determinante positivo
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Método de Cholesky

m Se a matriz A é definida positiva, podemos decompo-
la unicamente no produto 6G', onde G é uma matriz
triangular inferior com elementos positivos na

diagonal.
[ 911 O\ [ o1 921 931 o gm1
g21 g22 g22 gs32 ... GOn2
QG = g31 G322 933 933 ... On3
\ Inl 9n2 9n3 .-+ fnn / \ 'i::' Unn /

Multiplicando as linhas 7 pelas colunas /, temos os elementos
da diagonal da matriz A:
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Método de Cholesky (diagonal)

a1 12 13 N AR
a1 99 ags e lon
A= asy  azs  aszz ... Az
_ nl ap2 ap3 ... Hnpn
[ g1 O\ [ o911 921 g3 .. Gni o
421 g22 g22 432 ... Gn2
GG = 931 g3z 933 g33 --. On3
\ n1 9n2 Yn3 -+ YUnn / \ 'i::' Unn )
2
arr = 911 R
_ 2 2
azz = ga1 T 922 ; (g1 = Jar .
\ i1 1;2
gii = (fizf — Y19 )
. ii — i1 —1 Y1
No caso geral: \ k=1 Jik
i=2,3
— 2 2 2
nn — 9,1 +gn2+°"+gnn

Formula (4.9)

’.O.



Método de Cholesky (19 coluna)

[ g1 O\ [ 91 g2 gm

921 g22 922 432

GG = 931 g3z 933 933
\ n1 9n2 Yn3 -+ YUnn / \ 'i::'

Gn1

On2
9n3

Unn )

a1
a1
asy

Unl

@12
22

32

an2

13 P
ags e

33 ..

an3 e

A1n
(2n

3p

nn

multiplicamos as linhas de G (abaixo da diagonal) pela 1¢ coluna de G*

a1 = 821 911 ;
az1 — 831 911 ;
dn1 = 8nl 911 -

(i1

g1l

e

L.



Método de Cholesky (2¢ coluna)

[ g1 O

421 g22
GG = 931 932 933
\ Gn1 9n2 Yn3 -+ Unn /

/ 911

I/ - -\I
()

g21
q22

431
432
433

A =

Gn1
On2
In3

Unn )

a1
a1
asy

Unl

@12
22

32

an2

a3
a23
asas

an3 e

. Gn
- Ga2n

- G3p

nn

multiplicamos as linhas de G (abaixo da diagonal) pela 2¢ coluna de G*

a32 = @31 g21 + 832 g22 .,
g2 = G41 g21 + 842 Y22 .
ap2 = Gn1 921 + 8n2 Y22 ,
— Bi2

a2 — gi1921

g22

qqqqq
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Método de Cholesky (n® coluna)

a1 12 13 N AR
a1 99 ags e lon
A = as; gy aszy ... A3y
_ nl ap2 ap3 ... Hnpn
[ g1 O \ [ 911 921 931 .- Gni
g21  g22 g22 g32 ... (n2
GG = 931 g3z 933 g33 --. On3
Pt
\ n1 9n2 Yn3 -+ YUnn / \ (o Unn )

multiplicamos as linhas de G (abaixo da diagonal) pela n® coluna de G*
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Férmula geral

(g = % 1 =2,3,...,n,
:
j—1 ; o .
Formula (4.10)
Relembrando a formula para a diagonal:

(811 = i,

< i—1 o \'/?

| ST (a” B *"4‘:15’“‘) Férmula (4.9)

Que devem ser usadas de forma conveniente...
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"Forma coveniente

g11 = Voau .

{ gii = (an' - Zi;ll 93@)1/2 Fél"ﬂ'\UlC( (4.9)
gi1 = % 1=2,3,...,n,

{ g = (o — X12% o) foy o 25i<i Formula (410)

1) Usamos (4.9) para calcular gy,
2) Usamos (4.10) para calcular g,4, 931, ... Gn1

3) Usamos (4.9) para calcular g22
4) Usamos (4.10) para calcular g32, g42, ..., gn2
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"Forma coveniente"

[ O
o

4933

\ gn3 .- gn-n,/

1) Usamos (4.9) para calcular gy,
2) Usamos (4.10) para calcular g,4, 931, ... Gn1

3) Usamos (4.9) para calcular g22
4) Usamos (4.10) para calcular g32, g42, ..., gn2
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Exemplo

4 2 -4
A = 2 10 4
—4 4 9

a) Verificar se A satisfaz as condi¢oes do método de Cholesky.
b) Decompor A em GG".

c) Calcular o determinante de A, usando a decomposicao obtida .



"
Exemplo - resolugdo

4 2
A = 2 10
a) 4 4

Condigdes para o método de Cholesky:

1) A é simétrica:

a; = aj; OK!

2) A matriz é definida positiva. (Vamos usar a condigdo
de Sylvester: os menores principais tem todos
determinante positivo):

det(A;) = 4>0; det(A,) = 36>0; det(A;) = 36>0 OK



Exemplo - resolugdo L
A = 2 10
) (4 4
Usamos uma sequéncia "conveniente":
g1 = i,
calculamos: /' {g = (- T
1) g1 (4.9)

2) 921, 931 (4.10)
3) 922 (49) {gn = G i=23...n,

4) 93, (4.10)
D) 933 (4.9)

g21 = az1/911 =1

g31 = asz1/g11 = —2

o i—1 , f ‘
8ij = (afi — X1 Yik yﬂc) / 9
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Exemplo - resolugdo

b)

g11 = 2
go1 =1
g3l = —2

calculamos:
1) gy (4.9)

2) 9,1, 931 (4.10)
3) 92, (4.9) /
4) 93; (4.10)

g1 = Van

. 1/2
. _ i—1 92
Bii = (a'l?' - Z}g:1 Q’m)

g22 = \/a22 — 95, =3

Bi1 = T11 =23
i—1 / p .

932 = (a32 — 931 - 921)/920 = 2

D) 933 (4.9) \

811 = \/ﬁ

. 1/2
; i—1 2
8ii = (a'i?' — 2k Qik)

933 = \/(az3 — (93, — 95,) =1
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Exemplo - resolugdo

c) determinante

911 = 2
g21 =1
g31 = —2 2
goo — 3 G - ( ]_
g3o = 2 —2
933 =1

3
9

1

3

1
—2
)
1

|
|

A=G6'G — det(A)= det(6") det(6) = (91 - 922 - 933)°

911 - 922 - 933

911 - 922 * 933

36
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Observacoes

m O método de Cholesky é menos custoso

computacionalmente que o método de decomposigdo
LU

m Precisamos de A definida positiva para garantir que as
raizes quadradas serdo sempre efetuadas sobre
ndmeros positivos (poderiamos também trabalhar com
aritmética complexa)

m Como vimos ho exemplo:
deT(A) - (911 * 922 -+ 9nn )2



