1 Funcoes de varias variaveis a valores vetoriais

Uma Funcgoes de varias variaveis a valores vetoriais é uma funcao
f:D—=RF:x— f(x)

onde D C R".
Podemos interpretar de diferentes maneiras: por exemplo

e Transformacoes: o conjunto D C R" é transformado no novo conjunto
f(D) C R”.

e Mudanca de varidveis: (se n = k e f é bijetora) o ponto x de coordena-
das (x1,..,x,) é representado pelo ponto y de coordenadas (yi, .., y,) onde

y = f(x).

e Campos vetoriais: a cada ponto x € D a fungao associa um vetor f(x) €
R*. (link desenho C.V.)

Valem as mesmas defini¢oes do caso de fungoes reais (dominio, dominio na-
tural, contradominio, imagem, sobrejetora, injetora, bijetora, operacoes, com-
posi¢do, inversa, grifico...) veja material SMIA353: Fungoes aqui

Como ¢ feito para funcoes reais a valores vetoriais, podemos considerar as
funcoes componentes

fi:D—=R:x— fi(x) (i=1,.,k)
tals que

f:D—-RF:ix— f(x) = ( fi(x), fa(x), .., fr(x) )

e aplicar a elas a teoria das funcoes a valores reais: limites, continuidade,
diferenciabilidade, regras de calculo, ecc. veja material SMA354: funcoes
de varias variaveis 1,2,3 aqui

Em particular dizemos que f é continua (derivavel/diferencidvel) em
X € D se cada sua compoente é.


https://www.wolframalpha.com/input/?i=vector+field+plot
http://icmc.usp.br/pessoas/eugenio/material.htm
http://icmc.usp.br/pessoas/eugenio/material.htm
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Definicao: dadaf: D — CeAC D, dizemosque| f é de Classe C* em A

(Not: f € CF(A)) se f e todas suas derivadas até a ordem k existem e sdo
continuas em A.
Lembrete: se f é de classe C! em um aberto A entao é diferencidavel em A.

Definicao: Se f ¢é derivavel em p € D definimos a Matriz Jacobiana de f
em p: a matriz k X n

[0h 0h  Oh]
Ox1 Owxe °° Oz,
Ofs  0fs 0fs .
92 Op  9& Of: i=1,..k
. . ZUJ j = 1’ M
Ofr  Ofr Afw
| Oz Oz °° Oz,
Observe: o¢
e As colunas de J sdo as derivadas parciais (vetoriais) de f: a—(p) cj=1..n
L j

e as linhas de J sdo os gradientes das componentes de f: Vf;(p): i=1,..,k

Regra da cadeia para fungoes a valores vetoriais
Sejam f : R” — R*, g : R¥ — R diferenciaveis,
entao faz sentido go f : R” — R : x — g(f(x)) e vale

Jgot (%) = Jg(f(x)) - Jr(x)
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1.1 Outros operadores de derivacao
Para campos vetoriais (F' : D — R", D C R"), denotamos

F(x) = (Fi(x), Fx(x), .., F,,(x) ), x = (x1, T2, .., Tp)

podemos definir:
o divergente do campo:

| n 8E
divF(x) := Z o (x)
1=1

(outras notagoes: divF =V - F).

Para campos vetoriais (F : D — R", D C R") com n = 3, denotamos
F(x) = (Fi(x), Fa(x), F3(x) ),  x = (21,22, 73)

podemos definir
o rotacional do campo:

i3k
— | 0 0 0
rotF = = o =
F Fy Fj
(outras notagoes: rotF =V A F).
(se n = 2 podemos definir rotF = % — %)
1 i)

Lembrete: Produto vetorial: No caso n = 3 (e n = 2) definimos o produto

vetorial de dois vetores:
i 7k

XNy = X1 T2 I3

Yy Y2 Y3

Onde usa isso? Eq. de Maxwell


https://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%B5es_de_Maxwell#Tabela_das_equa.C3.A7.C3.B5es_.22microsc.C3.B3picas.22
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2 Exemplos importantes de transformacoes

2.1 Coordenadas polares no plano

Transformacao

T:[0,00) x R —=R?: (p,0) — ( pcos(h), psin(d) )

Representamos o ponto (z,y) € R? como

{3: = pcos(f)
y = psin(f).

A matriz Jacobiana é
cos(f) —psin(0)

JT(pa (9) - ]
sin(f) pcos(0)

det(Jr(p,0)) = p

Calculo de p e 0:

p=Vartt+y

(arctg(y/x) para x >0
arctg(y/z) + 7 para x <0
0 =2km + { w/2 para x =0,y >0 (keZ).
3 /2 paraxr =0,y <0

L q-q. parax =0,y =0
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2.2 Coordenadas cilindricas

Transformacao

T:[0,00) x R = R*: (p,0,7) — ( pcos(f), psin(d), 7) :

Representamos o ponto (z,y, z) € R® como

x = pcos(0)
y = psin(0)
Z2=T

A matriz Jacobiana é

cos(f) —psin(0) 0
Jr(p,0,7) = |sin(d) pcos(d) 0
0 0 1

det(‘]T(pv 0, T)) =p

Calculo de p, 6 e T:

T = 2,

p e 0 como antes.
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2.3 Coordenadas polares no espago (esféricas)

Transformagao (veja aqui))

T :10,00)xRx[0,7] = R : (p,0,¢) — ( pcos(0)sin(y), psin(h)sin(p), pcos(p)) :

Representamos o ponto (z,y, z) € R® como

x = pcos(f)sin(p)
y = psin(0) sin(y)
z = pcos(p)

A matriz Jacobiana é

cos(f) sin(p) —psin(0)sin(p) pcos(d) cos(yp)

Jr(p,0,0) = |sin(f)sin(p) pcos(f)sin(p) psin(f) cos(yp)

cos(p) 0 —psin(yp)

det(Jr(p,0,¢)) = —p? sin(y)

Calculo de p, 0 e :

p=Va?+y?+ 22

0 como antes,

© = arccos (z/\/:c2 +y* + 22> :


http://www.flashandmath.com/mathlets/multicalc/coords/shilmay23fin.html
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