3.% Lista de Exercicios de EDO

Professor: Everaldo de Mello Bonotto

Questao 1) Seja A : R — M,«,(R) uma funcdo continua. Suponha que X (t) seja uma matriz
fundamental de & = A(t)x. Seja K > 0 tal que | X (¢)| < K para todot >0 e

t
liminf [ trA(s)ds > —oc.
t—=+oo [

Mostre que X ~!(t) é limitada em [0, +-00[ e que nenhuma solugio ndo trivial tende a zero quando t — +oo.

Questao 2) Seja f: R — R uma funcao continua. Resolva o PVI

ia = ()
z(0) =a
(0) = b.

Questao 3) Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n.
a) Mostre que eA+tB) = eAteBt se e somente se, AB = BA.
b) Mostre que Bedt = e4*B se, e somente se, AB = BA.
¢) Dé exemplo de matrizes A e B tais que e85 #£ edeB,

Questao 4) Seja f : R® — R” uma funcao de classe C! tal que f(0) = 0. Suponha que exista uma
solugao ¢ de & = f(x) tal que p(t) — 0 quando t — —oo. Mostre que x = 0 é instével.

Questao 5) Seja f : R®™ — R™ uma funcio de classe C! tal que f(0) = 0. Seja ¢ uma solucio
periédica (com periodo T" > 0) de & = f(x). Mostre que se ¢ nao é constante, entdao ¢ nao pode ser
assintoticamente estavel.

Solucao

Suponha que ¢ se AS. Dado ty > 0 existe p = p(to) > 0 tal que se |z1 — ¢(to)| < p
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Questao 6) Ache uma base de solugoes reais de # = Az, onde A = 0020 | Calcule e**.
0 00 3
Questao 7) Encontre condigoes sobre a de modo que toda solu¢ao de & = Ax tenda a zero quando
-1 o O
t — +o00, onde A = 1 -1 2
0 1 -1

Questao 8) a) Determine uma base de solugoes reais de & + 2% + 2z = 0;
b) Revolva o PVI & + 24 + 2z = f(t), 2(0) = 1, #(0) = 0, onde f : R — R é continua.

2 -1 2
Questao 9) Dada a matriz A= | 0 —2 8 |, determine:
0 -2 6

a) uma base de solugdes para o autoespaco generalizado My (A) para cada autovalor A de A;
b) uma base de solugdes de & = Ax;

¢) a forma canonica de Jordan J de A e a matriz C tal que J = C~1AC.

d) et tR.



Questao 10) Considere a equagao @) + & + & + ax = 0. Determine os valores de a de modo que a

solucao nula seja assintoticamente estavel.

Questao 11) Seja f : R® — R™ uma funcio de classe C! e seja ro um ponto de equilibrio de & = f(x).
Mostre que se os autovalores de f,(zp) possuem parte real negativa, entao a solucdo ¢(t) = zg, t € R, é

uniformemente assintoticamente estavel.
Questao 12) Analise a estabilidade da origem para

&1 = x18en(xa) — 31 + 229
To = —x1 + x%

Questao 13) Analise a estabilidade da origem para & + %sen(m) +cx = 0, onde ¢ > 0.

Questao 14) Seja A uma matriz n x n. Mostre que se A possui algum autovalor com parte real
positiva ou se A possui algum autovalor com parte real zero mas que nao possui divisores elementares

simples, entdo a solucado nula de & = Ax é instavel.
Questao 15) Discuta a estabilidade dos pontos criticos de & +z — 23 =0e i —z — 22 =0..

Questao 16) Desenhe o retrato de fase de cada um dos sistemas de EDOs:

. -5 1 . 1 -1 . -4 -1
a)xz(l _5>ZC b)$:<5 _3):U c)xz(l —6>$

. 3 -1 . 0 -1 . 2 1
d)a::<5 _3).75 e)xz(g —6>$ f)x:<_5 _2>x

Questao 17) Considere o sistema nao linear
t=x—x°—zy
g =3y— 3y>— Jay.
Determine todos os pontos de equilibrios e esboce o retrato de fase aproximado em torno dos pontos de

equilibrios.

Questao 18) Seja X 4(t), t € R, a matriz fundamental de & = A(t)x tal que X 4(0) = I. Mostre que
X4 6 continua em A no seguinte sentido: para todo € > 0 e para todo tg > 0, existe um § = (e, tg) > 0
tal que se foto |A(s) — B(s)|ds < ¢ entao | X a(t) — Xp(t)| < €, para todo t € [0, o).

Questao 19) Sejam A, B : R — M,xn(R) e g,h : R — R" fungbes continuas. Se z é uma solucao de
&= A(t)r + g(t) e y é uma solucdo de & = B(t)x + h(t), mostre que para todo ¢ € R e para todo 7 € R,

2 (t) — y(1)] < el AN (r) — y(7)] + / el AWM (| A(s) — B(s)[y(s)| + lg(s) — h(s)|)ds.

T

Questao 20) Seja D uma matriz real nao singular de ordem n. Mostre que existe uma matriz real B
tal que e = D2.

Questao 21) Seja B a matriz dada no Teorema de Floquet, com A(t) real. Se X (t) é matriz funda-
mental real, mostre que B pode ser tomada real se P(t 4+ 27") = P(t), para todo t € R.

-3 0
Questao 22) Calcule os expoentes caracteriticos de y = (A + By, (t))y, onde A = ( 01 ) e By, é

-3 -1
2mm-periédica com By, (t) =0se 0 <t < 2mm — 5 e By (t) = ( ) ) ) se 2mm — 5 <t < 2mm.
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Questao 23) Seja X4(t), t € R, a matriz fundamental de © = A(t)x tal que X4(0) = I e suponha
que t — A(t) seja p—periddica. Mostre que os multiplicadores de Floquet dependem continuamente da

matriz A.



