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Procurando sentido, achei somente uma forma.
— Um porco triste, 2015

1. Categorias, funtores e
transformacoes naturais

1.1. Definicao. Uma categoria C consiste de:

a. Um conjunto de objetos Ob(C que pode ser denotado também pela
mesma letra C.

b. Um conjunto de morfismos (ou setas) Mor C. Cada seta tem origem e
fim que sdo objetos. O simbolo Mor(c, ¢’), ou C(c, ¢’), denota o conjunto
de todas as setas com origem ¢ € C e fim ¢’ € C. Escrevemos ¢ — ¢’ ou
a:c— ¢ nocasode aeC(cc).

c. A composicdo (parcial) de setas C(c’,c”) x C(c,c’) — C(c, "), que
leva (8, @) — (o «, para quaisquer ¢, c’,c” € C. (Em seguida, algumas
vezes, vamos omitir o sinal de composicao, escrevendo Sa.)

d. As setas 1. para todo c € C.

e satisfaz os seguintes axiomas:
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Cl. yo(Boa)=(yop)oa para todos c1, ¢z, c3,¢4 € C, a € Cc1, 2),
RS C(Cz, C3) ey eE C(C3, C4).

C2. lpoa=aeaol.=a paratodo c — .

Existe uma maneira ébvia de definir categoria usando somente setas, na
qual os morfismos do tipo 1. fazem o papel de objetos.

1.2. Exemplos.

1. Set, a categoria dos conjuntos (de cardinalidade limitada; fixada uma
cardinalidade, a categoria Set contém somente conjuntos de cardinalidade
menor), e fungdes entre si.

2. A categoria de relacées Rel, que tem os mesmos objetos de Set. Por
definicdo, R € Rel(A, B) significa R C A x B, isto é, R é uma relag3o.
Para RCAx BeS C B x C, acomposicao S o R é definida pela regra
SoR:={(a,c)|3be B (ab)eR,(bc)eS}. Assim, Rel é Set com
mais setas.

3. A categoria dos espacos topolégicos Esp, com funcdes continuas.

4. Seja C uma categoria. Obtemos a categoria C°P “anti-isomorfa” a C, ou
dual a C, pela troca dos sentidos de setas (ou, melhor dizendo, pela troca
da ordem da composi¢3o).
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5. Seja A um conjunto parcialmente ordenado. Entdo A é uma categoria:
a— b<= a<b. Eclaro que pode existir no maximo uma seta entre
dois objetos dados. Em particular, para um espaco topoldgico X, podemos
definir a categoria Top X := T(X)°P, onde 7(X) é o conjunto de todos os
subconjuntos abertos de X ordenado naturalmente. Assim, para

U,V € Top X, a relacao U — V significa simplesmente U D V.
Denotemos por 1 a categoria que corresponde ao conjunto ordenado de
um elemento e por 2 a categoria que corresponde ao conjunto linearmente
ordenado de dois elementos.

6. A categoria Homot tem os mesmos objetos que Esp, mas os morfismos
sdo as classes homotépicas de morfismos de Esp. Uma variante mais
geral: os objetos tém a forma (E,S), onde E € Espe S C E é um
subespago; os morfismos (E,S) — (E’,S’) sdo as classes homotépicas de
funcdes continuas E —=+ E’ que preservam os subespacos, aS C S,
considerando apenas as homotopias que ndo alteram a restricao da fungdo
para o subespaco.

7. Seja X um espaco topoldgico. Denotemos por 71X a categoria
fundamental de X. Objetos de 71 X sdo pontos de X. As setas sdo as

classes homotépicas de caminhos entre pontos (com extremos fixos).
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8. Seja C uma categoria. Denotemos por C2 a categoria das i
setas de C. Os objetos de C2 s30 as setas ¢ — ¢ em C. Um ac Hl:é/
morfismo entre ¢; — ¢ e ¢} < c) consiste em duas setas Qicé
a LN ¢l e P, ¢} tais que o diagrama a direita seja comutativo.

9. As categorias Grp (de grupos), Ab (de grupos abelianos), Liny (de espagos
lineares sobre um corpo k), CRng (de anéis comutativos), Modg (de médulos
a direita sobre um anel associativo R com unidade), etc.

10. Seja A um anel. Consideremos a categoria Matr A das matrizes sobre A.
Os objetos de Matr A sdo os nimeros naturais, ObMatr A = N. Um
morfismo M : m — n é simplesmente uma m x n-matriz com coeficientes
em A (por conven¢do, para todo n € N, existem uma dnica 0 X n-matriz e
uma dnica n x 0-matriz, ambas nulas).

11. Uma outra categoria C com Ob(C = N : categoria das calcas. Os
morfismos sdo as (classes de homeomorfismo de) superficies cujas
componentes do bordo s3o divididas nas duas partes: inicio e fim. No
desenho abaixo, podemos encontrar 3 morfismos: 0 — 1,1 —2e 2 — 0.
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1.3. Definicdo. Um morfismo «: ¢ — ¢’ é dito isomorfismo se possui
um inverso 3 : ¢ — ¢, isto é, foa =1.eao = 1.. Neste caso, os
objetos ¢ e ¢’ sdo chamados isomorfos. Caso toda seta de uma categoria
seja um isomorfismo, a categoria é dita grupoide.

Um grupoide de um sé objeto é simplesmente um grupo. De fato, todo
grupoide conexo (isto é, entre quaisquer dois objetos existe um caminho
de setas) é feito de um grupo de automorfismos Aut ¢, o grupo de todos
os isomorfismos entre ¢ e ¢, e de uma (n3o dnica) arvore de setas. A
categoria 1. X no Exemplo 1.2.7 é um grupoide. Caso X seja linearmente
conexo, a categoria ;X é conexa. Para p € X, o grupo Aut p é o grupo
fundamental 71 (X, p).
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1.4. Definicdo. Um homomorfismo entre categorias C e C’ é chamado
funtor (covariante) F :C — C' de Cem (' :

F1. F: C — C’ define uma fun¢3o entre objetos (denotada pelo mesmo
simbolo F).

F2. Sejam a, b € C. Entdo F define uma fungdo F : C(a, b) — C'(Fa, Fb)
tal que F(Boa)=(FB)o(Fa)e F1, = 1g,.

Por definicdo, um funtor contravariante F’ : C — C’ é um funtor
(covariante) do tipo F : C°? — C’. Em outras palavras, um funtor
contravariante é um anti-homomorfismo entre categorias.

Assim obtemos Cat, a categoria de categorias, e o conceito de
categorias isomorfas. O (ltimo ndo é muito (til, pois aumentando o
nimero de objetos, perdemos o isomorfismo entre categorias. Por outro
lado, as vezes, precisamos de mais cépias de objetos ...

1.5. Definicao. Os melhores funtores do mundo s3o os seguintes. Seja
C uma categoria e seja ¢ € C. Entdo temos as fungdes

C(c,—) : C — Set, ¢+ C(e, ),

para objetos e
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C(c,—) : C(c1, ) — Set (C(c, c1),C(c, 2)),
(a2 &) ((c - a) = (Boa)),

para morfismos. E facil verificar que obtemos um funtor C(c, —) : C — Set
covariante. As regras

C(—,c): C — Set, '~ C(c,0),
C(_7 C) : C(Cla C2) — Set (C(C2a C)’C(Cb C))a

(a -5 a) > (e -5 ¢) - (Boa))

definem um funtor contravariante C(—, ¢) : C — Set.

1.6. Definicdo. Sejam F,G : C — C’ dois funtores. Uma Fb o
cole¢do t, de morfismos t. : Fc — Gc, com ¢ percorrendo C, aa ?ala
é dita transformacao natural de F para G, e denotada por & o, &

t,: F — G, se, para todo morfismo a 2y bemC, o0 diagrama
a direita é comutativo.
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Intuitivamente, uma transformacao natural t,: F — G é uma maneira
bem natural de obter o valor Gc a partir do valor Fc. Assim
chegamos aos morfismos entre funtores, e Cat(C,(’) torna-se uma
categoria. Aplicando diretamente as definices é facil ver que uma
transformac3o natural t, é um isomorfismo entre funtores se e sé se toda
componente t. da transforma¢ao é um isomorfismo.

1.7. Definicdo. Sejam C e C’ categorias. Dizemos que C e C’ sdo
equivalentes se existem dois funtores F : C —C' e G : C' — C tais que o
funtor G o F é isomorfo ao funtor 1¢ e o funtor F o G é isomorfo ao
funtor 1¢/.

Seja C uma categoria e seja £ C C um subconjunto de objetos. Entdo £
munido de todas as setas de C possiveis é uma categoria chamada de
subcategoria completa de C.

Vamos estabelecer um critério para verificar equivaléncia entre categorias.
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1.8. Critério. Seja F : C — C' um funtor. Denotemos por FC a
subcategoria completa de C' relacionada com a imagem {Fc | c € C}.
Entdo F : C — FC define uma equivaléncia entre categorias se e so se,
para todos c1, ¢, € C, a funcdo F : C(c1, c2) — C'(Fey, Fcp) é uma bijec3o.

A demonstracdo deste Critério 1.8, a qual vamos omitir, pode ser feita em
etapas, provando-se cada uma das seguintes afirmagdes.

Sejam £ C C uma categoria e uma subcategoria completa. Dizemos que &
é um esqueleto de C se, para qualquer objeto ¢ € C, existe um (nico

e € & isomorfo a c. Afirmamos:

e Qualquer categoria possui um esqueleto.

e Qualquer esqueleto de uma categoria é equivalente a categoria original.
e Sejam £ e &' categorias do tipo esqueleto. Entdo £ e £’ s3o equivalentes
se e sé se £ e £ sdo isomorfas.

e Sejam £ C C e & C (' categorias e seus esqueletos. Ent3o C é
equivalente a C’ se e s6 se £ é isomorfo a £'.

O Critério 1.8 é uma consequéncia imediata desta dltima afirmac3o.
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Seja F : C — C' um funtor que faz C e C’ equivalentes. E ficil ver agora
que, para ci, ¢ € C, Fcy e Fcp sdo isomorfos em C’ se e sé se ¢; e ¢ s3o
isomorfos em C.

1.9. Exemplos.

1. Seja k um corpo. Entdo a categoria Matr k (vide o Exemplo 1.2.10) é
isomorfa a um esqueleto da categoria lin, de espacos lineares sobre k de
dimensao finita.

2. Seja V € Ling, onde k é um corpo. Denotemos por DV o espaco dual
para V, DV := Lin,(V, k). Claramente D : Liny — Lin, é um funtor
contravariante. A transformagdo natural o, : 1pin, — DD é dada pela
regra ay - V — DDV, v — (¢ — ¢v). No caso de ling, esta
transformac3o natural identifica V com DDV. A naturalidade diz a que
a identificacao “nao depende da escolha de base”.

3. Existem dois funtores ¢, : 1 — 2, o comeco e o fim da seta em 2.

A prépria seta define uma transformacao natural ¢ — f. Para uma
categoria arbitréria C, a categoria dos funtores Cat(1,C) = C1 é isomorfa a
C e a categoria dos funtores Cat(2,C) é isomorfa a categoria das setas C2.
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Usando os funtores ¢ e f, obtemos os funtores c*, f* : C2 — C. A seta de
2 induz uma transformacdo natural c* — f*.

4. Seja A € CRng. Denotemos por GL, A o grupo de todas as

n x n-matrizes inversiveis sobre A. E facil ver que GL, : CRng — Grp é
um funtor e que det : GL,, — GL; é uma transformac3o natural.

1.10. Definicdo. Um objeto f € C é dito final (universal) se, para todo
objeto ¢ € C, existe um tnico morfismo ¢ — f. O conceito dual tem nome
inicial (também universal). Segue imediatamente da definicdo que um
objeto final (inicial) é tnico a menos de um isomorfismo.

1.11. Exemplos.

1. Seja C uma categoria e sejam ¢, ¢’ € C dois objetos. Definamos uma
nova categoria, ¢ < C — ¢’. Os objetos de ¢ +— C — ¢’ sdo diagramas do
tipo ¢ + x — ¢/, com x € C. Um morfismo de ¢ < x — ¢’ para
c+y—c emc<+ C— c éumaseta x — y tal queodlagramaé
direita seja comutativo. Um objeto final de ¢ < C — ¢’ \ ,
é dito produto de c e ¢’ em C (assim, para dizer que c\i/c
x € C é produto de c e ¢, temos que indicar as setas y

¢ < x — c’) e é denotado por ¢ x ¢’. O conceito dual é denominado

coproduto, e é denotado por c Ll ¢’
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Este dltimo em Esp, ou em Set, é a unido disjunta.
X—Y 2. Seja C uma categoria e seja ¢ € C um objeto. Um objeto da
\c/

categoria C — c¢ de objetos sobre ¢ é qualquer seta x — c,
onde x € C. Sejam x — c e y — ¢ dois objetos de C — ¢. Um morfismo
entre si é uma seta x — y tal que o diagrama a esquerda seja comutativo.
O produto de a — c e b — ¢ nesta categoria é dito produto sobre ¢ ou
produto fibrado ou pullback de a e b, e é denotado por a x. b. Por

exemplo, em Esp, o produto fibrado de X -+ Be Y i) B existe e tem
aforma X xg Y :={(x,y) € X x Y | ax = By}, com a topologia
induzida pela topologia de X x Y. O conceito dual é dito pushout.

3. Sejam C e C' duas categorias. A categoria C x C' tem C x C' como
conjunto de objetos. Para (a,a’),(b,b’) € C x C’, um morfismo entre si é

simplesmente um par (o, o/) de morfismos a —— b e a oy

A composicio é ébvia. Dizemos que um funtor do tipo F:C x C' — (" é
um bifuntor. Por exemplo, é ficil ver que, de fato, os melhores funtores
do mundo sdo bifuntores do tipo C(—, —) : C°? x C — Set. Podemos

também dizer que o funtor C(—, —) é um bifuntor contravariante no
primeiro argumento e covariante no segundo. Por exemplo, o Critério 1.8
trata do isomorfismo natural entre dois bifuntores C(—;—) ~ C'(F—,F—):
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4. Seja C uma categoria e sejam oy, ap : ¢ — ¢’ setas em C. xﬁc&c'
Construimos a categoria cujos objetos s3o setas 5 : x — ¢ g
tais que a1 8 = apfB. Um morfismode x — c paray — céumasetax — y
em C tal que o diagrama a esquerda acima é comutativo. Um objeto final
da categoria construida chama-se equalizador de a3, ap. O conceito dual é
dito coequalizador. Na categoria Ab, o equalizador de a1, as é nada mais
do que o nicleo ker(ag — a).

5. Seja C uma categoria, seja Z uma categoria (de indices) eseja F : Z — C
um funtor (isto é, um diagrama do tipo Z em C). Definamosa g
C FI _— F_]

categoria F — C. Um objeto de F — C é um objeto ¢ € N 4
i J
c

munido de uma cole¢do («;)jcz de setas em C, «; : Fi — c,
tais que o diagrama a direita é comutativo para qualquer i — j em Z.
F Sejam ((ai)iez, c) e ((af-),-ezl, c’) dois objetos de F — C. Um
O‘/ \O“i morfismo entre si é um morfismo ¢ — ¢’ compativel com os
/ L . . ) :
¢ € a’s, isto é, tal que o diagrama a esquerda é comutativo para
todo i € Z. Um objeto inicial de F — C é dito limite indutivo de F ou

limite direto de F ou colimite de F, e é denotado por IiLn Fi.
ieT
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Este conceito é mais geral do que os mencionados nos Exemplos 1.11.1,
1.11.2 e 1.11.3 : caso Z seja uma categoria de dois objetos sem setas,
o colimite é o coproduto do Exemplo 1.11.1; caso Z seja a categoria
-4+ — -, o colimite é o pushout do Exemplo 1.11.2; caso Z seja a
categoria - = -, o colimite é o coequalizador do Exemplo 1.11.3.
O conceito dual (para obter o conceito dual, trocamos somente o sentido
das setas em C, mas nd3o em Z; as vezes, para obter um certo co-conceito,
precisamos mudar também a categoria de indices) tem nomes limite ou
limite inverso ou limite projetivo, e é denotado por IL@ Fi.
Dois exemplos ilustrativos: i€l
Considerando uma fung¢do mondtona f : A — B entre os conjuntos
parcialmente ordenados A e B como um funtor entre as correspondentes
categorias, temos lim f(a) = inf f(a) e lim f(a) = sup f(a).

acA acA €A acA
Denotando por w o conjunto de todos os niimeros naturais N munido da
sua ordem usual, consideramos o funtor F : w°? — CRng dado por
i Z/p'Ze(i—j)— (Z/p'Z — Z/PZ) com o bvio homomorfismo,
onde p é um ndmero primo. Entdo Z, := Ii@ Fi é o anel de nimeros
p-adicos. fewep
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Podemos exibir o anel Z, como o subanel em [] Z/p'Z formado pelas
ieN

sequéncias (a;)ien tais que Z/p'T17Z > ajy1 + a; € 7/ p'7 para todo

i eN.

Usando (co)limites, podemos introduzir também (co)produtos infinitos.

Estes correspondem a uma categoria discreta de indices, isto é, a uma

categoria sem setas nao-triviais.

6. Objetos ou construgdes universais (como produtos, ou mais

geralmente, limites), caso existam, geram funtores. Por exemplo,

suponhamos que numa categoria C sempre exista o produto de dois

/
objetos. Pela universalidade do produto, duas setas a —s b e a’ — b’

induzem a seta a x @ 2% b x b'. Em outras palavras, obtemos um
bifuntor — x —, o produto. Note que este funtor depende das escolhas
feitas para os “valores” de a x a’. Pela universalidade do produto, funtores
induzidos por atribuir valores diferentes arbitrados para o produto s3o
isomorfos em toda componente e, portanto, sdo isomorfos. E facil verificar
que o produto é associativo. Mais exatamente, os funtores (— x —) x — e
— X (= x —) s&o isomorfos. No mesmo sentido, o produto é comutativo.
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Em seguida, para qualquer morfismo «, denotamos por dom « e cod @ 0
s . s ® . «
dominio e codominio de . Assim, dom o« — cod a.
O anel de nilimeros p-adicos Z, da

F cod a uma dica suficiente para demonstrar o
y %a seguinte lema.
oo .12, . 1 :
| _e 1 F [[ Feoda 1.12. Lema. Seja F Z—>'Cum
ierT 02 eNor T funtor. Suponhamos que existem os
Wdomai lﬂa produtos [[ Fie J] Fcoda
Fa i€l ac€MorZ
F dom « Fcoda em C. Entdo o limite lim Fi é nada
+——
ieT

mais do que o equalizador de o1 e ap no diagrama a esquerda m

1.13. Definicao. Dizemos que uma categoria C possui todos os limites

finitos se, para qualquer funtor F : Z — C com a categoria finita de

indices Z (isto significa que Z tem um ndmero finito de objetos e setas),

existe o limite ILrp Fi. (A definicdo dual trata de categorias que possuem
i€z

todos os colimites finitos.) Uma categoria C ¢ dita (co)completa se

existem todos os (co)limites em C.
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1.14. Corolario. Uma categoria possui todos os limites finitos se e s6 se
ela possui um objeto final, equalizadores de quaisquer duas setas e
produtos de quaisquer dois objetos. Uma categoria é completa se e s¢ se
ela possui um objeto final, equalizadores de quaisquer duas setas e
produtos de qualquer familia de objetos m

1.15. Exemplos.

1. Sejam A € CRng e My, M, € Mod,. Consideremos a categoria cujos
objetos s3o funcoes A-bilineares b : M; x M, — X, onde X € Mod,
estd variando; um morfismo de b : M; x M, — X para

b My x My — X' é um homomorfismo h: X — X’ de A-médulos tal
que hb = b’. Um objeto inicial nessa categoria € dito produto tensorial e
¢ denotado por My ®4 M,. Assim, temos uma funcdo A-bilinear

b: My x My — My ®a My que denotamos por m; @ my := b(my, my),
chamando m; ® my, tensor simples. Em outras palavras, o A-mddulo
M; ®a My (junto com my ® my) é um lugar universal para valores das
funcoes A-bilineares de My x M, : qualquer outra funcdo A-bilinear de
My x M, para algum A-médulo é a composta de ® com um (Uinico)
homomorfismo de A-mddulos.
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Utilizando o Corolario 1.14, é facil demonstrar a existéncia do produto
tensorial. De acordo com o Exemplo 1.11.6, o produto tensorial é um
bifuntor. Escapando referéncias a uma construcao concreta,
entendemos melhor o comportamento deste funtor. Usando tal
refrdo, podemos estabelecer os seguintes isomorfismos naturais.

e ARAM=M, a®@ m— am.

o My @a My = My @p My, my @ ma — mo @ my.

o (My®a M) ®a Mz~ My @4 (Mo @4 M3),

(m1 ® m2) @ mz— m K (m2 (124 m3).

° MOdA(Ml ®a Mo, M3) ~ Mod,z (Ml, MOdA(MQ, M3)),

i <m1 > (m2 — p(m ® mz))) com a inversa dada por

jiY— (m1 X my — ¢(m1)(m2))
° MOdA (M2, MOdA(Ml, M3)) ~ MOdA (Ml, MOdA(Mz, M3))

Como um exemplo, demonstramos a peniiltima afirmacdo. Sendo a

expressdo p(my ® my) trilinear em my, my, , a fungdo i é bem definida e
é um homomorfismo de A-médulos. A expressdo 1)(my)(m2) é trilinear em

m1, mp, v, onde 1) € Moda (M1, Moda(M,, M3)). Pela propriedade

universal do produto tensorial, a regra my ® my +— 1(my)(m2) determina
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univocamente um homomorfismo de A-mddulos ¢ : M1 ®4 My — Ms.
Pela unicidade, é facil ver que a fun¢do dada por ¥ — ¢ é um
homomorfismo de A-mdédulos. Com efeito, sejam

?,Z),¢/ € Mod,4 (Ml, MOdA(M2, M3)) e ac A Entdo

©:mp @ my— P(m)(myp) e ¢ m ® my— Y'(my)(my) implicam
@+ ¢ m @ my = P(mr)(m2) + ' (my)(m2) = (4 + ") (m)(m2) e
ap 1 my @ my > a((my)(m2)) = (ay)(m1)(mz). Temos

joi:gpr—>(m1®m2'—>80(m1®m2))7

ioj i1 (m1 = (mo w(m1)(m2)))a

como desejado.
2. Sejam A € CRng, M € Mod, e d € N. Consideremos a categoria cujos
objetos sdo fun¢des A-multilineares simétricas com d argumentos em M,
p: M9 — X, onde X € Mody, esta variando. Ser p simétrico significa
que p(mi,...,mg) = p(My1, ..., Myq) para quaisquer my,...,mg € M e
qualquer permutacdo o : {1,...,d} — {1,...,d}. Um morfismo de
p: M9 — X para p' : M? — X’ é um homomorfismo h: X — X’ de
A-médulos tal que hp = p’. Um objeto inicial nessa categoria ¢ dito
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d-ésima poténcia simétrica de M e é denotado por Symf‘ M. E imediato
que Sym4 M é um funtor em M. O produto (comutativo) my ... my é,
por definicio, a imagem de (my, ..., my) € M9 pela funcio

p: M — Symf\ M. Caso M seja um A-méddulo finitamente gerado,

M= giA+---+ gpA, o A-médulo SymfZ\ M é gerado por todos os

“mondmios comutativos” de grau d em gi,...,g,. Se g1,...,8n S30
geradores livres de M, o A-médulo Symf‘ M é formado por todos os
polindmios homogéneos de grau d em gi,..., g, com coeficientes em A.
Assim, a soma direta Sym} M := a/@o Sym¢9 M, chamada &lgebra

>
simétrica de M € Mod4, é nada mais do que a dlgebra de polinémios
Algi, ..., &n| caso M seja livre de posto n.

3. Sejam A € CRng, M € Mod4 e d € N. Consideremos a categoria cujos
objetos s3o funcdes A-multilineares anti-simétricas com d argumentos em
M, p: MY — X, onde X € Mody esta variando. Ser p anti-simétrico
significa que p(mz, ..., myg) = 0 para quaisquer my, ..., mg € M dos quais
pelo menos dois s3o iguais. Um morfismo de p : M9 — X para

p M — X" é um homomorfismo h: X — X' de A-médulos tal que

hp = p’. Um objeto inicial nessa categoria é dito d-ésima poténcia
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exterior de M e é denotado por /\‘j\ M. E imediato que /\f\ M é um funtor
em M. O produto m; A --- A my é, por definicdo, a imagem de
(m1,...,mg) € M9 pela funcio p: M9 — /\f\ M. Caso M seja um
A-médulo finitamente gerado, M = gtA+ - -+ + ghA, o A-médulo /\f\ M é
gerado por todos os “mondmios anti-comutativos” de grau d em
gi,---,& Em particular, caso n = d, o A-médulo /\Z M é gerado por
giN--Ngy Caso gi,...,84 sejam geradores livres de M, o A-médulo
/\dA M tem posto 1 com o gerador livre g1 A -+ A gg. (Equivalentemente,
este fato significa que a paridade de permutagido é multiplicativa.) Sendo
/\dA um funtor, qualquer endomorfismo h: M — M de um A-médulo livre
de posto d induz o endomorfismo A9h do A-médulo livre /\f\ M de

posto 1. E f4cil ver que tal endomorfismo tem que ser a multiplicacio por
um elemento apropriado a € A. Denotando det h := a, obtemos

det(hh’) = deth - det h'.

AaM:= D /\Z M é a algebra de Grassmann de M € Mod .
d>0
4. Seja h: A — B uma seta em CRng. Ent3o temos os funtores

— ®a B:Modyg — Modg e E : Modg — Mod,4. O segundo € o funtor
de esquecimento que considera qualquer M € Modg como A-médulo
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com respeito ao homomorfismo h.

5. Sejam A€ CRng e S C A. Consideremos a categoria cujos objetos s3o
setas h: A — X em CRng tais que todos os elementos de hS s3o
inversiveis em X; um morfismo de h: A — X para i : A — X’ é uma seta
a: X — X’ em CRng tal que ah = h'. Um objeto inicial nessa categoria
é dito localizagdo de A em S e é denotado por i : A — A[S™!] ou por
i:A— S A Note que ST1A~ 51A onde 5 denota o fecho de S
relativamente a multiplicagdo. Por isto, em seguida, sempre assumimos
que SSC S5 L

Para M € Mod,, denotemos S™IM := M @, S~ 1A € Modg-1,4. Assim,
obtemos o funtor de localizagdo S~! : Mod, — Modg 1, e uma
transformagdo natural /,: Imed, — E © S~ dada por M — M ®, SLA,
m+— m® 1. Abusando da notacdo, as vezes escreve-se a no lugar de ia e
m no lugar de iyym. Usando a propriedade universal da localizag3o, é facil
provar que todo elemento de S™'M tem a forma ms™—! para alguns
meMeseSCA. Elementos ms~t, m's’™t € S~IM sio iguais em
S7IM se e s6 se existe s” € S tal que (ms' — m's)s” =0 em M.
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6. Frequentemente, construcdes universais sdo induzidas pelas construcoes
andlogas em Set. Por exemplo, podemos definir o produto ¢ x ¢’ do modo
seguinte. Sabemos que, de fato, todo morfismo para o produto,

x — ¢ x ¢/, ndo é nada mais do que um par de morfismos x — c e

x — ¢’. Assim, temos uma bijecdo C(x,c x ¢’) = C(x,¢c) x C(x,c’). Na
verdade, esta é um isomorfismo entre funtores C(x*,c x c’) e

C(*,c) x C(x,c’) (dois argumentos *'s no segundo funtor sdo tratados
como iguais). Em outras palavras, o produto é um objeto f € C que
produz um isomorfismo dos funtores C(*, ¢) x C(x,c’) ~ C(*,f). Como
saberemos na préxima sec3o, este f, através do isomorfismo natural, serd
munido de setas ¢ < f — ¢’ que tornam f o produto.

1.16. Estruturas algébricas em uma (G x G) x GE+G x (G x G)
categoria dada. Seja C uma categoria f4 X 1Gl llc X [
e seja G € C. Caso C = Set, podemos GxGHE ctLGxa
definir uma estrutura de grupo em G do modo seguinte. Sejam dadas trés
setaspu: GxG—G,i:G— Gee:f— G (multiplicagdo, inverso e
unidade, respectivamente), onde f é um objeto final em C (neste caso de
Set, qualquer conjunto de um elemento). A associatividade de p significa

.. . . t
a comutatividade do dlairama aC|mai onde iG X G)x G — G x(GxG)
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é o isomorfismo natural (a associatividade do produto). A propriedade da
unidade pode ser escrita como a
comutatividade do diagrama a esquerda, onde
fxG— G+« G x f sdo isomorfismos (por

G exemplo, observemos que G, munido das setas

eX]ﬁvGXG 1c;><e
fxG HJ G xf

f%GgG,éoprodutodefeG). ( (,1)G
. . . 9 I7

A propriedade do inverso tem a forma do diagra- l Ge l o ¢ l

ma comutativo 3 direita acima, onde (a, 3) de- G f

nota um morfismo que aparece no diagrama a C

direita pela propriedade do produto. i>b

Usando os mesmos diagramas numa categoria

arbitraria C, obtemos o conceito de grupo na categoria C. Exemplos sdo
grupos topoldgicos (grupos em Esp), grupos de Lie (grupos na categoria
de variedades diferencidveis), grupos algébricos, fibrados de grupos (grupos
em categoria do tipo C — ¢, onde C é uma categoria de espacos
topolégicos e ¢ € C; por exemplo, caso C = Esp, um grupo sobre B € Esp
€ uma funcao continua G — B tal que a imagem inversa de todo ponto
tem estrutura de um grupo topoldgico e as operacdes sao globalmente

continuas).
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O conceito dual tem nome cogrupo. Um exemplo interessante de cogrupo:
denotemos por Homot, a categoria homotdpica de espacos topoldgicos
com um ponto x* distinguido (os morfismos sdo fun¢des continuas que
preservam o ponto distinguido e sdo consideradas a menos de uma
homotopia que também preserva o ponto distinguido). Nesta categoria,

o coproduto V é a unido de dois espagos com os pontos distinguidos
identificados. Para a esfera S” temos a comultiplicacao S" — S" VvV S” que
leva o “equador” S"~1 C S" passando por  para o ponto x de S” vV S”,
uma counidade e : S” — * que leva toda a esfera S” no ponto * e uma
coinversa i : S" — S" que “inverte” a esfera S"” em relacdo ao ponto * por
uma simetria. E facil verificar que S" é um cogrupo.

+ 1.17. Observacao. Seja C uma categoria e seja

{ dado um diagrama & esquerda em C. Suponhamos
X// X/ X . . /

g > que existam os produtos fibrados x' X, t e
X" X (X' X5 t). Entdo X" X, (X' Xxt) = X' X0 (X' Xx t)>xX X\ t>t
x" X, t com respeito ao diagrama comu- b ’ '
AR X' x—x

tativo a direita m
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Exercicios

1. Prove todas as afirmacdes cujas demonstracdes foram omitidas nas
notas de aulas.

2. Seja G € Grp. Denotemos por

Centre G := {g € G | gx = xg para todo x € G} o centro do grupo G.
Considerando apropriados homomorfismos ¥ — Y3 — Y5 de grupos
simétricos, prove que G — Centre G é um funtor do formato Grp — Ab.
3. Seja C € Set. Denotemos por 2¢ := {S | S C C} o conjunto de todos
os subconjuntos de C. Serd que C + 2¢ é um funtor?

4. Encontre dois funtores Fy, F, : Grp — Grp tais que F;G = G para
todos i =1,2 e G € Grp.

5. Seja S € Set. Definamos evx : Set(S, X) x S — X pela regra

(f,s) — f(s). Prove que ev, é uma transformac¢3o natural.

6. Sejam F, G : C — C’ funtores. Mostre que uma transformacio natural
t.: F — G é nada mais do que um funtor t : C x 2 — C’ tal que

t(—,0) = F e t(—,1) = G, onde 2 é a categoria com 2 objetos 0,1 e uma
Unica seta ndo-trivial 0 — 1.
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7. Supondo que os indicados produtos e coprodutos existem, encontre
uma transformagdo natural (a x c)U (b x ¢) — (all b) x c. Essa é sempre
um isomorfismo?

8. Sejam C,(C’ categorias. Estabeleca isomorfimos de categorias
Cat(C,(’)°P ~ Cat(C°P,(’°P) e Cat(C,('°P)°P ~ Cat(CP,(’).

9. Denotemos por D a categoria com 3 objetos e apenas duas setas
ndo-triviais -+ — - < -. Seja C uma categoria, F : D — C um funtor, c € C
e Ac: D — C um funtor constante relacionado com c (isto significa que
A, manda todos os objetos para ¢ e todos os morfismos para 1.).
Descreva de um modo simples todos as transformacées naturais do tipo
A. — F. (Serd que ja encontramos este animal?)

10. Uma categoria C é pré-ordem se, para todos ¢, c’ € C, existe no
mdaximo um morfismo ¢ — ¢’. Denotemos por Preord a subcategoria
completa de Cat formada por todos as pré-ordens. Mostre que Preord é
fechada relativamente a produtos.

11. Descreva os (co)produtos nas categorias Matry e Preord.
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12. Sejam A, B,C € CRng e A +— C — B setas em CRng. Entdo

A, B € Mod¢. Prove que A®¢ B € CRng é o pushout.

13. Encontre uma defini¢do adequada da multiplicagdo em Sym} M e em
Ao M.

14. Sejam G, G’ € C grupos em C. Defina um homomorfismo G — G'.
15. Um monoide é um conjunto M munido de uma operac¢do bindria -
associativa que possui unidade. Dizemos que um monoide M age sobre
um conjunto S quando é dada uma operac3o bindria M x S — S tal que
los=sempo(myos)=(my-my)os para todos my,m € MeseS.
Seja C uma categoria. Defina monoide em C. Defina a¢do de monoide em
C sobre um objeto de C.

16. Seja C uma categoria. Defina uma categoria em C.
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