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5. Categorias derivadas

5.1. Categoria de fracoes. Seja C uma categoria e seja S C MorC uma
colecdo de morfismos. Procuramos descrever explicitamente a categoria
de fracdes C[S™!], ou seja, um funtor universal @ : C — Q que manda
todo s € S para um isomorfismo em Q. Em geral, este problema é
complicado. Mas, se exigirmos algumas condicGes que permitam escrever
qualquer colecdo finita de “fracdes” na forma com um “denominador
comum”, o problema pode ser resolvido. No que se segue, introduzimos as
condi¢cdes mencionadas e construimos a categoria de fragdes. Os
resultados serdo aplicados as categorias K*C e Kom* C.

Sem perda de generalidade, vamos supor que S é fechado relativamente a
composicdo (quando definida) e que 1. € S para todo ¢ € C. Para lidar
com os denominadores a direita, precisamos das seguintes duas condi¢Ges:
A. Para todos f € MorC e s € S, existem f' € MorC e s’ € S tais que
fs' = sf’.

B. Para todos fi, > € MorC e s € S tais que sf; = sf, existe s’ € S tal
que s’ = hs'.

- . _ -1
Informalmente, a condicio A permite reescrever s=1f na forma f’s’~=.
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Nos diagramas relacionados as categorias de fra¢des, exibimos morfismos
de S utilizando setas duplas e morfismos a ser construidos utilizando setas
mais finas. Assim, os diagramas abaixo a esquerda exibem as condi¢Ges A
e B. Os diagramas abaixo a direita ilustram as condi¢cdes A’ e B/, duais a
AeB.

Supondo que as condicdes A e B s3o viélidas, vamos construir a categoria
C[S™!]. Os objetos sdo os mesmos como em C. Um morfismo

¢ € C[S7Y](ct, c2) é um par de morfismos em C do tipos:c — ¢y e

f 1 ¢ — ¢, denotado por ¢ := fs~! e considerado médulo a seguinte
relacdo de equivaléncia.
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¥ Se o primeiro diagrama a esquerda é comutativo, dizemos

% que fs~1 é equivalente a ﬁsl_1 e escrevemos 7‘151_1 ~ fs 1,

81 i A relagcdo ~ introduzida deste modo ¢é reflexiva, mas ndo é
simétrica. A relagdo simétrica (e reflexiva) fis; ' ~ s, !

52 f2 corresponde ao segundo diagrama comutativo a esquerda.

Provemos que ~ é transitiva. A comutatividade do diagrama

S1
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considerado inicialmente sem setas finas significa que flsl_l ~ 1‘252_1 e
f252_1 ~ f353_1. Pela condicdo A, podemos achar s’ € S e f’ tais que
fs' = sf’. Portanto, sy(bs’) = sy(af’). Pela condi¢do B, podemos
encontrar s” € S tal que (bs’)s” = (af’)s”. Denotando por s” a seta s's” e
por f' a seta f's”, podemos ver que o diagrama com as setas finas é
comutativo (a seta s” pode ser desconsiderada). Agora, utilizando o par
de setas (cs')(fs') ! (note que fs' € S), é facil verificar que fis; ! ~ f3s3 .
Definimos o produto (fis; )(f2s, *) como
(ff)(s2s)7, onde os morfismos f e s € S no
S2 S diagrama comutativo a esquerda s3o obtidos pela
51 condicdo A. Para provar que essa definicdo é
correta, devemos verificar que o produto fica equivalente nas seguintes trés
circunstancias:

S

1. escolhemos outros f e s € S quando utilizamos a condigdo A,

2. trocamos por equivalente o fator flsl_l,

3. trocamos por equivalente o fator fgsgl.

Trocando um fator por outro equivalente, é suficiente usar a equivaléncia
mais elementar do tipo fis; ' ~ (fig)(s1g) ™!, exibida no primeiro

diagrama relacionado a ~, onde s;g € S.
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O diagrama acima trata do caso 1 (tome g = 1) e do caso 2. Dado este
diagrama comutativo sem setas finas, construimos, pela condicdo A, setas
" es” €S tais que s's” = sf”. Sendo s1(ff") = s1(gf’s”), pela

condi¢do B, construimos uma seta sp € S tal que (ff”)so = (gf's”)so.
Denotando por s” a seta s”sy e por f” a seta f”sp, obtemos o diagrama
comutativo com setas finas (a seta anterior sp estd desconsiderada). Deste
diagrama, é facil ver que (ff)(s2s)~t ~ (figf’)(s2s") .
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O diagrama acima, comutativo sem setas finas, trata do caso 3. Pela
condicdo A, construimos setas f” e s” € S tais que gs's” = sf”.
Observando que s1(ff”) = s1(f’s”), pela condigdo B, construimos uma
seta sp € S tal que (ff")sp = (f's”)sp. Denotando por s” a seta s”sp e por
" a seta f”sy, obtemos o diagrama comutativo com setas finas (e com a
seta sp retirada). Agora, é facil ver que (f1f)(s2s)~t ~ (Af')(shs') L.
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I3 f2 1

O diagrama acima a esquerda mostra que a multiplicacdo introduzida é
associativa. Dois diagramas acima a direita mostram que os morfismos do
tipo 1.1 servem como unidades. Assim acabamos de construir a
categoria C[S71].

O diagrama acima 2 esquerda mostra que ss—! ~ 117! para todo s € S.
Agora dois diagramas acima a direita mostram que o morfismo 1s~! é o
inverso de s171,
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Definimos Qf := f1~1. O diagrama a esquerda

1 /2 mostra que @ é um funtor Q : C — C[S7!]. J4
1 f1 sabemos que Qs é um isomorfismo para todo s € S.
f2 1 Para concluir que a categoria C[S™!] é a desejada,

basta observar que, apds aplicar qualquer funtor que manda todo s € S
para um isomorfismo, a equivaléncia se torna a igualdade e o produto
definido acima se transforma no produto usual.

Utilizando a condicdo A e a definicdo da equivaléncia, é facil ver que
qualquer colec3o finita de morfismos em C[S™1] com a mesma origem
pode ser escrita com um denominador comum, isto é, para quaisquer
morfismos st_l iCc— ¢ em C[S7Y,j=1,2,...,n, existem morfismos

-1

gi'sesc S emC tais que ij-sj_l = gjs~! em C[S™!] para todo j.

Suponhamos que C é uma Ab-categoria. Sejam 1, o € C[S7Y](c, ).
Escrevemos 1 e 2 com um denominador comum, ¢; = ij-s_l, s S,
e definimos 1 + @ := (A + f)s~L. Vamos verificar que essa defini¢do
independe da escolha de denominador comum. Suponhamos que

6-5_1 ~ g,-t_l parat € S e todo j = 1,2. Entdo temos um diagrama
comutativo sem setas finas, onde as setas f; e g1 participam nas faces
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g1

frontais e as setas f, e g» participam nas faces de fundos. Pela

condicdo A, encontramos setas f e s3 € S tais que s153 = spf. Temos
s(his3) = s(haf) e t(kis3) = t(kof). Utilizando duas vezes a condi¢do B,
podemos supor que o diagrama com setas finas (e sem a seta sp) é
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essencialmente comutativo. Dai segue que (f; + H)s™! ~ (g1 + g)t L.
Claro que, nesta situacdo, o funtor Q : C — C[S™!] é aditivo.

Sejam dadas uma categoria C e uma colecdo de morfismos S C MorC que
satisfaz as condicdes A e B. Seja Cp C C uma subcategoria completa tal
que a colecdo de morfismos Sp = S N Mor Cp também satisfaz as condi¢des
A e B. Adicionalmente, suponhamos que vale a condicdo

C. Para todo morfismo s : ¢ — ¢g em S com ¢ € Cp, existe um morfismo
g:¢y— cemC com ¢y € Cg tal que sg € S.

¢y, O diagrama 2 esquerda exibe a condi¢do C. O dia- 06

50 ¥\ g grama a direita trata da condi¢do C’, dual a C. Nesta sy A g

Co& situagdo, obtemos um funtor / : Co[Sy ] — C[S™1] COA
no diagrama comutativo abaixo a esquerda pela

universalidade de Co[Sy ).

Co c Provaremos que / € a equivaléncia
l com sua imagem, ou seja, que a ¢, c
CO[S()_l]IH s categoria Co[Sy '] é de fato uma

subcategoria completa em C[S71]. sh
Pelo Critério 1.8, basta mostrar que, para quaisquer
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co, ¢ € Co, a fungdo I : Co[Sy (o, ) — C[S™(co, clf) é bijetora. Pela
condi¢io C, para todo morfismo fs~1 € C[S7](cp, c}), onde s: c — o
pertence a S, podemos encontrar um morfismo g : ¢; — ¢ em C com

cy € Co tal que sg € Sp. Logo, s~ ~ (fg)(sg)~t. Concluimos que / é
sobrejetivo no nivel de morfismos. Sejam dados morfismos

fo’s(’)*l, fi'syt e Co[Sy (o, cf) equivalentes em C[S™1],

fo’s(’)_1 ~ 0”5(’)’_1. Isto significa que o diagrama acima a direita sem seta
fina é comutativo. Pela condi¢cdo C, encontramos uma seta g € Mor C tal

que sg € So. O resto segue do diagrama m

5.2. Cone e cilindro. Agora estudaremos em detalhes as categorias
Kom™*C e K*C, onde C é uma categoria abeliana. Definamos o funtor de
shift por n € Z. Seja K* € Kom*C. Fagamos K[n]' := K" e

d;'q,,]. = (—1)"dps’. Para um morfismo f*: K*— L*em Kom* C, fagamos
fln]" = fni, E imediato que [n] € um funtor e que morfismos

homotdépicos f* ~ g* geram morfismos homotdpicos f[n]* ~ g[n]*.
5.2.1. Observacao. Pela convencdo presente logo apds a Definicdo 2.17,
Ker(—h) = Ker h, ker(—h) = ker h, Co(—h) = Co h, co(—h) =coh e
Im(—h) = Im h para todo morfismo h em C. Dai segue
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(vide o Lema 3.2.4 e as definicGes dos funtores B*, 7*, H® e das correspon-

dentes transformacdes naturais jys, e, Bis) que B' K[n]*=B™ K*,

Zi K[n]°_ Zn+i K Hf K[n] Hn+l K* Co dK[ = — Co d;fi,
jfi([n]‘ = (= 1)’712?' aK[n]' = a’;f.’, 5K[,,]- =(-1)" ,'}f", o morfismo

K[n]'=t — B K[n]* coincide com o morfismo K"+=1 — BrtiKe,
o morfismo 7! K[n]* — H' K[n]* coincide com o morfismo
7"t K*— H™ K* e o morfismo K[n]" — Co d Ko ]. coincide com o

morfismo K"t — Co d,’}f' l'm

A qualquer morfismo 7*: K*— L*em Kom™* C associamos o cone
Cf*e Kom*C de f*e o cilindro Cylf*e€ Kom™C de f*:

. K1) . dS 4 0
C fl.= o d fo = |: KM . :| 5
Li C fl1]® ds
p leg” dre —1 0
Cylf':= & = K[, digypei=| O de. 0
Cf’l @ y .
Li 0 f[1].
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O fato que C f*, Cyl f* € Kom® C segue de f[1] " dj ;. + djH (1] =

—fiF2d it 4 diT I = 0 e de —d) b — d;i<[1]' = 0. E fcil ver que as
setas nas linhas do diagrama
dre:=1[10 (9]
0~ K[1]*~~ [ ]Cf" L*~0
. 0
1Cf.l afo = |:0:|
010 1
[007]

0+ Cft e Cylfre—K* =0
o

f'o

Ku

Bre:=[f01]
Y
LQ
chamado C-Cyl-diagrama, s3o morfismos de complexos. Obviamente,
estas linhas sdo exatas. As setas oy, e 7. no diagrama comutativo
também s3o morfismos de complexos, pois

die =1 0
0 d,'ql]. 0
0 f1]* d’,

1xe

[feo1] = [fodye —f+f[1* d}] = d].[Fr01].
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o O cone e o cilindro s3o funtores e o C-Cyl-diagrama é
K; —1~ L] funtorial em f. Realmente, seja m := (k*,/*) um morfismo
lk. /.l entre as setas ;' : K] — L] e f; : K5 — L3. Definamos

f‘.

k
K; —2~15 Cm:= [ [1° O.} e Cylm:= {g k[1]® /.} Os fatos seguem

]

por uma verificagdo direta.

oo
ooo
oo

Obviamente, 37.a7. = 1,e. Para a homotopia h* dada por h*:= [
temos
1Cy1 fe + d(.lyl fch.+ h.déyl fo =
100 -100 Q 00 000 . e
= [010] + | —dre 00| 4 | dge 10| = [0 oo} = zef3fe.
001 f* 00 0 00 feo1

Vamos verificar que o morfismo composto C f*— K[1]* — L L[1]* é homo-

tépico a 0 com a homotopia hy de C f* para L[1]* dada por h] = [0 1].
Realmente, dL[1]°h + hid} e = [f[ll' et ] = [fl11*0] é igual ao
morfismo composto em quest3o.

Resumindo, chegamos ao

5.2.2. Lema. C e Cyl sdo funtores. O C-Cyl-diagrama é comutativo,

funtorial em f* e com linhas exatas. Além disso, Bfe0t;e= 1pe,
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a}.ﬂ;. ~ lcyire € @ composta C f*— K[1]° ﬂ; L[1]* é homotdpica a0 m

Seja h*: f*— g*uma homotopia entre os morfismos f*, g*: K*— L® isto é,
f=g"+ djuh+ hdje. Definamos C b= [L9] e Cylh:= [0 18],

5.2.3. Lema. Sejam f*, g*: K*— L* morfismos e seja h*: f*— g* uma
homotopia. Entdo C h* e Cyl h* sdo morfismos e os diagramas

0« K[1]*+ CFreL® +0 0« Cf*eCylf*—K*<0
Lee| O] Lie) Che| Oyl 1xe)
0+ K[1]* ~ Cg*~L* ~0 0+ Cg*~ Cylg*~K*+0

sdo comutativos.

Demonstracdo. De dy ;. = —dj. segue a igualdade g[1]*+ d/.h* =
h.d/.<[1]' + f[1]* Portanto,

d;:[u' 0 [1.0] — d;:[u' 0
gl]® a7, |Lh*1 gll]*+d}he ds

e O] _ [49] Iiye O
hdet F1% e UL e g
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de -1 0 L oo dee -1 0
0 di . 0 oi10/=1]0 dd e 0| =
Ku® 0 el K .
0 g[i]* d,. 0 g[l]*+d.h*d),
dre -1 0 d -1 0
K . 100 K
= 0 dKl. 0 = 1010 0 d ° 0
. . 0 h®1 K
0 h%dy e tfl1]° dje 0 f[1]* d,

, . 100
Além disso, [ 9118391 =[949] =18591(028]

5.2.4. Lema. Seja f*: K*— L* um morfismo. Entdo o morfismo
H' C f*— Ht! K* induzido pela sequéncia curta exata
0 — K*— Cylf*— Cf*— 0 coincide com —H' ;. : H' C f*— H' K[1]".

Demonstracdo. Por (3.3.1), o morfismo H' C f*— H'*! K* é o tnico
morfismo que faz o diagrama a esquerda comutativo, onde o morfismo ¢ do
Lema 2.22 (da serpente) é dado pela regra (2.22.2).

i fe i+1 K*
HC H Utilizando o diagrama abaixo, onde as setas ponti-

o

0

- . C 00
Ihadas sdo respectivamente a injecao vy := [1 0} ea
7' ¢ f*—~Co df. o

projecdo [100] dos biprodutos, podemos calcular
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Jkerd(gf.
. -0 ;
0— K Cylfl===Cf'—0
dice Jdéylf' Jdéf'
v [1o0] _ .
0— Kitl====Cyl f+l— C fitl—0
codlce
Cod,"<.
de -1 0 00
d =codye[100] | O diye O [é?} ker dg, o =
0 gl1] dis

= codjca[-10]ker dé fo = CO d;}.(—é;.) ker dé fo.
Portanto, pela Observacdo 5.2.1, o morfismo H' C f*— H Tl K*=

H' K[1]* em questdo € o tnico no diagrama comutativo abaixo a esquerda

que, por sua vez, faz parte do diagrama comutativo abaixo a direita.
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7 K[1]* -0 K[1]°

Hi C fo Hi K[]_]‘ ZI(_(SV ker d”<[1]0 HI(_é;./( ;
. . OK)e

O‘IK[I]' ZI C f‘o 2 HI C f‘o
ZiCf Codizl j O 1
. ke kerdin K —— M Codll,
Cfl— ’ ' i-1
f! - - Cod/ 7e
¢ co dgfl. °%r

Este dltimo expressa uma parte da naturalidade do diagrama do
Lema 3.2.4 em relagdo ao morfismo —d7. m

5.3. Triangulos em K*C. Seja C uma categoria abeliana. Do ponto de
vista cohomoldgico, o conceito de sequéncia curta exata em Kom* C n3o
parece muito adequado (em K*C este ndo faz muito sentido). Por
exemplo, os morfismos 5;5 na sequéncia longa exata s3o definidos de
maneira sofisticada, o que dificulta o cdlculo de cohomologias e de
morfismos entre si. Um outro defeito é que n3o podemos incluir um
morfismo arbitrario entre complexos numa sequéncia curta exata.

Um conceito mais simétrico, e portanto mais adequado, é o de tridngulo.
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5.3.1. Definigdgo. Um morfismo f* na categoria Kom™ C ou K*C se
chama quase isomorfismo se H' f* é isomorfismo para todo i.

5.3.2. Definicao. Seja K uma categoria munida de um automorfismo
[1] : £ — K. Um diagrama do tipo K SRR Sy — K[1]

se chama triangulo em . O diagrama comutativo
f g h
K—L —M—KJ1]
lk l/ lm lk[l]
fi 81 hy
Ki— L HIVhHKl[l]
descreve um morfismo entre tridngulos. Claro que este é um isomorfismo
se e s6 se k, I, m sdo isomorfismos.
5.3.3. Definicao. Pela Observacdo 5.2.1, a cada tridngulo
Ke e &M K[1]* na categoria Kom* C ou K*C, onde C é uma
categorla abeliana, podemos associar a H*-sequéncia
i—1 h* i fe i e Ihc
H ‘HIK.H HIL.HgHIMH
HI h.

i+1 fe i+1 e
i Ke HTf i+l e H g
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Claro que todo morfismo entre tridngulos induz um morfismo entre as
correspondentes H*-sequéncias. Qualquer tridngulo em K* C isomorfo ao

triangulo K* — L*— C f*— K[1]* é dito distinguido.

5.3.4. Observacao. Pelo Lema 5.2.2, qualquer tridngulo distinguido em
K* C é isomorfo em K*C ao tridangulo do tipo
K*— Cylf*— Cf*— K][1]*, distinguido em K*C, pois o diagrama
K*——L*—— Cf*—KJ1]°
L] ﬁ;.@ aje [ter Lol
K*—Cylf*— Cf*—KI|1]*
é comutativo em Kom™ C, com a dnica excecdo em que ay. 37, € apenas
homotopico a 1. Assim, a H*-sequéncia de um tridngulo distinguido em
Kom™*C ou K*C € exata pelos Lemas 5.2.2 e 5.2.4. Em particular, * é
um quase isomorfismo se e sé se C f* € aciclico, isto é, se H*Cf*=0n

~ . f'. L ] N .
5.3.5. Observacao. Seja 0 — K*— L*® £ M*— 0 uma sequéncia
exata em Kom™* C. Ent3o no diagrama abaixo comutativo em Kom* C,
as setas verticais sdo quase isomorfismos.
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0—~K*—Cylf*—>Cf*—0
llK-. lﬁ}. i[w]

0K wfo—8 Lot

ds e 0 .
Demonstracdo. Temos [0 g*] d(, e = [0 &°] f'ﬁl]l. " } =[0g%d.] =
L.

dyye[0&°], pois g*f*=0. Logo, [0g*] é um morfismo. Pelo Lema 5.2.2 e
devido a g*8;. = g*[re01] = [0g°][§§ 9] o diagrama é comutativo, com
linhas exatas e 1ks, ;. sdo quase isomorfismos. Pelo Corolario 2.25
(5-lema), [0 g°] é um quase isomorfismo m

5.4. Categoria derivada. Dada uma categoria abeliana C, a categoria
derivada D* C é a categoria de fracdes Kom* C[S™1], onde S é a colecio
de todos os quase isomorfismos em Kom*C. J4 que o funtor

Q : Kom* C — Kom™* C[S~!] manda morfismos homotépicos para iguais
(vide o Lema 5.4.2), D*C coincide com a categoria de fragdes K* C[S™!].
Essa dltima pode ser construida pela subse¢do 5.1.
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5.4.1. Proposicdo. Seja C uma categoria abeliana. A colecdo de todos os
quase isomorfismos em K* C satisfaz as condicées A, A’, B e B'. A condi-
cdo C vale para as subcategorias completas K~ C C KC e KPC c Kt C.
A condicdo C' vale para as subcategorias completas K+ C C KC e
KPCcK C.

Demonstracdo. A. Seja s* um quase isomorfismo no diagrama

0
K'L> L* <>~ M*. Temos [P.], o morfismo composto K* L) L’M Cs*
Pela Observacido 5.3.4, a H*-sequéncia do tridngulo distinguido

0
K'[Ll Cs*—=C[2] [1—09] K[1]* é exata e H*Cs*=0. Logo, [100] é
um quase isomorfismo.
O operador de bordo do complexo C [ %] tem a
[fQO] [_1] forma [dKéll. d ° 8 ] P
Mm[1]® . Portanto,
lf. l[o o) [dK- L i o

Le S Me 0 dys O } é o operador de bordo do

—Fe s dy_ype
complexo C [ %] [-1].

o L1001 [100]
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dge 00
De [0 -10] [ 0 dys 0 ] = dpe[0 -1 0] segue que [0 -1 0] é um mor-
—f* —s* dy_qpe
fismo no diagrama acima a esquerda. De [fes*0] = de[00 -1]+
dgee 00
[00-1] [ Of dye . 0 ] segue que este diagrama é comutativo em K*C,
sty e
pois [00 —1] é uma homotopia.
. : , . fe .
A’. Seja s* um quase isomorfismo no diagrama L*+— K* == M*. O mor-

[1 0]

fismo composto Cs°*[—1] — K* AN gera o tridngulo distinguido

0
0
Cs*[-1] — [£0] M C[f*0] = Cs*". Pela Observagdo 5.3.4, [((ﬂ é um

quase isomorfismo.

0 O operador de bordo do complexo C[f*0] tem a
1 dK[l]' 0 0 0
L*—C|[f*0] forma | s[1]* dye 0 |. Resta observar que [—1} é um
fll]* 0 de 0

0
}7“ “—01} morfismo no diagrama a direita, comutativo em K*C

. . T1
Ke —S" o e por meio da homotopia [8} :
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dee 0 0 Jr 0 0 dpe 0 0 ]y 1
s[1]® dye O [—1} = [—1} dye € [5[1]‘} = | s[1]® dye O [o} + [0} die.
fl1]* 0 de |t 0 0 e fl1]* 0 de|t0 0
B. Seja s* um quase isomorfismo no diagrama Mo 1o Ketal que
f'.
s*f*= dpe h*+ h*dks para alguma homotopia h*. Entdo Cs*[—1] Li] K*

d;ef*® d 0 .
€ um morfismo, pois [_h.} dke = [dM.h.:s.f.} = [f;- dM[—1]°:| [_fh-] S
[dL. 0
—s*® dM[—l]'

} é o operador de bordo do complexo C s*[—1]. O morfismo
| i

composto Cs*[—1] L CPRS [ 5] [=1] é homotdpico a 0 pelo

Lema 5.2.2. Pela Obsevagdo 5.3.4, K'<— c[/ h.] [-1] é um quase

isomorfismo. Resta observar que f*é o morfismo composto

[1 0] [ bl
L*+— Cs*[-1] +— K-

B’. Seja s* um quase isomorfismo no diagrama M* = K* T Lo tal que

f*s®* = dyeh*+ h°de para alguma homotopia h*. Entdo Cs*® ['_;] [*é um
morfismo, pois dye[ e 1+] = [ 5+ fode] = (1 r+] [P O ]
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O morfismo composto C s* NN C [ h* r*] é homotdpico a 0 pelo
Lema 5.2.2. Pela Obsevagdo 5.3.4, L*— C[h® f*] é um quase isomorfismo.

0
Resta observar que f*¢é o morfismo composto K* M Cs® [hefel )

C. Seja Ly & K*um quase isomorfismo em K C (ou em K+ C) com
Ly € K~ C (ou Ly € KPC). Entdo existe um indice i1 tal que L) = 0 para
todo i > 1. O quase isomorfismo g*: Kj — K* é dado pelo diagrama
abaixo, onde K5 € K~ C (ou K5 € K°C).

oK e KL g K 0

N T

K2 s il g gt
o L0=2 o=l gy o+l

T

L..— 00— B0 [* [0 [ot]
C'. Seja Kj > L*um quase isomorfismo em K C (ou em K~ C) com
K; € K+ C (ou Kj € KPC). Entdo existe um indice iy tal que K = 0 para
todo i < fy. O quase isomorfismo g*: L*— Lj é dado pelo diagrama
acima, onde Ly € KT C (ou Ly € K°C) m
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5.4.2. Lema. Seja Q : Kom*C — Q
um funtor que manda todos os quase
isomorfismos para isomorfismos e seja
h*: f* — g* uma homotopia. Entdo
Qf*= Qg".

Demonstracao. No diagrama a direi-

ta, temos f3;.Cyl h*aj. = [g°01]
100770
010| (0] = 1. Portanto, pelos
ohe 1] L1

Lema 5.2.2 e 5.2.3, este diagrama é
comutativo em Kom™*C, com a Unica

exce¢do em que ay, 37 € apenas homotdpico a 1. Apés aplicar o funtor Q,

o diagrama fica comutativo implicando o resultado

5.4.3. Definicao. Seja C uma categoria abeliana.

Denotamos por S a

colec3o de todos os quase isomorfismos em Kom* C. A categoria Kom* C[S~!]

¢é a categoria derivada de C, denotada por D*C.

Do Lema 5.4.2 e da Proposicdo 5.4.1 segue que a categoria de fracles de
Kom™ C por quase isomorfismos é uma subcategoria completa de D*C.
Pela universalidade do funtor Q : Kom*C — D*C,.obtemos-o funtor
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H*: D*C — KomgC. A mesma universalidade induz o funtor [1], um
automorfismo da categoria D*C. Claro que H' K[n]*= H'*" K* para todo
K*e D*C.

5.5. Funtores Ext. Dizemos que K*€ DC é um H%objeto se H' K*=0
para todo i # 0. Para qualquer C € C, denotamos por C[0] € Kom”C o
complexo dado pela regra C[0]° := C e C[0]’ := 0 para todo i # 0.
Definamos o funtor Q[0] : C — DC como C — QC[0]. Combinando este
funtor com o funtor de shift (ndo importa em qual das categorias Kom C
ou DC), obtemos o funtor Q[n] : C — D C que produz o complexo
concentrado na (—n)-ésima posi¢do. Definimos o bifuntor Exté como
Exté(Cl, G) = DC(QCl, QCg[i]) para todos C1, G € C. O funtor de
shift induz a identificagio Ext/(Cy, G) = DC(QCi[n], QGln + i]).
Temos o produto biaditivo

EXté(Cg, C3) X Exté(Cl, C2) — Exté+j(C1, C3)7
chamado produto de Yoneda, induzido pela composicao

DC(QG[n+i], QG[n+i+j]) x DC(QG[n], QGo[n +1]) —
- DC(QC[n], QGs[n+ i + j]).
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Note que essa definicdo independe da escolha de n. Dai segue que o
produto de Yoneda é associativo.
Seja i > 0, sejam Cy, G € C e seja K* e Kom?C um complexo aciclico.
Suponhamos que K/ =0 paratodoj>1louj< —ieque K =GCe
K = C;. Neste caso, chamamos K* de i-ésima extensdo de C, por meio
de (7. Assim, uma i-ésima extensido de (> por meio de C; é nada mais do
que uma sequéncia exata
0+ G+~ KO .. .~ K Tl G0
Definamos o complexo K* fazendo K/ := KJ para 0 > j > —i, K- = =G
e K7 :=0 para outros j com um Jbvio operador de bordo. Os morflsmos
Ci + KO e 1, definem as setas C;[0] &k Go[i]. E facil ver que s*
é um quase isomorfismo. Logo, obtemos y(K*) = f*s*~1 € Exth(Cy, ).
Sejaj > 0 e seja L* € Kom®? C uma j-ésima extenso de C3 por meio de Gy,
0« G+ L0 «— . L7+ G+0

Ent3o é facil ver que a sequéncia B
0« Ci+— KO« .. .~ K10 M .
—j+1 i —J
(_1) dL' L—j+1 (_1)IdL' C3€ 0

onde o morfismo K1 «— [0 é 0 composto K~T! «—.C, <= L0, ¢ exata-e,
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portanto, define uma (i + j)-ésima extensdo de C3 por meio de (i,
denotada por L*o K*.

5.5.1. Proposicao. Seja C uma categoria abeliana e sejam C1, (, C3 € C.
Entao

1. Exti(Cy, G) = 0 para todo i < 0;

2. o funtor Q[0] : C — DC é uma equivaléncia entre C e a subcategoria
completa de todos os H°-objetos em D C; em particular,

Extd(Ci, G) = C(Cy, G);

3. para todo i > 0, qualquer elemento em Exti(Cy, Co) tem a forma
y(K*), onde K* é uma i-ésima extensdo de C, por meio de Ci;

4. para i,j >0, temos y(L*o K*) = y(L*)y(K*), onde K* é uma i-ésima
extensdo de C, por meio de Cy, isto é, y(K*) € Exth(Cy, Go), e L* é uma
j-ésima extensdo de C3 por meio de Gy, isto €, y(L%) € Ext,(Co, G3).

Demonstracdo. 1. Seja i < 0 e seja £*s*~1 : C1[0] — G[i] um morfismo
em DC, onde s*: K*— (;1[0] é um quase isomorfismo e f*: K*— C[i] é
um morfismo. Ent3o o diagrama
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KK s KT T K 00—

N S

KK s s KT KT s K
define um quase isomorfismo s; : L*— K* tal que f*s; = 0.
2. Utilizando o funtor H?, é ficil ver que a funcdo
C(CG, &) = DC(QG[0], QG,[0]) € injetora. Para provar que ela é
sobrejetora, tomemos qualquer morfismo f*s*~1 : C1[0] — G,[0] em DC,
onde s*: K*— C;[0] é um quase isomorfismo e f*: K*— (5[0] é um
morfismo. O diagrama

oK 2 K 70K 0— ...
K2 Kl KO KL
define um quase isomorfismo s; : L*— K* Existe um dnico morfismo g tal

. 5050 . .
que o morfismo composto 7Z° K* —3% C; £ G, coincide com

f0s0
70 K* 2% C,. Claramente, f*s*~1 ~ (fes5)(s°s5)~ ~ Qgl0].
Seja K*€ DC um H%objeto. Entdo o diagrama acima define um quase

isomorfismo L* — K*e o morfismo 7% K* — H°® K*induz um quase
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isomorfismo L* — H® K*[0].

3. Seja i > 0 e seja f*s*~1: C1[0] — G[i] um morfismo em DC, onde
s*: K*— C;[0] é um quase isomorfismo e f*: K*— C;[i] é um morfismo.
O diagrama acima define um quase isomorfismo s; : L*— K*. Assim
podemos supor que K/ = 0 para todo j > 0. O diagrama

o KT e KT s KL K2

I

o—— 0BT K KL K2

0
define um quase isomorfismo s; : K*— L° O morfismo =K' 25 g
define um quase isomorfismo s; : L*— C;[0] tal que sjs; = s*. De
H~' K*= 0 segue que o morfismo K~/ LA C, se fatora por algum
morfismo L~/ = B~'*1 K*— C,. Em outras palavras, existe um morfismo
fo : L*— G[i] tal que fysy = f*. Assim podemos supor que K/ = 0 para
todo j < —i e todo j > 0.

. . o S5
Consideramos os morfismos de complexos M* £ [*+% K*dados pelo
diagrama
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- O« -— —i+2 - . -
0K K‘ 0] & e 0
T[clJ] Mfﬁf]
0 KO« ... <K 124 K=< K="<0
Definimos o morfismo f;": L* — C,[i] através do morfismo L™’ iy G.
Definimos o morfismo s; : L* — C;[0] fazendo s? = s% caso i > 1 e

s¥ =[s00] caso i = 1. Uma verificagdo direta mostra que f;’sy = f*, que
£ . . g* .
$15; = S°, que s; é um quase isomorfismo, que M*—=— L*é mono com M*
aciclico, que f;g*=0 e que s;g*= 0.
, . . _ -1 .
Logo, s; € um quase isomorfismo e f*s*~1 ~ f's;~". De M* ser aciclico

segue que LN Co g* é um quase isomorfismo. Assim, fycog®=f;" e
L] L[] . . f. .
sy cog®=s; para morfismos apropriados Co g* —+ G[i] e
S. . - o o — o o—1
Cog*—2 G1[0]. Portanto, s é um quase isomorfismo e f's; * ~ fys3 "
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0
’ S, . — s
Concluimos que f*s* 1 ~ y(0 + C; <= Cog®), pois f, ' é um
isomorfismo, o qual podemos considerar igual a 152

4. Os dlagramas C1[0] Sk Gl C1[0] & [0k K'—> Gli + ],

Gli] & L[] —> Gs[i + j] que correspondem a y(K*), y(L*o K*), y(L°)[i]
podem ser exibidos pelos diagramas

0« KV« Kl K~ 1e

§ i1
G G
- -1 _1Yiq4]
O«W«.fKﬂhit(”%ﬂ.(nqwﬂ«o
§ t ' j1
C1 K™ = C2 C3
0.0 .21 d! LEVdd
' i1
Ko< o Ke G G
if. fre E f4cil visualizar os morfismos s'* e f’ no dlagrama

G- [ comutativo a esquerda e ver que s;s'*=s; e f{f'* = f;. Dai
i< L[i ) , . .

2 concluimos que s'* é um quase isomorfismo m
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5.6. Categorias pré-trianguladas.

5.6.1. Definicdo. Seja D uma Ab-categoria com objeto 0 munida de um
automorfismo aditivo [1] : D — D e seja dada uma familia de tridngulos
em D, chamados distinguidos, que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Todo tridngulo isomorfo a um distinguido é distinguido.

2. Para todo K € D, o tridngulo K 25K =0 K|[1] é distinguido.

3. Todo morfismo K —— L em D esta incluido em um triangulo
distinguido K —— L £+ M - K1].

4. O triangulo K SRRy N K[1] é distinguido se e s6 se o
trigngulo L &5 M -5 k(1] 2B L[1] ¢ distinguido.
SSeJamK—>L—>M—>K[1] fLLMLK[l]
Ki A, L == M Iy Ki[1] triangulos lk ll lm lk[l]
distinguidos e sejam k,/ dois morfismos f

tais que o primeiro quadrado no diagrama Ki— L H/\/714'K1[1]
a direita é comutativo. Entdo existe um morfismo m que faz todo diagrama
comutativo.

Neste caso, a categoria D se chama pré-triangulada.
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5.6.2. Proposicdo. Seja C uma categoria abeliana. Entdo K*C € uma
categoria pré-triangulada.

Demonstracao. 1 e 3. Por definicdo.

que 1¢1,, ~ 0. O operador de bordo de

C1lke tem a forma

P A T

2. Pelo diagrama a direita, basta mostrar llK' llK' l llK[l]'
. K.M’K.%CIK.AK[].].
d> . 0
KorE ] Para a homotopia h* = [§1], temos
K.

dS . 0 dy e 0
. 01 01 . _ 10
[ T d;.] ool +loo [ T d;.] =loil

4. No diagrama abaixo as setas [010] e [ 1
0

diye 0 0]
[o10] | © de. 0
1 f[1 d, |

[ _f(lgl].] d;<[1]" onde

Claramente, [010] [_

S. Anan’in (ICMC)

d

fl
1
0

—f1]*7 . . .
} Sao morflsmos, pois
Lll]. 0 —f[l]'

0 de. 0 (1) }:

1 e dn

K[1]'[010]

e 00
0 dye
1 fl* d

0 | é o operador de bordo de C[9].

1] . , . L, .
] =1. O diagrama é comutativo, com a Unica

categorias 25/11/2015 - 09/12/2015 36 / 48



K-L'L-[g] Cfe [IO]VK[l] —f —L[1]°

1L.l lcf.J [010]”[ fil]} llL[I].

L'—>Cf'4>C[O].4’L[1]'

DR

~ . —f1]® . - .
exce¢do em que o morfismo { 1[ ] ] [010] é homotdpico a 1 através de
0

HOO
[ E—

001
h* = [ooo] Realmente,
000
d* e 0 0 d* e 0 0
Lc[Jl] dt e O 88(1)}4—[88(1)] Lc[Jl] d? o 0 +[_f[1].] [010] = [(1)(1)
K[® o | Looo 000 Km® A 5 “loo
1 f1)* df, 1 f1]* df,

Assim demonstramos que o tridngulo L® £ e K[1]* — —ar L[1]*é
distinguido se o tridngulo K* LA L' £ ome K[l] é distinguido.

Suponhamos que o triangulo L* -5 M* L% K[1]* —
S. Anan’in (ICMC)

L[l] é distinguido.
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Pelo fato que acabamos de mostrar aplicado duas vezes, o tridngulo

K[1l]* — —far L[1]* ity M[1]* — K[2] é distinguido, ou seja, temos o
diagrama
pepup = g B g P -
lk[ll' l/[ll lmlll' ik[2]
. fy . .
K} L3 Cf Ki[1]*
comutativo, onde as setas verticais sdo isomorfismos. Logo, o diagrama
fe g° he
K -1 - M — K[1]°

lk' lr i—m‘ lk[l]‘

—f[-1]° ' .
kL e ek
é comutativo e as setas verticais sdo isomorfismos. Resta observar que

C (- A1) = (CH)-1].
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ke Lo le o pe k)

lk' . l/- lk[l]'
Kl‘i»L; — Cf—~Ki[1]°

ket le e o K

o T
Ke LT[ o) — K1)

llK.' . 1 lch- lle.
ke 15 o) - K[
L O

Ki—tr L —Cf — K1)

5. Basta considerar o diagrama a esquerda com o primeiro quadrado
comutativo em K*C. Os Lemas 5.2.2 e 5.2.3 implicam que o diagrama a
direita é comutativo em Kom™ C com a (nica excecdo em que um

quadrado é comutativo somente em K* C, pois temos uma homotopia

h*: 1'f* = £k m

Seja KC uma categoria pré-triangulada e seja S uma cole¢do de morfismos,
fechada relativamente a composicdo, que satisfaz as condi¢des A e B (ou
A’ e B'). Dizemos que S é compativel com a triangulag3o se sdo vélidas

as condig¢des seguintes:

S. Anan’in (ICMC)
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D. S[1] =S.

E. Suponhamos que, no diagrama do axioma 5 na Definicdo 5.6.1, as
linhas s3o tridngulos distinguidos e os morfismos k,/ € S fazem o primeiro
quadrado comutativo. Entdo existe m € S que faz todo o diagrama
comutativo.

Pelas condi¢do D e universalidade do funtor @ : C — K[S™!], obtemos o
automorfismo induzido [1] : K[S™1] — K[S~1]. E claro que

(s~H[1] = f[1] (s[l])f1 para s € S. Escrevendo morfismos em K[S71]
com um denominador comum, podemos ver que [1] ¢ aditivo em K[S71].
Um tridngulo A’ em KC[S™!] é distinguido se ele é isomorfo a QA, onde
A é um tridngulo distinguido em K.

Pela Proposicdo 5.6.2, pela Observacio 5.3.4 e pelo Corolario 2.25
(5-lema), as condi¢des D e E s&o validas para K := K*C e para a cole¢do
S de todos os quase isomorfismos, onde C é uma categoria abeliana.

5.6.3. Lema. Seja K uma categoria pré-triangulada e seja S uma colecdo
de morfismos compativel com a triangulacio. Entio K[S™1] é uma
categoria pré-triangulada.

Demonstracao. 1, 2 e 4. Por definic3o.
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3.Sejams: K — Kief : K — K, morfis- f

mosem K ese S, istoé, s 1: K — Ko Ko—L K[1

é um morfismo em K[S™!]. Existe um ls . lle llLl 15[1]
triangulo K — Ko — L &5 K[1] distin- Ky > Ky —» 1 L]g»Kl[l]
guido em K. No diagrama a direita, temos o isomorfismo de tridngulos em

K[S™1]. ]
f 5. Basta considerar os triangulos K — L £, f
K——1L K——1L

M -5 K[ e Ky 5 L &5 My 5 K1)
TSO Ts distinguidos em K. Seja dado um quadrado co- TSO Ts
K’ [/ mutativo em K[S71] exibido no diagrama 2 es- K/L/> I
lk l/ querda, onde s,sp € S. Pela condicdo A, pode- lk ll
] mos encontrar s’ € S e f’ tais que (fs)s’ = sf’. f
Ki—L1 Denotando por sy a seta sos’ e por k a seta ks, K1 ——L1
obtemos o diagrama a direita com o quadrado em cima comutativo em
K e o quadrado abaixo comutativo em K[S7!]. Neste diagrama as setas
verticais continuam a exibir os mesmos morfismos em K[S™1].
A comutatividade em K[S™!] do quadrado abaixo significa que
fiks"” = If's"” para algum s” € S apropriado. Denotando por sp a seta

sos”, por f' a seta f's” e por k a seta ks”, chegamos ao diagrama abaixo
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f g h comutativo em K com as setas verticais
K -L M ~K[1] continuando a exibir os mesmos
TSO Ts 50[1]T morfismos em K[S~1]. Incluimos o
K'LL’ - SY H LY morfismo f’ em um triéngulo distinguido
lk l/ k[lll K £ K'[1]. Pela

f condicdo E e pelo axioma 5 na
Ki——Li——M——=Ki[l] Definicdo 5.6.1, podemos encontrar
Sos1: M - Mem: M — M; que fazem o diagrama a esquerda
comutativo. Assim obtemos o morfismo desejado ms; ! em K[S7!] m

o

5.6.4. Teorema. Seja D uma categoria pré-triangulada, seja C € D e seja
K18 m sk [1] um tridngulo distinguido. Entdo as sequéncias

D(C, hli — 1)) D(C,K[i])D(C’ f1i]) p(C. L[I_])D(C,g[i])
DCel) b i PLEA), pc k).
D(K[i], €) D) D(L[i], C) Diglil.)
D(f[i + 1], C)

DUl ) gy, ) PO s 4 1), ) 2
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sdo exatas.

Demonstracao. Consideramos apenas a primeira KM» K—0—=K[1]
sequéncia. (A segunda pode ser tratada analoga- 1 ‘ 1
mente.) Pelo axioma 4 da Defini¢do 5.6.1, é su- l Kf l l K[l]l
ficiente mostrar a exatiddo em D(C, L). Pelo K-—LvL & p-he KI[1]
axioma 5 da Definicdo 5.6.1, temos o diagrama comutativo a direita. Por-
tanto, gf = 0.

e Seja dado um morfismo ¢ : C — L tal que
C—0— C[1]—= 1] ¥ " ? e
l@ l ¢[1]l So[lll gy = 0. O tridngulo C — 0 — C[1] -
g [ ] C[1] é distinguido pelos axiomas 2 e 4 da

L =M —K[1]——L[1] Definicdo 5.6.1. Pelo axioma 5 da Defini-

¢do 5.6.1, encontramos um morfismo 1 : C — K tal que o diagrama a
esquerda é comutativo. Logo, f{y = ¢ m

Yl . f
5.6.!'.). Corolario. SU{Jon\har.no.s que asl/nhas K |- &.m h K]
no diagrama comutativo a direita sdo tridngulos
o ~ L . k / m  k[1]

distinguidos. Entdo m é um isomorfismo se k p h
e | sdo isomorfismos. Em particular, K1 1 L=~ £l S5 My —2L» Ki[1]
o tridngulo distinguido que inclui um morfismo dado, como no axioma. 3 da
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Defini¢do 5.6.1, € tnico a menos de isomorfismo.

Demonstracdo. Pelos Teorema 5.6.4 e Corolario 2.25 (5-lema),

D(A, m) : D(A,M) — D(A, M) e D(m, B) : D(My, B) — D(M, B) sdo
isomorfismos para quaisquer A, B € D. Fazendo A:= M; e B := M,
encontramos morfismos ¢ : My — M e ¢ : My — M tais que

D(Myi, m)e = 1y, e D(m, M)y = 1p. Em outras palavras, mp =1y, e
Yym=1y m

5.6.6. Corolario. Suponhamos que as linhas f g h
i e e T K—— L —=+>M—K|1]
no diagrama a direita sdo triangulos distingui-
dos. Para existir um morfismo entre tridngulos
: . . f 81 hy
que estende este diagrama € necessario e K1 — L1 => Myj—— Ki[1]
suficiente que giIf = 0. Caso D(K, Mi[—1]) = 0, tal morfismo € dnico.

/

Demonstracao. A necessidade segue da igualdade gf = 0 mostrada na
demonstracdo do Teorema 5.6.4.
Suponhamos que g1/f = 0. Pelo Teorema 5.6.4, as sequéncias

D(K, My[-1]) ~D(K, Kl)M D(K.&1)
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(L M) EM D 1 ) D (K[, M)

sdo exatas. Utilizando a primeira, vemos que D(K, g1)/f = 0 implica a
existéncia de um k : K — Kj tal que D(K, 1)k = If, isto é, 1k = If. Tal
k ¢ tnico caso D(K, Mi[—1]) = 0. Pelo axioma 5 da Definicdo 5.6.1,
podemos achar um morfismo m: M — Mj que juntamente com k e /
providencia um morfismo entre os tridangulos. Analogamente, utilizando a
segunda sequéncia e D(g, M1)m = g1/, concluimos que m é Unico caso
D(K[1], My) = 0 (equivalente a D(K, My[—1]) =0) m

Pelas Observacoes 5.3.5 e 5.3.4, qualquer sequéncia exata

0 K5 1+ &5 M*— 0 em Kom* C se completa a um tridngulo
distinguido em D*C e todo tridngulo distinguido em D*C é isomorfo a um
destes.

5.6.7. Corolario. Seja C uma categoria abeliana, seja

f A s .
E:0—-CG — G £ C3 — 0 uma sequéncia exata em C e seja C € C.
Ent3o temos as sequéncias longas exatas
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S Ext)(C, f : Extj(C
- GE Ext:(C, G) M Ext)(C, Q)M

Exth(C, , St .
MEXVC(C, G) S5 ExthH(C, Gr) —~ ...
, & : Exth(f, C
.~ Exti( G, C) L€ Bxtl, (G, c)-Extelf. €)
Ext)(f,C) . Extl:(g,C) . Of ¢
MEXVC(Q, C)<Lg) Extj(Cs, C)«LC

onde os homomorfismos 0 p e 0 - sdo naturais em E e C.

Demonstracdo. Pela Observacdo 5.3.5, qualquer sequéncia
E: 0K S8 e 0, exata em Kom™*C, gera em D*C o

tridngulo distinguido Ke Lo & e K[1]*, onde o morfismo

h:=[10][0g*]"! em D*C é dado por M* 9 e’] Cfre [x0] K[1]* (pela

Observagdo 5.3.5, [0 g*] é um quase isomorfismo). Este tridngulo é

funtorial em E, pois um morfismo E — E; como no diagrama abaixo a

esquerda, comutativo em Kom™ C, gera o diagrama abaixo a direta,

comutativo em Kom™ C. Pelo Teorema 5.6.4, para qualquer complexo

C* € Kom* C, obtemos duas sequéncias longas exatas (na segunda usamos
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o indice —i no lugar de 7). Resta pdr C*:= C[0], K*:= G[0], L*:= G;[0],

0—>K‘£>L°£.>{\/l‘—>0 M [0 g']Cf.k[l[;Z] K[1)*
kl ‘ /l glml m* [0 /'} lk[l]'

o_]_> e O1 s .

M? .= C3[0] e denotar 6"C7E = D*C(C*, h[i]),
Ec=D"C(h[-i—1],C) m
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