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Capitulo 1
Nocoes de Loégica

"Logica € a higiene usada pelos matemadticos para conservar suas idéias sauddveis

e fortes”. Herman Weyl (1885-1955)

1.1 Proposicoes e Conectivos Logicos

O estudo da légica ¢é o estudo dos principios e métodos utilizados para distinguir
argumentos validos daqueles que nao sao validos.

O principal objetivo desta segao é ajudar o aluno a entender os principios e métodos
usados em cada etapa de uma demonstracao. Sem alguns conceitos légicos basicos,
é impossivel escrever e/ou entender uma demonstra¢do. Quando demonstramos um
teorema, estamos demonstrando a veracidade de certas declaracoes. Em geral es-
tas declaracgoes sao compostas de proposi¢oes, quantificadores, conectivos e/ou mod-
ificadores.

O ponto inicial da légica é o termo ”proposicao” usado em um sentido técnico. Por
uma proposigao entendemos uma sentenga declarativa (afirmativa) ou uma afirmagao
verbal que é verdadeira ou falsa, mas nao ambas simultaneamente. A designacao
Verdadeira (V) ou Falsa (F) de uma proposicao ¢ dita ser seu valor verdade ou seu

valor légico.

Exemplo 1.1. As seguintes afirmacoes sao proposicoes:
(@) (e = e
(b) 6 ¢ um numero primo.

(c) Pedro tem olhos azuis.
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(d) O dia 10 de agosto de 1935 foi uma quarta-feira.

(e) O 1000° digito da expansdo decimal de /2 é 6.

(f) Existe vida inteligente em Marte.

Note que (a) é claramente V; (b) é claramente F; (¢) é uma proposicao pois é V ou
F, mesmo que eu nao conhega o Pedro; (d) é V ou F, mesmo que seja dificil saber a

resposta; o mesmo vale para (e) e (f).

Exemplo 1.2. As seguintes afirmacoes nao sao proposicoes:

(a) (e™)? éigual & e*"?

(b) AH! se eu passar em Elementos!

(¢) > 3.

(d) 2+ 3i é menor que 5 + 3i.

(e) x(x+4) =2+ 4.

(f) Esta proposicao é falsa.
(g) Hoje é terga-feira.
(h) Esté chovendo.

Note que (a) é interrogativa e nao declarativa; (b) é exclamativa e nao declarativa;
(c) é uma sentenga aberta, pode ser V ou F dependendo da variavel z; (d) ndo é V
ou F, pois nao existe ordem em C; (e) ndo é uma proposi¢ao, o que seria proposigao
é "para todo x € R, x(x +4) = 22 + 4z; (f) é um paradoxo, viola a defini¢do de
proposic¢ao pois é V e F ao mesmo tempo; (g) é uma sentenga aberta que depende da

variavel “hoje” assim como (h) depende da varidavel ”tempo”.

1.2 Proposicoes compostas e tabelas-verdade

As proposigoes do exemplo 1 sdo todas proposicoes simples, ou seja, nao foram
obtidas por combinagoes ou composicoes de outras proposicoes. A combinacao ou
coneccao de duas ou mais proposicoes simples é uma proposicao composta. Ha
varias maneiras de conectar proposicoes, somente cinco sao freqiientemente usadas.
Sao os conectivos:

(a) "nao”, simbolizado por ~, também chamado de modificador.

(b) ”€”, simbolizado por A.

(¢) 7ou”, simbolizado por V.
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(d) 7se --- entdo ---”, simbolizado por —.

(e) 7--- se, e somente se ---”, simbolizado por «—.

Como em algebra usamos letras para representar numeros, em logica usaremos

letras mintsculas para representar proposicoes.

Definicao 1.3. Para proposi¢coes p e q, definimos:

(a) A negacgao de p, denotada por ~ p, lida “ndo p”, como sendo a proposi¢do

com valor verdade diferente do de p.

(b) A conjuncao de p e q, denotada por p A q, lida "p e q”, como sendo a

proposicao que € verdadeira somente quando p e q sao ambas verdadeiras.

(¢) A disjungao de p e ¢, denotada por pV q, lida "p ou q”, como sendo a

proposicao que € falsa somente quando p e q sao ambas falsas.

»,

(d) A condicional de p e ¢, denotada por p — q, lida 7se p, entdo q, ou p
implica q”, ou ”p condiciona q, como sendo a proposicao que assume o valor falso

somente quando p for verdadeira e q for falsa.

(e) A bicondicional de p e ¢, denotada por p «—— q, lida 7p se, e somente
se q, ou p bicondiciona q”, como sendo a proposicao que assume o valor verdadeiro

somente quando p e q sao ambas verdadeiras ou p e q sao ambas falsas.

Para expressarmos os valores logicos de uma proposi¢ao composta é muito con-
veniente utilizarmos uma tabela, chamada tabela-verdade da proposicao, onde em
cada linha expressa os valores verdades da composta obtidos a partir dos valores ver-
dades das proposicoes dadas e dos conectivos usados. Vejamos as tabelas verdades das

proposicoes definidas acima:
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(a) Negagao (~ p) (b) Conjungao (p A q)
p|~Pp Pl aq|pNg
F VIiVv| V
F| V VIF F
F|V| F
F|F F
(c) Disjuncao (pV q) (d) Condicional (p — q)
P|aqa|pVyg Plq|p—4(q
VIiV| V VIV \Y%
VIF| V VI|F F
Fl{V] V F|V \Y%
F|F F F|F \Y%

(e) Bicondicional (p «+— q)

H i H | << |

q
\Y4
F
v
F

< |Hm "<

A partir destas cinco tabelas verdade, podemos construir uma tabela-verdade para
qualquer proposi¢cao composta dada. Através de exemplos apresentaremos duas maneiras

de fazermos isso.

Exemplo 1.4. Construa a tabela-verdade para a proposigao ~ [(~ p) A (~ q)].

~pl~g | (vp)A(~vg) | ~(~p) A~ q)]

plg A

V|V F \%
V| F F \%
FlV F \%
FIF \Y F

<|<|=|™
< |0 |<|™

Esta tabela representa como chegar na proposicao ~ [(~ p) A (~ ¢)] passo & passo.
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Na realidade a tabela-verdade desta proposicao é:

~ [(~p) A (~q)]

p|4q
V|V \Y
V| F \Y
F |V \Y
F|F

F

Outra maneira de construir a tabela-verdade é separando por colunas todos os

conectivos e proposicoes simples:

pla|~[l~]p) | A]~]9)
\Y vV V| F |V |F|F |V
\Y F|IV|F |V |F|V|F
F Vv vV | F | F|F |V
F FIF| V|F|V|V|F
Etapas 4|1 2 113121

Vale observar que:
(1) O conectivo ~ abrange somente a primeira expressao que o segue, exceto quando

utiliza-se parénteses e/ou colchetes

~pAqg#~(pANq) ~pAqg=(~p)Ag.

(2) Os conectivos — e «— abrangem toda a expressao que nao contenha o mesmo

sinal

~pAq—pV ~q significa [(~p)Agl— [pV(~q)].

Exemplo 1.5. Determine se a proposicao seguinte é verdadeira:

”Ou/ senxdm;«éOedi(Zx):xQxl ou / senxdr =0 e In6=(In2)(In3)".

X

—T —T
™

d
Sejam p a proposi¢ao / sen x dx = 0, ¢ a proposicao d—(2x) =221 ¢ r:1In6 =
x
(In2) (In 3).

—T

Como o conectivo principal é "ou --- ou ---”, temos que a proposicao dada é

(~pAq)V(pAr). Vamos entdo construir a tabela-verdade desta proposi¢ao. Para
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tanto, notamos que, neste caso, temos 3 proposicoes simples p, ¢ e r. Logo, nossa

tabela terd 22 = 8 linhas.

pla|r|~p|~pAg|pAr|(~pAgV(pPAT)
VIV|V| F F \Y% \Y%
VIV |F| F F F F
VIF|V|F F \Y% \Y%
VIF|F| F F F F
FIV|V|V \Y F \Y
F|V|F| V \Y F \Y
F|IF|V|V F F F
F|F|F| V F F F

Note que p é V pois / sen x dr = 0, desde que sen é uma funcao impar; q é F pois

—T

d
d—(2$) =2"In2 # 22°7'; r ¢ F poisIn6 = In2+1n 3 # (In2) (In 3). Conseqiientemente,
x

p, q e r satisfazem as condigoes da linha 4 da tabela e, assim, a proposi¢ao dada é Falsa.

1.3 Tautologia e Equivaléncia Loégica

Definicao 1.6. Uma proposicao que é verdadeira em todas as possibilidades logicas €
dita ser uma tautologia. Se ela € falsa para todas as possibilidades logicas, ela é dita

ser uma contradigao.

Note que se p é uma tautologia, entao ~ p é uma contradi¢ao e vice-versa.

Exemplo 1.7. Para toda proposicao p, a proposicao pV ~ p é uma tautologia e pA ~ p
¢ uma contradigao.

De fato, basta observar sua tabela-verdade.

p|l~p|pV~p|pPA~D
F Vv F
Fl| V A% F

Definicao 1.8. Duas proposi¢coes sao ditas serem logicamente equivalentes se elas
tém a mesma tabela-verdade, ou seja, elas tém o mesmo valor verdade para cada uma

das possibilidade logicas.
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Exemplo 1.9. As proposigdes ~ (p V ¢q) e ~ pA ~ g sao logicamente equivalentes.

De fato, basta verificar na tabela-verdade.

pla|pVa|~®Vyg|~p|~q|~pA~g
VIV| Vv F F | F F
VIF| V F F |V F
F|V| V F V| F F
F|F| F A% V|V A%

O que significa a equivaléncia logica deste exemplo?

Por exemplo, se uma pessoa dizer a seguinte afirmacao:

lim, _o 22 # 0 e fol e“dr # e

e, outra pessoa dizer :

-, . 1
Nao é verdade que ou lim, 02> =0 ou [je"dr =e,
temos que as duas pessoas estao dizendo a mesma coisa, ou seja, ambas estao certas ou
. . 1
ambas estao erradas. Neste caso, como lim,_,g2? =0 e fo e* dr # e, temos que ambas

estao erradas (basta ver a linha 2 da tabela anterior).

Note que se duas proposigoes p e ¢ sao logicamente equivalentes, entao p «— ¢
é uma tautologia e, reciprocamente, se p «—— ¢ é uma tautologia, entao p e ¢ sao

logicamente equivalentes.

Em matematica, a principal importancia das equivaléncias logicas esta na idéia que
duas proposicoes logicamente equivalentes podem ser vistas como a "mesma’”do ponto
de vista logico. Por exemplo, se duas proposicoes p e ¢ sao logicamente equivalentes e,
necessitamos demonstra p e, encontramos uma maneira mais simples ou mais facil de

demonstrarmos ¢, entao podemos demonstra p provando gq.

Exemplo 1.10. A proposicao p — ¢ é logicamente equivalente a ~ ¢ —~ p mas

nao é logicamente equivalente a ~ p —n~ q.
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De fato, basta observar a tabela-verdade.

Plq|pP—q|~p|~q|~gN~p | ~pA~g
V|V \% F F \'% \%
VI F F F \Y F \%
F|V \% \Y F A\ F
FI|F A\ vV |V \'% \%

Mais ainda, a proposigdo p — ¢ ¢ logicamente equivalente a ~ (pA ~ q) que é

logicamente equivalente a ~ p V ¢, como mostra a tabela abaixo.

pla|p—aq|~p|~qg|~{DPA~q|~pVg
VIV Vv F | F \ \%
VIF| F F |V F F
FIV| V V | F A% \
FIF| V V|V \% \%

Definicao 1.11. Se p — q ¢ uma condicional, entao ~ q —~ p € dita ser a
condicional contra positiva, ¢ — p € dita ser a condicional reciproca e ~ p —~ q

é a condicional iInversa.

1.4 Teoremas

Um teorema ¢ uma proposigao logica que é uma tautologia. As tautologias de
principal interesse em matemaética sdo as que envolvem os conectivos condicional e/ou
bicondicional. A demonstracao de um teorema nada mais é do que a confeccao da

tabela-verdade mostrando que a proposicao é de fato uma tautologia.

Em matematica usa-se outros termos como axiomas e postulados que sao fatos
aceitos sem uma demonstragdo, ou melhor, que nao tem como provar; lemas e/ou
proposigoes que sao teoremas cujo propositos sao utiliza-los na demonstragao de outro
teorema e corolarios que sao teoremas que seguem imediatamente da demonstracao

de outro(s) teoremaf(s).
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1.5 Definicao de = e <—

Sejam p e ¢ proposicoes. Se p — ¢ é uma tautologia, dizemos que esta proposicao
condicional é uma implicagao e que p implica logicamente ¢ e escrevemos p = q.
Se p «+—— ¢ é uma tautologia, dizemos que esta bicondicional é uma bi-implicagao e
denotamos por p <= ¢q. Lembre-se que p «— ¢ ser tautologia significa que p e ¢ sao
logicamente equivalentes e, assim, p <= ¢ representa a equivaléncia entre p e q.

Vamos ao nosso primeiro teorema que apresenta as propriedades béasicas de =>.

Teorema 1.12. Sejam p, q e r proposi¢coes. Entao:
(1) Reflexiva - p = p.
(2) Transitiva- (p — q)A(q— 1) = (p —> 7).
(8) Simplificacdo - p A qg = p.
(4) Adigao - p=p V q.
(5) Modus Ponens - (p A (p — q)) = ¢.
(6) Modus Tollens - (p — q) ~ q =~ p.
(7) Reduction ad absurdum - (~p — (¢gA ~ q)) = p.
(8) Simetria - (p «—— q) = (¢ — p).
(9) Transitiva- (p«—q)A(q—1)= (p<— 7).
(10) (p —r) = (pAqg—>).
(11) Disjungao - ((pV @)A ~p) = q.
(12) ~p=(p —q).
(13) q= (p —q).
(14) (p—4q) = (p — ).

Dem.: fazer alguns casos O
As correspondentes propriedades de <= sao apresentadas no proximo teorema.

Teorema 1.13. Sejam p, q e r proposicoes. Entao:
(1) Reflexiva - p <= p.
(2) Dupla negacao - ~ (~p)) < p.
(8) Negagao da conjuncao - Lei de Morgan - ~ (pAq) <= (~pV ~q).
(4) Negacao da disjungao - Lei de Morgan - ~ (pV q) <= (~p A~ q).
(5) Negacao da condicional - ~ (p — ¢q) <= (p A ~ q).
(6) Negacao da bicondicional - ~ (p«—¢q) <= (p A~q)V(~p Nq).
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(7) Comutatividade de V - (pV q) <= (qV p).

(8) Comutatividade de A - (p A q) <= (¢ A p).

(9) Associatividade de V - (pV q)Vr<=pV (qVr).
(10) Associatividade de A - (pAg) Ar <= pA(qgAT).
(11) Distributividade - pV (¢ Ar) < (pVg)AN(pVT).
(12) Distributividade - pA(gVr) <= (pAq)V (pAr).
(18) Bicondicional - (p «— ¢q) <= (p — ¢) A (¢ — D).
(14) Contra positiva - (p — q) <= (~ g —~ p).
(15) (p—q) <= (~pVa).

(16) (p — (qVr) <= (PA~q) — .

(17) (pVq) —r<={p—r)N(g—7)

(18) p—gqhr <= P —a9Np—71)

(19) (pNq) — 1= PA~T)—~0)

(20) (pNg) —r<={p-—r)V(g—71)

(21) (pAg) —r<=({p—(¢—r)).

(22) p— q=r~p g

(23) Idempoténcias - pVp<=p e pAp<=p.

(24) Transitividade - (p<=q e ¢<=r) = (p<=7).
Dem.: fazer alguns casos O
Referentes as tautologias e as contradi¢oes temos:

Teorema 1.14. Sejam t uma tautologia, ¢ uma contradicao e p uma proposicao qual-

quer. Entao:

(1) c=1p (6) pAhec<—c
(2) p==t (7) pVec=p
(3) pAt<=p (8) ~t <= c
(4) pVit<1t (9) ~c<t
(5) pA~p<=c (10) pV ~p <=t

Dem.: fazer alguns casos O
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1.6 Quantificadores

Existem sentencas que nao ha como decidir se assumem valor V ou F. Por exemplo:
"r+y =>5" e "Ele é jogador de futebol”. Estas sentencas sao denominadas sentengas
abertas ou predicados. Podemos compor sentencas abertas usando os mesmos conec-
tivos usados nas proposicoes e formarmos novas sentencas abertas a partir de outras
mais simples.

H& duas maneiras formais de transformar uma sentenca aberta em uma proposicao,
utilizando os dois quantificadores. Para isso, necessitamos de um ”universo” ou
”dominio de discussao”, isto é, uma colecao de objetos para os quais consideramos
propriedades. Por exemplo, na proposicao ”Todos os homens sao mortais”, o universo
é a colecao de todos os homens e tal proposicao pode ser escrita como

"Para todo x do universo, x € mortal”.

A frase "Para todo x do universo” é chamada um quantificador universal e
é simbolizado por "Vz”. A sentenca "z ¢é mortal” diz alguma coisa sobre x, entao
simbolizamos por p(x). Assim escrevemos ”Todos os homens sdo mortais” como

(va) (p(a)).
que pode ser lida como:

- para todo z, p(x);

- para cada z, p(z);

- para qualquer z, p(x).

Vejamos agora a proposicao “Alguns os homens sdo mortais”. O universo é o
mesmo da proposi¢ao anterior. Com este universo em mente, podemos escrever esta
proposicao como:

7 Existe no minimo um homem que é mortal”

”Existe no minimo um z, tal que x é mortal”

”Existe no minimo um z, tal que p(x)”.

A frase ”Existe no minimo um z, tal que” é chamada quantificador existencial
e denotada por "dx”. Usando este simbolo, podemos escrever a proposicao ” Alguns
homens sao mortais” como

(3z)(p(x))
que pode ser lida como:

- existe = tal que p(z)
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- existe ao menos um z tal que p(z)
- para algum x, p(x)
- para pelo menos um z, p(z).

Quando existe um dnico elemento no universo que torna a proposi¢ao (3x)(p(z))

verdadeira, denotamos esta proposi¢ao por (3!z)(p(x)) e lemos:
- existe um tunico z tal que p(z)
- para um tnico x, p(z).

Note que (32)(p(x)) = (32)(p(x)).

O conjunto dos elementos do universo que tornam uma sentenca aberta uma proposicao
verdadeira é denominado conjunto-verdade. Por exemplo, para p(z) : x +1 =75, o
conjunto universo pode ser R e o conjunto-verdade é {4}, enquanto que para a sentenga
aberta p(z) : sen %z + cos®x = 1, temos que o conjunto-verdade ¢ igual ao conjunto

universo que é igual a R.

Quando estiver subentendido quem ¢é o conjunto universo, os quantificadores podem
ser omitidos, por exemplo, escrevemos ” (z+1)(x — 1) = 22 — 1”7 ao no lugar de escrever
"Wz € R, (x +1)(z — 1) = 22 —1”. Também é comum escrevermos os quantificadores

Y

depois da sentenga aberta, por exemplo, escrevemos ” f(x) = o, para todo x” no lugar

de escrever 7 (Vx)(f(z) = 0)”.

Observe que claramente temos (Vz)(p(x)) = (3z)(p(x)).

As negacoes de proposicoes com quantificadores sao definidas por:
(a) ~ [(Va)(p(x))] <= (Fx)(~ p(z)).

(b) ~ [B2)(p(x))] <= (Vz)(~ p(x)).

Os quantificadores nos dao uma idéia do que sao os exemplos e os contra-
exemplos. Quando temos uma proposicao verdadeira que contém um dos quantifi-
cadores, dar um exemplo é escolher uma variavel x para o qual ela é verdadeira, ou
seja, é escolher um elemento do seu conjunto-verdade. Quando uma proposicao que
contém um dos quantificadores nao é verdadeira, significa que o seu conjunto-verdade
é diferente do conjunto universo. Assim, encontrar um contra-exemplo é escolher uma

variavel x que nao esta no conjunto-verdade.
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1.7 Método Dedutivo

Vimos que demonstrar teoremas significa verificar que a proposicao dada é uma
tautologia e, fizemos isso construindo tabelas-verdade. Veremos agora outra maneira
de verificar a validade de proposicoes. Este procedimento é chamado de método
dedutivo, que consiste na utilizagao de defini¢oes e outros resultados pré-estabelecidos

e as propriedades transitivas de = e <=>. Vejamos como utiliza-lo em exemplos:

Exemplo 1.15. Usando o método dedutivo mostra a validade de
(p—4q) = (~q—~p)

Como

(p — q) <=~ pV q, pelo item (15) do Teorema 2,

~pVq<=qV ~ p, pelo item (7) do Teorema 2,

qV ~p<=nr~(~q)V ~p,peloitem (2) do Teorema 2 e

~ (~q)V ~p<=r~ qg—n~ p, pelo item (15) do Teorema 2, usando a transitivi-

dade de <=, obtemos a equivaléncia desejada.

Exemplo 1.16. Mostre a validade de (p — r)V (¢ — s) <= (pAq) — (r V s),
usando o método dedutivo.

Como

(p—r)V (g — s) (~pVr)V(~qVs), por (15) do Teorema 2
(~pV~q)V(rVvs), por (7) e (9) do Teorema 2

~ (pAq)V(rVvs), por (3) do Teorema 2

rree

(pAgq) — (rVs), por (15) do Teorema 2,
usando a transitividada de <=, obtemos a equivaléncia.
Exemplo 1.17. Considere as seguintes afirmacoes:

H, - Tempo é dinheiro.

H, - Vagabundo tem muito tempo.

T - Vagabundo tem muito dinheiro.

A proposicao Hy A Hy = T é um teorema?

Se considerarmos p : " Ter tempo”, ¢ : " Ter dinheiro” e r : ”Ser vagabundo”, teremos
que Hy :pANq, Hy:q—r e T :r — ¢g. Assim, podemos escrever a proposicao
Hy NHy =T como (p — q) A (r — p) = (r — q) que ¢ verdadeira, mostrando

que a proposi¢ao dada é um teorema.
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Exemplo 1.18. Considere agora as seguintes afirmacoes:
H, - Penso, logo existo.
H, - Pedras nao pensam.
T - Pedras nao existem.

A proposicao Hy A Hy = T é um teorema?

Se considerarmos p : "Pensar” e ¢ : "Existir”, teremos que Hy : p — q, Hy i~ p
e T :~ q. Assim, podemos escrever a proposi¢ao Hy A Hy = T como ((p — q)A ~
p) =~ ¢ que nao é verdadeira, pois ((p — ¢)A ~ p) —~ ¢ ndo é uma tautologia,

mostrando que a proposicao dada nao é um teorema.

1.8 Meétodos de Demonstracao

Veremos trés maneiras ou métodos de demonstrar um teorema da forma p = q.

(1) Prova ou demonstragao direta: Consiste na utilizacdo do método dedutivo,
assumindo que p ¢é verdadeira e, utilizando equivaléncias légicas e fatos pré estabeleci-
dos, deduzir que g é verdadeira.

Por exemplo, mostre que:
”Se x é um nimero inteiro par, entdo x? é um inteiro par”.

Note que esta é uma implicagao do tipo p = ¢, onde p é a proposicao "z é um
nimero inteiro par” e g é a proposicao ”z? é um ntimero inteiro par”.

Assumindo p verdadeira, temos que x é um numero inteiro par = z é divisivel
por 2, por definicaio <= x é multiplo de 2 <= existe n € Z, tal que z = 2n —
r? = (2n)? = 4n? = 2(2n?) = 2m, para algum m € Z = z* é um ntmero inteiro par

(2) Demonstracao por contraposicao: Consiste na utilizacdo da equivaléncia
légica p — q¢ <=~ q¢ —~ p, ou seja, para mostrarmos o teorema p — ¢,
mostramos, utilizando o método da demonstracao direta que ~ ¢ =~ p.

Por exemplo, mostre que:

”Se x é um nimero inteiro tal que x? é fmpar, entdo x é um inteiro fmpar”.

2

Esta é uma implicacao do tipo p = ¢, onde p é a proposicao "z~ é um nimero
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inteiro impar” e ¢ é a proposi¢ao "z é um numero inteiro impar”.

Note que nao é possivel utilizar o método da demonstragao direta neste caso, pois
de z? é um ndmero inteiro fmpar, temos que existe n € Z tal que 22 = 2n + 1 e, nao
conseguimos chegar que existe um m € Z tal que x = 2m + 1.

Utilizando a equivaléncia logica citada acima, vamos mostrar que ~ ¢ =~ p.

Agora, ~ ¢ : z nao é impar = x é par = x? é par, pelo exemplo anterior =~ p.

Consequentemente, p = q.

(3) Demonstragao por contradicao (Reduction ad absurdum): Consiste
na utilizacao da equivaléncia légica p — ¢ <= (pA ~ q) —~ p, ou seja, para
mostrarmos o teorema p = ¢, mostramos, que (pA ~ q) =>~ p, o que chega em um
absurdo pois como p é verdadeira e concluimos que ~ p é também verdadeira, teremos
que pA ~ p é verdadeira, o que ¢ uma contradicao.

Por exemplo, mostre que:

”Se x é um ndmero inteiro tal que z? é par, entdo = é um inteiro par”.

2 6 um numero inteiro par” e ¢ é a proposicao "z é um

Aqui, p é a proposicao "x
nimero inteiro par”. Note que novamente nao da para demonstrar direto que p = q.
Assuma entao que (pA ~ q) é verdadeira, ou seja que z* é par e x é {mpar = ¥ = 2n+1,
para algum n € Z = 22 = (2n+1)? =4n’ +4n+1=2(2n’+2n) +1 = 2m+ 1, para

algum m € Z = 22 é fmpar = ~ p, o que é uma contradicdo. Logo, a proposicao

" é par” nao pode ser falsa, o que mostra que p = gq.

1.9 Exercicios

1. Considere as proposicoes p : "Fred tem cabelos vermelhos”, ¢ : ”Fred tem nariz
grande” e r : ”Fred gosta de comer figos”. Passe para a linguagem simbdlica as
seguintes proposigoes:

a) Fred nao gosta de comer figos.
b) Fred tem cabelos vermelhos ou gosta de comer figos.

(

(

(c) Fred tem cabelos vermelhos e nao tem nariz grande.

(d) Fred gosta de comer figos e, tem cabelos vermelhos ou tem nariz grande.
(
(

e) Fred gosta de comer figos e tem cabelos vermelhos, ou tem nariz grande.
)

f

Nao é o caso de Fred ter nariz grande ou cabelos vermelhos.
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(g) Fred tem nariz grande e cabelos vermelhos, ou ele tem nariz grande e gosta

de comer figos.

. Sejam p: " A casa é azul”, ¢ :” A casa tem 30 anos” e r : A casa é feia”. Passe

para a linguagem simbdlica as seguintes sentencas:
(a) Se a casa tem 30 anos, entao ela é feia.

(b) Se a casa é azul, entao ela é feia ou tem 30 anos.
(c) Se a casa é azul entdo ela é feia, ou tem 30 anos.
(d) A casa nao é feia se e somente se ela tem 30 anos.

(e) A casa tem 30 anos se ela é azul, e ela nao é feia se ela tem 30 anos.

(f) Para que a casa seja feia é necessario e suficiente que ela seja feia e tenha 30

anos.

. Supondo que p seja uma sentenca verdadeira, que ¢ seja falsa, que r seja falsa e

que s seja verdadeira, decidir quais das sentencas abaixo sao verdadeiras e quais
sao falsas.

(a) pVr.

(b) (rAs)Vaq.

() ~(pAaq)

(d) ~sV~r.

(e) (sAp)V(gnr).
(f) 7V (sV(pAg)).

. Suponha que p seja uma sentenca falsa, que ¢ seja verdadeira, que r seja falsa e

que s seja verdadeira. Quais das seguintes sentencas sao verdadeiras e quais sao

falsas?

. Construir a tabela-verdade de cada uma das proposicoes abaixo:

(a) pA~q.
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(PAGAT)V (~DAGA ~T)V (~ DA ~ g\ ~T).
P—q —PpVigAr)—=pApVr)

)

) (pAa)— (pVa)

) ~(pA@V~(p—q).

m) (p— q)V~ (p—~q).

n) (p—(~qgVr)A~(qV(pe—~r)).

6. Quais das proposicoes acima sao equivalentes? quais sao tautologias? quais sao

contradigoes? Justifique suas respostas.

7. Verificar que as seguintes proposicoes sao equivalentes:

(a) ~(pAq) e ~pV ~q.
(b) ~(pVaq) e ~ pA ~q.
(c) ~(p—q) e PA ~q.
(d) ~(pe—2q) e (p =~ q).

8. Quantificar as sentencas abertas a fim de obter proposicoes verdadeiras:
(a) 2+ 9y +22= (v +y+2)? — 22z — 20y — 2y2.
(b) z4+y=28.
(c) sec’z =1+ tan®x.
(d) sen z = 2.

9. Dar a negacao das proposigoes abaixo:

(a) (Vz)(p(z) Vv q(z) — s(z)).

Jz)(p(x) A q(z)).
Jz)(Vy)p(z, y).

32)(3y) (p(z)A ~ q(y))-

(c)
(e)
(&)

(
(
(
g) (
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Capitulo 2

Teoria dos Conjuntos

2.1 Nocoes primitivas, definicoes e axiomas

A maioria das nocoes em matematica sao definidas utilizando outras nogoes que
ja foram estabelecidas. Assim, para definirmos uma nocao precisamos de outra pré-
estabelecida, para esta outra, precisamos de mais outra, etc... Ai surge a pergunta
natural: E a primeira de todas as nogoes, como é estabelecida?

E natural que esta primeira nocao nao pode ser definida usando outra pré-estabelecida,
de onde concluimos que sao podemos definir tudo. Somos obrigados, ao iniciar o es-
tudo de um certo contetiido matematico, adotar sem definir as primeiras nogoes, que

sao chamadas nogoes primitivas.

Na teoria dos conjuntos adotamos duas nocoes primitivas a de conjunto e de
pertinéncia, denotada por €.

A segunda nocao estabelece uma relagao entre conjuntos da seguinte forma: se x e
A sao conjuntos, a expressao x € A pode ser lida como "z pertence a A” ou "z estd

em A”. Com esta nogao podemos definir a no¢ao de elemento, da seguinte forma:

Definicao 2.1. Seja x um conjunto. Se existe um conjunto A tal que x € A, entdo x
¢ dito ser elemento, ou seja dizemos que r € um elemento de A, ou ainda que x
pertence a A.

Quando um conjunto x nao for um elemento do conjunto A, escrevemos x & A, e

lemos "r nao pertence a A”, ou ainda "x nao esta em A”, que € a negagao de x € A.

Parece estranho escolhermos conjunto e pertinéncia como elementos primitivos ao

21
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invés de conjunto e elemento, mas ¢ mais facil definir elemento usando a nocao de
pertinéncia do que definir a nocao de pertinéncia usando a nocao de elemento.

Estabeleceremos como convencao o uso de letras maitisculas para denotar conjuntos
e letras minusculas para denotar elementos.

A seguir definimos a noc¢ao de igualdade de conjuntos.

Definigao 2.2. Sejam A e B conjuntos. Dizemos que o conjunto A ¢é igual ao con-
jgunto B, e denotamos por A = B, se todo elemento de A é um elemento de B e
vice-versa. Simbolicamente escrevemos

A=B<+= Va)[r € A—zxzeB)AN(zeB—xecA).

Note que com esta defini¢ao, dois conjuntos sao iguais se, e somente se eles tém os
mesmos elementos.

A nosso intuicao nos diz que quando um elemento x estd em um conjunto A e x é
igual a outro elemento y, entao é natural esperar que y também seja elemento de A, o

que nos garante isso é o primeiro axioma da teoria dos conjuntos.
Axioma da Extensao - Sex =y ex € A, entioy € A.

A seguir definimos a nocao de inclusao de conjuntos.

Defini¢ao 2.3. Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A esta contido em B, (ou B
contém A) e denotamos por a C B( ou B D A), se todo elemento de A é um elemento
de B. Neste caso, dizemos também que A é um subconjunto de B. Simbolicamente
escrevemos
ACB<«= (Vz)(re A— x € B).
Se A C B e A € diferente de B, dizemos que A € um subconjunto préprio de

B e denotamos por A G B ou A C B.

Estas nogoes, definigoes e axioma, nos permitem demonstrar o seguinte resultado:

Proposicao 2.4. Sejam A, B e C conjuntos. Entao temos:
(a) Reflexiva: A = A.
(b) Simétrica: A= B = B = A.
(¢) Transitiva: (A=B)A(B=C)= A=C.
(d) Reflexiva: A C A.
(e) Anti-simétrica: AC BABC A<= A=DB.
(f) Transitiva: (ACB)A(BCC)= ACC.
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Dem.: Vamos mostrar alguns itens, a demonstragao dos restantes fica como exercicio.
(a) A proposigao * € A — = € A é uma tautologia, logo da definigdo 2.2, temos
A=A

(b) Da definigao 2.2 temos que A = B <= (Va)[(x € A — x € B)A (v € B —
x € A)]. Agora, pela comutatividade do conectivo A e novamente pela defini¢ao 2.2,
concluimos que B = A.

(e) Da defini¢ao 2.3, temos que A C B A B C A é equivalente a proposi¢ao (Vx)[(z €
A— x € B)A(x € B— x € A)|, que por sua vez, é equivalente a A = B pela
definicao 2.2. O

Uma maneira de representar um conjunto ¢ exibindo seus elementos entre chaves e
separados por virgulas, mas podemos também caracterizar um conjunto através de uma
propriedade que o define. Isso deve ser feito axiomaticamente tomando certos cuidados
para evitar contradigoes. Vejamos o axioma que nos permite construir conjuntos a

partir de propriedades.

Axioma da especificagao: Sejam A um conjunto e p(r) uma proposi¢io em x
que deve ser expressa totalmente em fungao dos simbolos N\, V, ~, — € 3V, [] e
varidveis x,y,z,..., A, B,C,.... Entao existe um conjunto que consiste de todos os
elementos x de A que tornam p(x) verdadeira. Simbolicamente, escrevemos

{z € A; p(x) € verdadeira}.

Observagao 2.5. A restricao de p(x) utilizar somente simbolos 16gicos e varidveis
faz sentido para evitar paradoxos do tipo semantico. Um exemplo disso é o seguinte

paradoxo que numa versao simplificada diz:

Paradoxo de Richard: Todo niumero inteiro pode ser descrito em palavras utilizando
um certo numero de letras. Por exemplo, o niumero 36 pode ser descrito como "trinta
e seis”’ou "quatro vezes nove”. A primeira descricao utiliza 11 letras e a sequnda
15 letras. Vamos dividir o conjunto dos niumeros inteiros positivos em dois grupos,
o primeiro contendo todos os niumeros inteiros positivos que podem ser escritos com
no mdximo 100 letras e o sequndo inclui todos todos os nimeros inteiros positivos
que necessitam de pelo menos 101 letras para descrevé-los. Hd um niumero finito de

4100

numeros no primeiro grupo, pois eristem no mdrimo 2 expressoes com no mdrimo

100 letras. Existe entao wm menor inteiro positivo no sequndo grupo. Fste menor
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inteiro pode ser descrito pela frase o menor inteiro que nao é descrito com menos de
100 letras”, o que o descreve com menos de 100 letras. Entao este niumero pertence ao

primeiro grupo, o que € uma contradi¢ao.

Note, que este conjunto nao pode ser construido pelo axioma da especificacao, pois
a propriedade do axioma esta restrita a operadores légicos e alguns simbolos. Por isso

estamos livre desta contradigao.

Observacgao 2.6. Outra aplicacao mais interessante deste axioma é que ele garante
que nao existe um conjunto que contenha todos os conjuntos.

De fato, supondo que exista o conjunto cujos elementos sejam todos os conjuntos,
seja U tal conjunto. Assim, usando o axioma da especificacao, podemos formar o
conjunto B = {x € U; x ¢ x}. A questao agora é: serd que B € U?

Se sim, temos duas possibilidades, B € B ou B ¢ B.

Se B € B, pela especificacao de B, temos que B ¢ B e, se B ¢ B, entdao B € B, o
que é uma contradi¢do. Assim, chegamos a conclus@o que B ¢ U, ou seja, ndo existe
um conjunto universo. O argumento que levou a essa conclusao chama-se o paradoxo
de Russel, cuja versao popular é: Numa certa cidade existe um barbeiro que sé faz a

barba nos homens que nao barbeiam a si proprios. Quem faz a barba do barbeiro?

Com o auxilio do axioma da especificacao, podemos construir varios conjuntos

importantes.

Definigao 2.7. O conjunto vazio, denotado por (), é o conjunto que ndo possui nen-
hum elemento.
A existéncia deste conjunto é garantida pelo axioma da especificacao, pois dado

qualquer conjunto A, temos que ) = {x € A; x # x}.

Definicao 2.8. Sejam A e B dois conjuntos. A uniao de A e B, denotada por AUB,
€ o conjunto formado pelos elementos x tais que x estd em um dos dois conjuntos A
ou B. Simbolicamente,
AUB = {x;x € AVzx e B}.
A interseccao de A e B, denotada por ANB, € o conjunto formado pelos elementos
x tais que x estd em ambos os conjuntos A e B. Simbolicamente,

ANB={z;x € ANz € B}.
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Dessa defini¢ao, temos as seguintes equivaléncias légicas:
r€ AUB <= (r€ AVz € B)
r€ANB <= (r € ANz € B).
Note, que a existéncia dos conjuntos AU B e AN B é garantida pelo axioma da
especificagao.

Com relagao a uniao e a intersecgao de conjuntos temos as seguintes propriedades:

Teorema 2.9. Sejam A e B conjuntos. Entao:
(a) ACAUB e BC AUB.
(b)) ANBCA e ANBC B.
(¢c) ACB<—= AUB=B ¢ ACB<= ANB=A.
(d) AU(BNA)=A ¢ AN(BUA)=A.

Dem.: Para os itens (a) e (b), mostraremos uma das inclusées, as outras sdo demon-
stradas de forma andloga e ficam como exercicio.

Vamos mostrar que A C AU B, o que é equivalente, por definicao, a mostrar que
r€ A= € AUB. O que é equivalente a mostrar que x € A — xr € AV € B é
uma tautologia o que é verdade, pois é uma implicacao do tipo p — p V q.

No item (c), também provaremos somente uma das equivaléncias, ficando a outra
como exercicio.

Vamos mostrar que A C B <= AUB = B. Como (p <= ¢q) <= (p = )N\ (¢ =
p), vamos mostrar as implicagbes =—> e <— separadamente.

(=) Queremos mostrar que se A C B, entao AU B = B. Note que po igualdade
de conjuntos, temos que mostrar que AUB C Be B C AU B. A segunda inclusao
segue de (a). Para a primeira, seja © € AU B, entdao, x € AVz € B. Sex € A,
como por hipotese, A C B, temos que x € B. Assim, x € B, em ambos 0s casos, como
queriamos.

(<) Se AU B = B, entao, como A C AU B = B, temos claramente que A C B.

A demonstracao do item (d) fica como exercicio. O
Dizemos que dois conjuntos A e B sao disjuntos se eles nao possuem elementos

em comum, ou seja, se AN B.

Teorema 2.10. Sejam X, A e B conjuntos. Entao temos:

(a) DC A, AUD=A e AND=0.
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(b)) XCAUB<«~—= XCAVXCB ¢ XCANB<«~— XCAANXCB.

Dem.: Vamos mostrar a primeira inclusao do ftem (a), ou seja que ) C A. Por
defini¢ao, temos que mostrar que z € ) = =z € A. Como a proposicao p : x € 0 é
sempre falsa, entao p — ¢ é verdadeira para qualquer proposicao ¢, o que mostra a
inclusdo. Outra maneira de mostrar é usando a contra-positiva, supondo que = ¢ A,
entao certamente temos que x ¢ (), pois o conjunto vazio nao contém elementos, assim,
r¢ A=z ¢ .

Mostremos agora a equivaléncia X C AN B <= X C AA X C B, deixando as
restantes como exercicio.
(=) Nesta implicacdo, a hipdtese ¢ X CANBeateseé X CAANX CB.

Seja x € X, como por hipotese X C AN B, temos que © € AN B e, pela definicao
de intersec¢ao, temos que x € A A x € B. Portanto X C AN X C B.
(«<=) Nesta implicagao, a hipétese é X CAANX C Beateseé X CANB.

Seja x € X, por hipdtese x € ANz € B e, pela definicao de intersecgao, temos que

r € AN B. Portanto X C AN B. O

Diagramas de Venn e de Linha

Uma maneira simples de ilustrar as relagoes entre conjuntos é por meio de dia-
gramas. FExistem dois tipos mais utilizados, que sao os diagrams de Venn e os
diagramas de linha.

No diagrama de Venn os conjuntos sao representados por regioes limitadas do plano
e suas relagoes sao representadas pelas posicoes dessas regides. Nas figuras abaixo,

representamos algumas relagoes entre os conjuntos A e B.

No diagrama de linha, nao representamos os conjuntos mas sim a relacao de inclusao
entre eles. Um conjunto que contém o outro conjunto estard num nivel vertical acima

ligado ao primeiro por um segmento de reta. Caso os conjuntos nao possuam a relagao



2.2. OPERACOES COM CONJUNTOS 27

de inclusao, eles nao sao unidos pelo segmento de reta. Neste caso eles sao colocados
horizontalmente em posicao diferente. Na figura abaixo vemos um exemplo de um

diagrama de linha.

2.2 Operacoes com conjuntos

Em aritmética podemos adicional, multiplicar ou subtrair dois niimeros. Nos con-
juntos, as operagoes uniao, interseccao e diferenga (como definida abaixo), se compor-

tam de maneira semelhante as operagoes aritméticas.

Definigao 2.11. Sejam A e B dois conjuntos. A diferenca entre A e B, denotado
por A\ B ou A— B, € o conjunto formado pelos elementos que estao em A e nao estio
em B. Simbolicamente, escrevemos
A\B={x;z€ ANz ¢ B}.
Se A C B, o conjunto B — A € dito também ser o complementar de A em B e
denotado por AG. Se A estd contido em um conjunto universo U, o complementar de

A em U é denotado simplesmente por A° = {z;x ¢ A}.

Com respeito a estas operagoes entre conjuntos, temos as seguintes propriedades:

Teorema 2.12. Sejam A, B e C conjuntos. Entao:
(a) Associatividades - AU(BUC) = (AUB)UC e AN(BNC)=(ANB)NC.
(b) Comutatividades- AUB=BUA e¢ ANB=BnNA.
(¢) Distributividades - AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

(d) Idempoténcias- AUA=A e ANA=A.
(e) A—-BCA e (A—B)NB=1.
(f) A—-B=0<—=ACB ¢e A—-(A—-B)=B<= BCA.
Se A e B sao subconjuntos de um mesmo conjunto universo U, entao:
(g) Leis de Morgan - (AUB)*=A°NB° e (ANDB)*= AU B".
(h) (A=A e ANA°=1. (i) AC B se, e somente se B¢ C A°.

Dem.: Demonstrar alguns casos
Axioma da poténcia - Para cada conjunto, existe uma cole¢ao de conjuntos que

contém entre seus elementos, todos os subconjuntos do conjunto dado.
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Definigao 2.13. Seja A um conjunto. O conjunto poténcia de A ou conjunto das
partes de A, denotado por p(A), é o conjunto cujos elementos sao os subconjuntos de

A. Simbolicamente, temos p(A) = {B; B C A}.

Exemplo 2.14. Para A = {a,b, ¢}, temos
p(A) = {0, {a}, {b}, {c}. {a, b}, {a, c} {b,c}, A}.

Proposigao 2.15. Sejam A e B conjuntos. Entdo:

(a) p(ANDB)=p(A)Np(B).
(b) p(AUB) D p(A)Up(B).

Dem.: Temos as seguintes equivaléncias:
X ep(ANB) <= X C AN B, Pela definigao 2....

<— X CAAX C B, pelo teorema 2....
< X € p(A) AN X € p(B), pela defini¢ao 2....

< X € p(A) N p(B), pela definigao de N,
o que demonstra o item (a). A demonstragao do item (b) fica como exercicio. O

Observagao 2.16. Note que a inclusdo p(AU B) C p(A) U p(B) nao é verdadeira.
De fato, para A = {1} e B = {2}, temos p(AU B) = p({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}}
e p(A)Up(B) = {0, {1}} U{0,{2}} = {0, {1}, {2}}.

Para definirmos a uniao e a intersec¢ao de um nimero finito de conjuntos, podemos
usar o axioma da especificacdo. Para uma colecao qualquer de conjuntos, ja nao é
possivel utilizar esse axioma para construir um conjunto uniao e um conjunto inter-

seccao. Para tanto necessitamos do seguinte axioma:

Axioma da uniao - Para toda colecao de conjuntos existe um conjunto que contém

todos os elementos que pertencem a algum conjunto da dada colegao.

Em outras palavras, este axioma garante que para toda colecao de conjuntos C,
existe um conjunto U tal que, se x € A para algum A em C, entao x € U. Assim

podemos definir:

Definicao 2.17. Seja C uma colegao de conjuntos. A uniao dos conjuntos em C

ou a uniao dos elementos de C, denotada por U A ou | C, consiste de todos os

AeC
elementos que pertencem a pelo menos um conjunto da cole¢ao. Em simbolos,
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JA={rea aec}
AeC

Note que nesta definigao utilizamos o axioma da uniao e o axioma da especificagao

para garantir a existéncia de U A. A unicidade é garantida pelo axioma da extensao.

AeC
Podemos também escrever

U A={z;3A € Ctal que x € A}.
Aec
Para a interseccao de conjuntos de uma colecao temos:

Definigao 2.18. Seja C uma colegcao de conjuntos. A intersecgao dos conjuntos

em C ou a intersecgao dos elementos de C, denotada por ﬂ A ou () C, consiste

AecC
de todos os elementos que pertencem a todos os conjuntos da colecao. Em simbolos

ﬂ A ={z; x € A para todo A € C}.
Aec

Também podemos escrever
NC={z;(Ae C—xz €A}

Vejamos a nocao de familia ou colecao indexada de conjuntos.

Definicao 2.19. Seja I' um conjunto. Assuma que para cada elemento v € T estd
associado um conjunto A,. A cole¢ao de tais conjuntos A, € dita ser uma familia

indexada de conjuntos, indezada pelo conjunto I' e denotada por {A,; v € I'}.

Observagao 2.20. Se C = {A,; v € I'}, escrevemos
Uc = L_JA,y = {x; v € A, para algum ~ €'}
vyel’
NC = (WA7 = {z; z € A, para todoy € I'}.
vyel
Note que dada qualquer cole¢ao de conjuntos, sempre é possivel encontrar um con-

junto de indices I' e tornar esta colecao uma familia indexada de conjuntos, indexada

por I'.
Mais ainda se o conjunto de indices é finito, I' = {1,2,3,...,n}, escrevemos
UAa, =JAa=4u4u--uA4,
vyel i=1
e

ﬂszﬁAi:AlmAQrw---mAn.

yel i=1

Se I' = N, escrevemos U A, = [OJAi e ﬂ A, = ﬁAi.
i=1 i=1

vyel yel
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Exemplo 2.21. Para cada i € N, seja A; = {i,i+1,...,2i — 1}. Encontre U A;.
i=1

Note que cada inteiro entre 1 e 2n — 1 pertence a algum A; da familia e, nenhum

outro inteiro pertence a estes A;. Logo U A ={1,2,3,....2n— 1}.
i=1

Teorema 2.22. Seja {A,; v € I'} uma familia vazia de subconjuntos de um conjunto
U, ou seja, I' = 0. Entdo

(a) UAAY:@.

vyel

) (A, =U

yell

Dem.: (a) Note que mostrar que U A, =10 é equivalente a mostrar que para todo
~yeD
xz €U, temos z ¢ UAA,.

ye
Para x € U, temos que

:1C¢LJA7 = ~ :1CELJA7 , por notagao

~eD ~eD

<= ~ (v € A,, para algum 7 € (), pela definigao de de U
< (z ¢ A, para todo v € 0), pela negacio

— (el —ugA)
e esta ultima proposicao é verdade para todo x € U, pois v € () é uma contradicao.

Isso completa a demonstracao da parte (a).

(b) Temos que mostrar que para todo x € U, temos = € ﬂ A,. Observe que

~yeD
por definicao = € m A, < (x € A,, Vv € 0) que é equivalente a proposi¢ao
~eD
(y €0 — z € A,), que como visto na demonstracdo do ftem (a), é verdadeira para
todo x € U. O

Os préximos dois teoremas generalizam para uma familia qualquer resultados mostra-

dos.

Teorema 2.23. Leis de Morgan Generalizadas - Seja {A,; v € I'} uma familia
arbitrdria de subconjuntos de um conjuntoU. Entao

(a) (U Av) = ﬂyerAi‘

veTl

(b) (ﬂ Av) = UyerAg-

yel
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Dem.: (a) Para todo = € U, temos

x € (U A7> = ~ (x € U A7>, pela definicao de complementar,

veTl vel

< ~ (IyeTl)(xz € A,), pela definicao de uniao,
— (Vyel)(z ¢ A,), pela negacao,

< (VyeTl)(x € A9), pela def. de complementar,
— z€ ﬂAs, pela defini¢ao de ).

Assim, por defini¢ao de igualdade de conjuntos temos a igualdade do item (a). A

demonstracao da igualdade do item (b) fica como exercicio. O

Teorema 2.24. Leis Distributivas Generalizadas - Sejam A um conjunto e

C ={B,; v € I'} uma familia de conjuntos. Entao

(a) AN (U By) = J4ang,).

(b) AU (ﬂ BV> = [(AuB,).

Dem.: Vamos provar a igualdade do item (a), a outra fica como exercicio.

Um elemento x estda no conjunto AN (U Bv> se, esomentese r € Aex € U B,

yeTl vyel
pela definicao de N. Agora da definicao de uniao de uma familia qualquer de conjuntos,

temos que esta proposicao ¢ equivalente a x € A e x € B,, para algum v € I', que
pode ser expressa como z € AN B,, para algum v € I', a qual, por definicao de

U é precisamente x € U (AN B,), o que mostra (a) pela definicdo de igualdade de

yel
conjunto. 0

2.3 O Produto Cartesiano de Dois Conjuntos

Sejam A e B dois conjuntos arbitrarios. Para a € A e b € B, utilizando o axioma da
especificacao podemos construir o conjunto
{a,b} = {z; z = a ouz = b}.
Note que, como conjuntos {a, b} = {b,a}.
Agora, queremos definir a nocao de par ordenado, ou seja, um conjunto com dois

elementos dados, onde possamos dizer qual é o primeiro e qual é o segundo elemento.
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Para tanto, precisamos da certeza que este par ¢ também um elemento. Isso é garantido

pelo seguinte axioma.

Axioma do par - Para dois conjuntos quaisquer existe um conjunto ao qual ambos

pertencem.

Este axioma garante a existéncia do conjunto definido a seguir:

Defini¢ao 2.25. O par ordenado de a e b, denotado por (a,b), com primeira coor-
denada a e sequnda coordenada b é o conjunto
(a,b) = {a,{a,b}}.
Dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano de A e B, denotado por AX B,

€ o conjunto

Ax B ={x; x = (a,b) para algum a € A e algum b € B}.

Note que em geral (a,b) # (b,a) e Ax B # B x A.

Vejamos como esta nova operagao entre conjuntos se comporta com relagao as outras

definidas anteriormente.

Teorema 2.26. Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Entao temos:
() AxD=0xA=0.
(b) Ax(BNC)=(Ax B)n(AxC).
(c) Ax(BUC)=(Ax B)U(AxC).
(d) Ax(B—C)=(AxB)—(AxC0C).

Dem.: (a) Pela definigao de produto cartesiano, temos A x ) = {(a, b); a € Aeb € (}.
Como nao existe b € (), temos que nao existe par ordenado cuja segunda coordenada

seja b, assim A x () = (). A outra igualdade é andloga.

(b) Note que aqui podemos assumir que os 3 conjuntos sao diferentes do vazio, pois

caso contrario a demonstragao segue facilmente do item (a).

Paraa € Aex € (BNC), temos
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a,r) € Ax (BNC)

a € A) A\ (z € BNC), pela definigao de prod. cartesiano,

ac A)A(z e BAx e (), pela definicao de N,

a € A)A(z € B) A (xz € (), pela associatividade do A,

ac€ A)N(x € B)A(a € A) A (z € C), pelo canc. pela comut. do A

ac€ AN (xeB)]A[(a€ A)A (z € C)], pela associatividade do A,

(
(a €
(
(
(
[
[

(
(a,

x) € Ax Bl AN[(a,z) € A x (], pela defini¢ao de prod. cartesiano,

[ A S

(a,z) € (Ax B)N (A x (), pela defini¢ao de N,
o que mostra a igualdade do item (b).

As demonstragoes das igualdades dos item (c) e (d), ficam como exercicio. O

2.4 Exercicios

1. Determine se as afirmagoes abaixo sao verdadeiras ou falsas, justificando.

)
) (VA(VB)(VO)(AUB=AUC = B=C).
) ({0} € p(A)), (VA).
) ({0} € p(A)), (VA).

0,{0}}.

(a) 3={3}.

(b) 5e{{5}}

(c) 4€{{4}.4}

(d) 0e {3}

(e) {2,8} C{2,8,9}.

(f) {3,4} < {{3,4},{5,6}}.

(g) VANVB)NVC)ANBNC=ANBN(CUB)).
(h) (VA)(VB)VC)(AUB)—-C=AuU(B-(C)).
(

(J

(

(

m) p({0}) = {

2. Mostre que se A é um conjunto finito com n elementos, entao p(A) é finito e tem

2" elementos. Mostre também que A ¢é infinito se, e somente se p(A) é infinito.

3. Sejam A e B conjuntos. Determine se cada uma das afirmagoes abaixo sao

verdadeiras. Se sim, mostre, caso contrario, dé um contra exemplo.

(a) re AeAe B= 1z € B.
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b) re Ae ACB=z€B.
c) reAe AL B=x¢ B.
d) ACBex ¢ B=uz ¢ A.

(
(
(
() AC B <= p(4) C p(B).

. Para A, B e C' conjuntos dados, mostre que:

(a) C—(AUB)=(C—-A)N(C-B).

(b) C—(ANB)=(C—A)U(C - B).

() A=DB <= p(4) =p(B).

(d) Ax(B-C)=(AxB)—-(Ax0).

() Se BC A entaio AXxXA—BxB=[A—-B)xAJU[Ax (A—- B).
(f) ANB=A<= AUB=B.

(
(

g) SeACCeBCC(C,entao AC B<= (C—B)C (C—A).

hy () X=0c¢ U X =A

Xep(A) Xep(A

. Sejam A, B e C conjuntos. Para cada uma das afirmacoes abaixo, mostre ou dé

um contra-exemplo:

(a) (A—B)UC=(AUuBUC)—-(ANDB).

(b) (AUC)—-B=(A-B)U(C - B).

(¢c) (AUB)—(ANnBNC)=[A—(BNC)|]U[B—-((AnQ))].
(d) p(AUB)=p(A)Up(B).

(e) p(ANB)=p(A)Np(B).

(f) ACCeBCC = (AUB)CC.

(g ACBeACC= ACBNC.

. Para conjuntos A e B, definimos a diferenga simétrica de A e B, e denotamos

por AAB, como sendo o conjunto AAB = (AU B) — (AN B). Mostre que:

(a) AAB=(A—-B)U(B-A).

(b) (Comutativa) - AAB = BAA.

(c) (Associativa) - (AAB)AC = AA(BAC).

(d) (Elemento Neutro) - Existe um conjunto ¢ tal que, para todo conjunto A
tem-se que AAD = A.

(e) (Elemento Inverso) - Para cada conjunto A, existe um conjunto B tal que

AAB = .



2.4. EXERCICIOS 35

10.

11.

12.

(f) Mostre que (AAB)NC = (ANC)A(BNC), para quaisquer conjuntos A, B
eC.

Sejam A, B e E conjuntos tais que E # (). Mostre que se A x E = B x E, entao
A=B.

. Sejam A e B conjuntos tais que A ¢ B. Suponha que E seja um conjunto tal

que A x E = B x E. Mostre que E = ().

Em cada um dos casos abaixo, considere a familia infinita de conjuntos {B;; i €

N} e determine U B; e ﬂ B;.

ieN ieN
(a) B;=1{0,1,2,3,...,2i}. (b) By ={i—1,i,i+1}.
3 5i+2

(c) Bi = [;, : }U{lO—H’}. (d) B, - [—1,3+ﬂu[5,5ij }

Sejam [ e J conjuntos tais que J C I, e {A;};c; uma familia indexada de con-

juntos. Mostre que:

(@) |J4 <A (b) (A €[ A

(a) Jl-1+1/n,1—1/n].
(b) ﬁ(q —1/n,1+1/n).
(c) @(—1/%1/")-

Sejam A um conjunto e C = {B,; 7 € I'} uma familia de conjuntos. Mostre que:

(a) Am(UBv):U(Ava). (b) Au(ﬂ&):ﬂ(/xu&).

yell yell yell ~yell
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Capitulo 3

Relacoes

3.1 Definicoes e exemplos

Utilizando pares ordenados, podemos estabelecer a teoria matematica das relacoes
através da linguagem de conjuntos.

Comecamos considerando o conjunto A x B, onde A é o conjunto das mulheres e
B = {homens}. Quando falamos ”Maria é esposa de Joao” estamos dizendo que Maria
esta relaciona com Joao pela relagdo ”ser esposa de” ou seja, o par ordenado (a,b),
onde a =Maria e b = Joao, pertencem a relagdo. Note que o par (b, a) ndo pertence a
relacao, pois Joao nao é esposa de Maria. Se a relacao fosse ”ser casado com”, entao

ambos os pares estariam na relacao. Formalmente temos:

Definigao 3.1. Uma relagao entre dois conjuntos A e B, denotada por R(A, B),
ou simplesmente por R, € um subconjunto de A X B.

Se um par (a,b) € R, dizemos que a esta relacionado com b, pela relagao R ¢
escrevemos a’Rb.

Se A = B, entio R(A, A) € dita ser uma relagao sobre um conjunto A ou uma
relacao em A.

Se R(A, B) é uma relagio em Ax B, dizemos que R~ = {(b,a); aRb} ¢ a relagao

inversa de R.

Como conjuntos, hd duas maneiras de representar uma relagdo, uma é listando os
seus elementos e a outra é definindo uma regra, na qual escolhemos os pares ordenados

que satisfazem esta regra.

37
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Exemplo 3.2. (1) Sejam A = {1,2,3} ¢ B = {a,b,c,d}. Definimos, a sequir 3
relagoes:
Ri={(L,a),(1,0),(3,¢)}
R2={(2,a),(2,0),(1,a),(1,b),(3,a),(3,0)}
Rz = 0.

(2) Seja A ={a,b,c}. Definimos, sobre A as relagoes:
Ri= {(av CL), (bv b)? (C’ C)}
Ra = {(a,a),(a,b), (b, a), (b,0), (¢, a), (¢, b), (¢, ¢)}
Rs3 = AxA.

(3) Sejam A = 7. Definimos, sobre A as relagoes:
Ri={(a,b) € ZxZ; a < b}
Ra ={(a,b) € ZXZ; a|b}.

(4) Sejam A =7. Para as relagoes definidas no exemplo anterior, temos:
R ={(a,b) €Z x Z; a > b}
Ryt ={(a,b) €Z xZ; b| a}.

Podemos visualizar algumas propriedades de uma relagao através de sua repre-

sentacao grafica. para vermos isso, necessitamos definir algumas nogoes.

Definicao 3.3. Seja R uma relacio em A x B. O dominio de R, denotado por
Dom(R), € o subconjunto de A dado por
Dom(R) = {a € A;aRb para algum b € B}.
A imagem de R, denotado por Im(R), € o subconjunto de B dado por
Im(R) ={b € B;aRb para algum a € A}.
Podemos colocar os pares ordenados da relacao R num diagrama coordenado de
A X B e, o conjuntos destes pontos é dito ser o grafico ou diagrama cartesiano de

R

Outro tipo de representacao geométrica de uma relagao, muito usado quando o
conjunto A é finito, é o diagrama de setas, onde representamos os elementos de A
por pontos e a relagdo R por setas ligando estes pontos, ou seja, se (a,b) € R, entdo
desenhamos uma seta com inicio no ponto a e término no ponto b. Por exemplo, se
A ={a,b,c} e R = {(a,a),(a,b), (b,a),(b,d),(c,a),(c,b),(c,c)}, entdo o diagrama de
setas de R é
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Daremos a seguir as propriedades mais importantes que uma relacao R sobre um

conjunto A pode satisfazer.
Definicao 3.4. Seja R uma relagao sobre um conjunto A. Entao dizemos que:

o R éreflexiva se a condicio (Vx € A)(xRx) for verdadeira, ou seja, se para todo

re A (x,x) €R.

e R ésimétrica se a condicio (Vx,y € A)(xRy — yRx) for verdadeira, ou seja,

se para todo x,y € A, se (z,y) € R, entao (y,z) € R.

e R étransitiva se a condi¢ao (Vx,y,z € A)(xRyAyRz — xRz) for verdadeira,

ou seja, se para todo x,y,z € A, se (x,y) € R e (y,z) € R, entdo (x,z) € R.

e R ¢ anti-simétrica se a condicio (Vx,y € A)(zRy N yRx — x = y) for
verdadeira, ou seja, se para todo x,y € A, se (x,y) € R e (y,xz) € R, entdo

T =y.

Exemplo 3.5. (1) Seja A um conjunto qualquer. A relacdo A = {(z,z); z € A} é
uma relacao sobre A que é reflexiva, simétrica e transitiva. Esta é chamada a relagao

identidade ou a diagonal.

(2) Seja A um conjunto qualquer. A relacaio A x A é uma relagao sobre A que é

reflexiva, simétrica e transitiva. Nao é anti-simétrica.

(3) Para A = {a,b,c}, temos:

R1 = {(a,a),(b,b),(c,c),(a,b)} é uma relagao reflexiva, anti-simétrica e transitiva.
Nao é simétrica.

Rs ={(a,a),(b,b),(a,b), (b,a)} é uma relagdo simétrica e transitiva. Nao é reflexiva e
nem anti-simétrica.

Rs = {(a,a), (b,b), (a,b),(b,a),(b,c)} é uma relagdo que nao é simétrica, nem transi-

tiva, nem reflexiva e nem anti-simétrica.

(4) Para A =N, temos:

R = {(z,y) € N x N;z é um divisor de y} é uma relagao reflexiva, anti-simétrica e
transitiva. Nao é simétrica.

(5) Para A =7, temos:

R = {(z,y) € N x N;x —y é multiplo de 3} é uma relacao reflexiva, simétrica e
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transitiva. Nao é anti-simétrica.

(6) Seja A uma familia de conjuntos. Para X, Y € A, a relagdo ” X estd contido em

Y” é uma relacao reflexiva, anti-simétrica e transitiva. Nao é simétrica.
s b

(7) Seja A o conjunto das proposi¢oes. Para p, ¢ € A, a relagao ”Se p entdo ¢” é uma

relacao reflexiva e transitiva. Nao é simétrica e nem anti-simétrica.

3.2 Relacoes de Equivaléncias e Particoes

Um tipo de relacoes muito importante na matematica moderna, que aparece em

todas as areas de estudo sao as relagoes de equivaléncias.

Definicao 3.6. Uma relacio R sobre um conjunto A € dita ser uma relagao de

equivaléncia sobre A se R ¢ reflexiva, simétrica e transitiva.

Exemplo 3.7. A relagao diagonal definida no exemplo (1) é uma relagdo de equiva-
léncia sobre A. Estd é a "menor” relacao de equivaléncia sobre A e, a relacao definida
no exemplo (2) é a "maior” relagdo de equivaléncia sobre A. Também como visto
acima, a relagdo R definidas no exemplo (5) é uma relacao de equivaléncia sobre o

conjunto dos nimeros inteiros.

Definicao 3.8. Seja R uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto ndao vazio A.
Para cada a € A, o subconjunto de A definido por @ = {x € A; xRa}, € dito ser a
classe de equivaléncia determinada pelo elemento ¢ médulo R.

O conjunto das classes de equivaléncia modulo R, serd indicado por A/R e chamado

de conjunto quociente de A por R.

Note que se R é uma relacao de equivaléncia sobre um conjunto nao vazio A, entao
para todo a € A, temos a € @, ou seja, cada classe de equivaléncia é um subconjunto

nao vazio de A.

Exemplo 3.9. Considere a relagdo de equivaléncia R definidas no exemplo (5), ou

seja, A=Ze R ={(x,y) € Z x Z;x — y é multiplo de 3}.

Para 0 € Z, temos
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0 ={r € Z; x é multiplo de 3}
= {x € Z; v = 3k, para algum k € Z}

= 3Z.
Para 1 € Z, temos

1 ={r€Z;x—1émuiltiplo de 3}
={x €Z; x =3k + 1, para algum k € Z}

=37+ 1.
Para 2 € Z, temos

2 ={r€Z;x—2émiltiplo de 3}
={x € Z; x = 3k + 2, para algum k € Z}

=37+ 2.
Para 3 € Z, temos

3 ={z €Z; x— 3¢émiltiplo de 3}
={re€Z;x=3k+3=3(k+1), para algum k € Z}
=3Z=0.

Veremos no préximo teorema que de fato Z/R = {0, 1, 2}.

Com relagao as classes de equivaléncia temos:

Teorema 3.10. Sejam R uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto nao vazio A

ea,be A. As sequintes proposicoes sao equivalentes:

(a) aRb (b) acb (c) bea (d) @=b.

Dem.: (a) <= (b) Decorre imediatamente da defini¢ao de classe de equivaléncia.
(b) = (c)
a €b = aRb, pela definicido de classe,
—> bRa, pois R é simétrica,
= b € @, pela definicao de classe.
(c) => (d) Note que @ e b sdo dois conjuntos, assim, mostrar que @ = b é equivalente
a mostrar que @ C b e b C @. Mostremos que @ C b, a outra inclusdo é analoga.
Para x € @, temos que xRa e, como por hipdtese, b € @, temos também que bRa.
Como R ¢ simétrica, obtemos xRa e aRb, o que implica pela transitividade de R

que Rb, ou seja, x € b.
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(d) = (a) Seja v € @ = b. Entdo, pela definicdo de classe, temos que zRa e zRb.

Agora, da propriedade simétrica e transitiva de R, obtemos aRb. U

Mostremos agora a afirmacao feita no final do exemplo anterior, ou seja, para A = Z
e R ={(x,y) € Z x Z;x — y é miltiplo de 3}, temos Z/R = {0, 1, 2}.

E obvio que Z/R 2 {0,1,2}. Agora, se @ € Z/R, entdo dividindo a por 3, obtemos
que a = 3q +r, com r = 0,1 ou 2. Neste caso, temos claramente que r € @ e, pelo
teorema anterior, temos @ = T, ou seja Z/R C {0,1, 2}.

Relagoes de equivaléncias estao diretamente relacionadas com a nogao de particao

de um conjunto.

Definicao 3.11. Seja A um conjunto nao vazio. Dizemos que uma familia F de sub-
conjuntos nao vazios de A é uma particao de A se as sequintes afirmagoes sao ver-
dadeiras:

(a) dois elementos quaisquer de F ou sao iguais ou sao disjuntos;

(b) a uniao dos elementos de F ¢é igual a A.

Exemplo 3.12. (1) A familia F = {{1},{2},{3,4}} é uma partigdo do conjunto
A={1,2,34}.

(2) Seja A=7Z. A familia F = {3Z,3Z + 1,37 + 2} é uma particao de A.

(3) A familia F = {(—o0, —1),[—1,1],(1,400)} é uma partigao de R.

O proximo teorema nos mostra como uma relagao de equivaléncia determina uma

particao de um conjunto.

Teorema 3.13. Se R ¢ uma relagcao de equivaléncia sobre um conjunto nao vazio A,

entao A/R € uma parti¢io de A.

Dem.: Pela definigao de partigao, temos que mostrar que cada elemento de A/R é nao
vazio e que valem as propriedades (a) e (b) da definigao 3.11.
Para cada@ € A/R, como R é reflexiva, temos que a € @, o que mostra que @ # .
Mostremos agora que vale a propriedade (a), ou seja, para cada a e b em A/R,
temos aNb =0 oua=b.

Suponhamos que @ Nb # () e seja x € aNb. Entdo v € @ e € b. Da definicio

de classes de equivaléncia, temos que xRa e zRb. Agora, do fato de R ser simétrica
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e transitiva, obtemos que aRb. Das equivaléncias do teorema anterior temos @ = b, o
que mostra (a).

Para mostrar que vale a propriedade (b), temos que mostrar que U a = A, ou seja
acA

que UdgAe UEQA.

acA acA
A inclusao U a C A é imediata, pois @ C A para cada a € A.
acA
Agora, seja ¢ € A. Como xRz, temos que x € T, o que implica que = € U a.
acA
Portanto U a2 A OJ
acA

Agora, vejamos como uma particao determina uma relagao de equivaléncia sobre

um conjunto.

Teorema 3.14. Seja A um conjunto nao vazio. Se F € uma particao de A, entdo

existe uma relagdo de equivaléncia R sobre A tal que A/R = F.

Dem.: Para todo a,b € A, definimos R por:
aRb <= existe X € F tal que a,b € X.

Mostremos que R ¢ uma relagao de equivaléncia.

(i) Para cada a € A, desde que (| F = A, existe um X € F tal que a € X. Assim,
aRa, ou seja, R é reflexiva.

(ii) Para a,b € A, se aRb, entao pela definigdo de R, existe um elemento X € F, tal
que a,b € X, o que claramente implica que bRa. Logo, R é simétrica.

(iii) Se a,b,c € A sao tais que aRb e bRe, entao existem X,Y € F tais que a,b € X
e bceVY. Assim, b e X NY, ouseja, XNY # (). Como F é uma particio, temos
que X =Y e, entao a,c € X =Y, o que mostra que aRc.

Mostremos agora que A/R = F.

Dado a € A, temos que existe um um tnico X € F, tal que a € X, onde a unicidade
segue da propriedade (a) valer para F. Da definigao de R é claro que @ = X, o que
implica que A/R C F.

Por outro lado, para cada X € F, desde que X # (), temos que existe a € X.
Claramente X = @, o que mostra que A/R O F. 0

Exemplo 3.15. Dada a particao F = {{a,b},{c},{d,e, f}} de A = {a,b,c,d,e, [},

temos a relagao de equivaléncia associada
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R = Ala,a),(a,b),(ba),(bb),(cc) (dd),(de)(d f)(ed),(f d),ee)ef),
(f.e), (f, )}

3.3 Relacoes de Ordem

Definigao 3.16. Uma relacao R sobre um conjunto ndo vazio A é dita ser uma
relacao de ordem sobre A se R € reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Se existe uma relacdo de ordem sobre o conjunto A, dizemos que A € um conjunto
parcialmente ordenado ou simplesmente ordenado.

Dada uma relacao de ordem sobre um conjunto A, dizemos que os elementos A, b €
A sao comparaveis mediante R se aRb ou bRa.

Se quaisquer dois elementos de A sao compardveis mediante R, entdo dizemos que
R € uma ordem total sobre A e, neste caso, dizemos que A € um conjunto totalmente

ordenado.

Em uma relacao de ordem, se aRb, também usaremos a notacao a < b que lemos

"a precede b na relacao R”.

Exemplo 3.17. (1) A relacaito R = {(a,a), (b,b), (c,¢), (a,b), (a,c),(b,c)} é uma
relagdo de ordem total sobre A = {a,b,c}. Faga o diagrama de setas desta relagao
e observe que nao ha dois pontos que nao estejam ligados por uma flecha, isso deve

ocorrer sempre que a ordem for total.

(2) A relagao R definida sobre R por
TRy <=z <y

¢ uma ordem total sobre R chamada a ordem usual.

(3) A relacao R definida sobre N por
TRy <= x divide y

¢ uma relacao de ordem sobre N, que nao é total.

(4) A relagao de inclusdo sobre uma familia de subconjuntos de um dado conjunto é

uma relagao de ordem, que em geral nao é total.

Definigcao 3.18. Sejam A um conjunto ordenado pela relagdo de ordem < e S C A,

um subconjunto nao vazio. Dizemos que:
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(a) Um elemento L € A € um limite superior de S se a sequinte proposi¢dao for
verdadeira
(Vz)(xe S — z <L),
isto €, quando qualquer elemento de S precede L.
(b) Um elemento | € A é um limite inferior de S se a sequinte proposi¢ao for
verdadeira
Vz)(x e S — 1 <x),
i1sto €, quando | precede qualquer elemento de S.
(¢) Um elemento M € S é um maximo de S se a sequinte proposi¢ao for ver-
dadeira
(Vz)(x € S — < M),
isto €, quando M ¢é um limite superior de S e M € S.
(d) Um elementom € S é um minimo de S se a sequinte proposi¢ao for verdadeira
(Vz)(x € S — m < x),
isto €, quando m é um limite inferior de S em € §.
(e) O supremo de S é o minimo, caso ezista, do conjunto dos limites superiores
de S.
(f) O infimo de S € o mdzximo, caso ezista, do conjunto dos limites inferiores de

S.

Exemplo 3.19. Para A =R e S = (0, 1], com a ordem usual, temos:
(a) O conjunto dos limites superiores de S é [1, +00).
b) O conjunto dos limites inferiores de S é (—oo, 1].
¢) O méximo de S é 1.

e

(

(

(d) S nao tem minimo.
(e) O supremo de S é 1.
(

)
f) O infimo de S é 0.

Exemplo 3.20. Para A = {1,2,3,4,6,9,12,18,24,36}, S = {2,4,6} e a relacao de
ordem sendo a divisibilidade, temos:

(a) O conjunto dos limites superiores de S é {12,24,36}.

(b) O conjunto dos limites inferiores de S é {1,2}.
(c) S nao tem maximo.
(

d) O minimo de S é 2.
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(e) O supremo de S é 12.
(f) O infimo de S é 2.

Teorema 3.21. Seja S um subconjunto de um conjunto parcialmente ordenado A. Se

existe um mdzximo (resp. minimo) de S, entao ele é inico.

Dem.: Vamos fazer a demonstracao para a unicidade do méximo, o caso de minimo ¢é
andlogo.
Suponhamos que M; e M, sao maximos de S. Temos entao:
My é maximo e M, € S, o que implica que My < M.
M, é maximo e M; € S, o que implica que M; < M.

Como < é anti-simétrica, temos que M; = M. 0]

3.4 Funcoes

Aqui somente apresentaremos a definicao de fungao usando a nocao de relagao. As
propriedades e as nocoes de injetividade, sobrejetividade, bijetividade, func¢ao composta
e funcao inversa serao assumidas conhecidas para o desenvolvimento dos préximos
capitulos.

Normalmente o que vemos como definicao de funcao é: Funcao € uma regra de
correspondéncia, que associa a cada elemento x de um certo conjunto, (chamado de
dominio da fun¢ao) um unico elemento y em um outro conjunto (Chamado de contra-
dominio da fungao).

A definicao formal de fungao usando conjuntos e a nocao de relacao é:

Definicao 3.22. Sejam A e B conjuntos. Uma fungao de A em B € uma relacdo f
de A em B satisfazendo as sequintes propriedades:

(a) / Dom(f) = A.

(b) Sex,yeze A sdotaisquex fy e x fz, entdoy = z.

Escreveremos f : A — B, para denotar que f € uma funcdao de A em B.

3.5 Exercicios

1. Determine quais das propriedades: reflexiva, simétrica, transitiva, anti-simétrica

sao satisfeitas por cada uma das seguintes relacoes sobre o conjunto R dos
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numeros reais:

(a) R={(z,y); y=1/z}
(b) R=A{(z.y); lzr—yl <1}
(©) R={(z,y); y* =27}
(d) R={(z,y); =#y}
(e) R={(z,y); zy > 0}.

2. Dé um exemplo de uma relagdo R sobre um conjunto A que seja simétrica e

transitiva e nao seja reflexiva.

3. Dé dois exemplos, um listando os pares ordenados e o outro, descrevendo-os
através de uma regra, de relagoes que tenham as propriedades reflexiva e simétrica

e nao tenham a transitiva.

4. Sejam R uma relagao sobre A e A a relacao identidade sobre um conjunto nao

vazio A, isto é, A = {(x,z); x € A}. Mostre que:

(a) R é reflexiva se, e somente se A C R.

(b) Se R tiver ambas as propriedades simétrica e anti-simétrica, entdo R = A.
(c) R é simétrica se, e somente se R = R~
(

d) Se R # () é anti-simétrica, entao RN R~ = A.

5. Sejam A um conjunto e R e R’ relacoes sobre A. Diga se cada uma das seguintes

proposicoes é verdadeira ou falsa, justificando sua resposta:

a) Se R é simétrica, entao R~! é simétrica.

b) Se R é anti-simétrica, entao R™! é anti-simétrica.
¢) Se R é transitiva, entdo R™~' é transitiva.

d) Se R é reflexiva, entao RNR ™ # ().

Se R é simétrica, entao R N R~ # ().

g) Se R e R’ sdo simétricas, entao R N'R’ é simétrica.
)

Se R e R’ sao transitivas, entdo R U R’ é transitiva.

i) Se R e R’ sao transitivas, entdo R NR’ é transitiva.

(

(

(

(

(e)

(f) Se R e R’ sao simétricas, entdo R U R’ é simétrica.
(

(

(i)

(j) Se R e R’ sdo anti-simétricas, entao R U R’ é anti-simétrica.
(1)

1

Se R e R’ sao anti-simétricas, entao R N'R’' é anti-simétrica.
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11.
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(m) Se R e R’ sao reflexivas, entdao R U R’ é reflexiva.

(n) Se R e R’ sao reflexivas, entdo R N'R’ é reflexiva.

. Existe algum conjunto A tal que toda relacao sobre A é:

(a) Reflexiva?
(b) Simétrica?
(c) Transitiva?
(

d) Anti-simétrica?

Existe mais de um conjunto?
Quais das relacoes dadas no primeiro exercicio sao de equivaléncia? Justifique.

(a) Verifique que a relagao

R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(2,5), (5,2), (3,5), (5,3),(2,30,(3,2) }
¢ uma relagao de equivaléncia em A = {1,2,3,4,5}.

(b) Determine 1,2,3,4 e 5.

(¢) Determine A/R.

. Seja ~ a relacao sobre R definida por x ~ y se, e somente se x — y € Z, para

todo z,y € R. Mostre que ~ é uma relacao de equivaléncia sobre R.
Defina a relacdo R sobre R por 2Ry se, e somente se cos(z) = cos(y) e sen(z) =
sen(y), para todo =,y € R.
(a) Mostre que R é uma relagao de equivaléncia.
(b) Se a € R, determine a.
Seja R3 = {& = (11,22, 73); 2; € R,i =1,2,3}. Definaem A =R3—{(0,0,0)} a
seguinte relacao:
x ~ y se existe a € R tal que x = ay, para todo z,y € A.
(a) Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia.
(b) Descreva geometricamente z, para algum x € A.
Seja f uma funcao real com dominio real. Defina a relagao R pela regra
TRy se, e somente se f(z) = f(y).

Mostre que Ry é uma relagao de equivaléncia.
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13. Em A = N x N, defina a seguinte relagao:
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d = b+ c, para todo a,b,c,d € N.

(a) Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia.

(b) Encontre as seguintes classe de equivaléncias (1,0), (0,1), (1,1) e (0,0).

14. Defina em Z x N a seguinte relacao:
(a,b) ~ (¢,d) <= ad = be, para todo a,c € Z e b,d € N.

(a) Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia em Z x N.
(b) Pense um pouco sobre o conjunto Z x N/ ~ . Compare-o com Q, o conjunto

dos numeros racionais.
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Capitulo 4

Nocoes de Cardinalidade

4.1 Conjuntos equipotentes, enumeraveis e contaveis

Como podemos determinar quando dois conjuntos tem o mesmo tamanho?

Se tais conjuntos forem finitos podemos fazer isso contando os seus elementos. Mas
esta técnica nao funciona para conjuntos infinitos.

Iremos determinar quando dois conjuntos tem o mesmo tamanho, ou o mesmo
numero de elementos, nao contando contando quantos elementos cada um deles tem,
mas sim, tentando corresponder cada elemento de um conjunto com um nico elemento

do outro e vice-versa, mais especificamente temos:

Definicao 4.1. Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A e B tem a mesma cardi-
nalidade, ou que eles sao equipotentes, e escrevemos A ~ B, se existir uma fung¢ao

bijetora f : A — B.

Vale observar que com esta definicao, estamos dizendo quando dois conjuntos tem
o mesmo numero de elementos sem necessariamente dizer qual é esse ntimero.

Uma importante propriedade da nocao de conjuntos equipotentes, é que podemos
separar os conjuntos em classes de conjuntos que tem a mesma cardinalidade, ou seja

a relagao ~ é de fato uma relagao de equivaléncia.

Teorema 4.2. Para um conjunto universo U, a relacao de equipoténcia é uma relacao

de equivaléncia em p(U).

Dem.: Temos que mostrar que ~ é reflexiva, simétrica e transitiva.

o1
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(i) Para todo A € p(U), temos que [ : A — A, dada por I(a) = a, para todo
a € A, isto é, a funcao identidade, é uma bije¢ao. Logo A ~ A.

(ii) Se A, B € p(U) sao tais que Alm B, entao existe f : A — B bijetora. Logo
f~!': B — A também ¢ bijetora, o que mostra que B ~ A.

(iii) Se A, B,C € p(U) sao tais que Alm B e B ~ (| entao existem f: A — Be
g : B — C bijetoras. Logo go f : A — C também é bijetora, o que mostra que A ~ C.

De (i), (ii) e (iii) temos que ~ é uma relagdo de equivaléncia, como queriamos

demonstrar. O

Exemplo 4.3. (1) Sejam N o conjunto dos nimeros naturais. Entdao N e 2N tém a
mesma cardinalidade, ou seja, o conjunto dos naturais e o conjunto dos naturais pares
tém a mesma cardinalidade.

De fato, basta observar que f : N — 2N, definida por f(n) = 2n, para todo n € N
¢ uma funcao bijetora.

De maneira andloga mostra-se que N e o conjunto dos naturais impares 2N + 1 sao

equipotentes.

(2) O conjunto dos nimeros inteiros Z tem a mesma cardinalidade que N.

De fato, basta observar que f :Z — N, definida por
2n, se n>0

f(n) = ,
—(2n+1), se n<0

para todo n € Z, é¢ uma bijecao.

(3) Sejam [a, b] e [c, d] intervalos fechados de R, onde a < be ¢ < d. Entao [a,b] ~ [c, d].

De fato a funcao g : [a,b] — [c,d], definida por g(x) = — ;(x — a) + ¢, para todo

h—
x € [a,b] é uma bijegao.
Usando restricoes da fungao g definida acima, pode-se mostrar que se a < bec < d

sdo numeros reais, entao (a,b] ~ (¢, d], (a,b) ~ (¢,d) e [a,b) ~ [c,d).

(4) O intervalo (—1,1) tem a mesma cardinalidade que R.

Basta ver que a func¢do h : (—1,1) — R, definida por h(z) = , para todo

T
1— ||
z € (—1,1) é uma bijecao.

Para uma melhor analise da cardinalidade de conjuntos, necessitamos definir con-

junto finito, infinito, enumeravel, nao enumeravel, contavel, etc... E obvio que um
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conjunto infinito é um conjunto que nao é finito e vice-versa. Assim, precisamos definir

uma destas nogoes e teremos a outra. Escolhemos definir conjunto infinito.

Definigao 4.4. Seja A um conjunto. Dizemos que:
(a) A € um conjunto infinito se A € equipotente a um subconjunto prdprio de A.
(b) A é um conjunto finito se A nao for infinito.
(¢) A é um conjunto enumeravel se A ~ N.
(d) A € um conjunto contavel se A € finito ou enumerdvel.

(e) A é um conjunto nao enumeravel se A ndo é contdvel.

Exemplo 4.5. (1) Do exemplo anterior, temos que N, Z, R e qualquer intervalo

aberto, fechado ou semi aberto de R sao exemplos de conjuntos infinitos.
(2) O conjunto vazio é finito, pois nao contém subconjunto préprio.

(3) Paracadan € N, n > 1, o conjunto N,, = {1,2,--- ,n} é finito. Veremos
por inducao sobre n. Para Para m = 1, o resultado ¢ imediato, desde que o unico
subconjunto préprio de N,, é o vazio e nao existe uma bijecao f : ) — N;. Sen > 1,
suponhamos que o resultado vale para n e provaremos que ele vale para n + 1. Mais
adiante provaremos que isso implica que o resultado vale para toco n € N.

Se N,,;; nao for finito, entao existe um subconjunto préprio A de N,,; tal que
Alm N, 4. Seja f : N, ;1 — A uma bijegao. Entao a restricao f : N,, - A—{f(n+1)}

é claramente uma bijecao, o que contradiz o fato de N,, ser finito.

(4) Segue diretamente do teorema 4.2 que N é um conjunto enumerdvel. Do

exemplo 4.3, (2), temos que Z também é um conjunto enumeravel.

Vejamos alguns resultados sobre conjuntos enumeraveis.

Teorema 4.6. Todo subconjunto infinito de um conjunto enumerdvel é enumerdvel.

Todo subconjunto de uwm conjunto contavel é contdvel.

Dem.: Vamos demonstrar a primeira afirmacao. A demonstragao da segunda afirmagao
fica como exercicio.

Sejam A um conjunto enumeravel e B um subconjunto infinito de A.

Desde que A ~ N, podemos escrever A{ay,as, ...}, onde a; = f(i — 1) para alguma

bijecao f: N — A.
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Seja n; o menor indice para o qual a,, € B. Desde que B ¢ infinito, temos que
B — {ay, } é também infinito (mostre esta afirmagao). Assim, seja ns 0 menor indice
para o qual a,, € B — {a,,}. Tendo definido a,, , € B, seja n; o menor indice
para o qual ay € B — {an,,an,,...,an, ,}. Usando que B é infinito, temos que B —
{any, nyy - -y an,_, } # 0, para cada k € N ¢ infinito. Assim, temos uma fungao bijetora
g : N — B, dada por g(k) = ag, para cada k € N, o que mostra que B é enumeravel.

0.

Teorema 4.7. O conjunto N x N € enumerdvel.

Dem.: Seja f : N x N — N, definida por f(n,m) = 2"3™. Usando o Teorema
Fundamental da Aritmética temos que f é injetora. Assim, N x N ~ f(N x N) C N.
Como N x N é um conjunto infinito (prove isso), temos que f(N x N) é infinito e, pelo

teorema anterior, temos que N x N é enumeravel. .

Teorema 4.8. A unido de dois conjuntos enumerdveis ¢ enumerdvel.

Dem.: Sejam A e B conjuntos enumeraveis. Vamos mostrar que AU B é enumeravel.
Consideremos dois casos:

(1) AnB =10. Como A ~ NeN ~ 2N, pela transitividade de ~, temos que
A ~ 2N. De maneira andloga, temos B ~ 2N+ 1. Sejam f: A —-2Neg: B — 2N+ 1
as correspondentes bije¢oes. A fungdo h: AUB — (2N)U (2N + 1), onde h = fUg é
uma bijecao, pois AN B = (), o que implica que AU B ~ (2N) U (2N + 1) ~ N.

(2) AN B # (. Neste caso, para C = B — A, temos AUB=AUC e ANC = (.
Como C' C B, temos que C' é enumeravel ou finito. Se C' for enumeravel, recaimos no

caso anterior. Se C for finito, é facil ver que A U C é enumeravel. 0

Teorema 4.9. O conjunto dos niumeros racionais é enumerdvel.

Dem.: Vamos usar que cada nimero racional pode ser representado de maneira tnica
como I—), onde p € Z, g € N — {0} com mdc(p,q) = 1. Sejam Q, = {]—9;]2 > 0} e
q qa q
Q. = {1—); L 0}. Temos entao Q = QL UQ_ U {0} e, evidentemente Q, ~ Q_. Do
q q

teorema anterior temos que para mostrar que Q é enumerdvel, é suficiente mostrar que

Q. é enumeravel.
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Para isso, considere a funcao f : Q, — N x N, definida por f (2—9> = (p,q). E fcil
ver que f é injetora. Logo, Q, ~ f(Q;) € N x N. Como claramenge NCQ; eNxN
é enumeravel, temos que f(Q,) é um subconjunto infinito de um conjunto enumeravel.
Do teorema 4.6 temos que f(Q,) é enumerdvel. Portanto Q; ~ f(Q,) ~ N, ou seja,

Q. é enumeravel, como queriamos. |

Vejamos agora alguns conjuntos nao enumeraveis.

Teorema 4.10. O intervalo aberto (0,1) C R € um conjunto nao enumerdvel.

Dem.: Dado qualquer numero real = € (0, 1), podemos expressa-lo na forma decimal
r=0,r1273 - -,

onde cada z; € {0,1,...,9}. Para obtermos a unicidade nesta representacao, os dec-

imais finitos terao seu ultimo digito decrescido de uma unidade e adicionado 9’s in-

finitamente. Assim, dois nimeros no intervalo (0, 1) serdo iguais se, e somente se 0s

digitos correspondentes em sua representagao decimal sao iguais.

Agora, suponhamos por absurdo que (0, 1) é um conjunto enumeravel. Entao existe
uma fungado bijetora f : N — (0, 1) e, consequentemente, podemos listar do elementos
de (0,1), como segue

f(0) = aprapzaps - - -
f(l) = Q11012013 " * -

f(2) = 21022023 * * *

f(k) = apraroars - -
onde cada a;; € {0,1,...,9}.
Vamos construir um elemento de (0,1) que ndo estd na listagem acima, ou seja,
vamos contradizer o fato de f ser sobrejetora.
Seja y = y1yays - -+, onde yp = 3 se agr # 3 € yp = 1 se agx, = 3, para todo k € N.
Claramente z € (0,1), mas z # f(k), para todo k € N, pois y; # ax,. Portanto, (0,1)

é nao enumeravel. O

Corolario 4.11. O conjunto dos numeros reais R € nao enumerdvel.

Dem.: Imediata pois R ~ (0, 1). O]
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Corolario 4.12. O conjunto dos numeros irracionais I é nao enumerdvel.

Dem.: De fato, se I for enumeravel, como Q é enumeravel e R = Q U I, teriamos que

R seria enumeravel. O

4.2 Numeros cardinais e a hipétese do continuo

Aqui nao definiremos o que é um numero cardinal, somente introduziremos eles
como uma noc¢ao primitiva relacionada com o tamanho de conjuntos. Assumiremos

que esta nova nocao ¢ guiada pelas seguintes leis:

C-1 . A cada conjunto A é associado um numero cardinal, denotado por card(A), e a

cada numero cardinal a existe um conjunto A com card(A) = a.
C-2 . card(A) =0 se, e somente se A = ().

C-3. Se A # ) e A é finito, isto é, A sim{1,2,...,k} para algum k € N, entao
card(A) = k.

C-4 . Para quaisquer dois conjuntos A e B, temos card(A) = card(B) se, e somente

se A~ B.

As leis C-2 e C-3 definem os ntumeros cardinais de conjuntos finitos, ou seja, o
numero cardinal de um conjunto finito € o numero de elementos deste conjunto. Em
termos de teoria dos conjuntos, C-1 e C-4 formam um axioma, o axioma da cardinal-
idade. Note que C-2 e C-3 sao mais faceis de serem aceitos, ja C-1 e C-4 sdao mais
dificeis pois estas leis nao falam nada sobre card(A) quando A é um conjunto infinito.

Dizemos que o numero cardinal de um conjunto finito é um ndmero cardinal finito
e o de um conjunto infinito é ndmero cardinal transfinito. Das propriedades C-2 e C-3,
temos que os numeros cardinais finitos sao precisamente os nimeros naturais. Assim,
temos uma relacao de ordem natural: 0 <1 <2< ---<k<k-+1<---. J4para dois
numeros cardinais transfinitos a propriedade C-4 nos diz quando se eles sao iguais ou

nao, agora queremos saber decidir quando um é menor que o outro.

Defini¢ao 4.13. Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A < B, ou que card(A) <
card(B) se existir uma fungao injetora f : A — B. Dizemos que A < B, ou que

card(A) < card(B) se existir uma fungdao injetora f: A — B e A=~ B.
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Exemplo 4.14. card(N) < card(R).
De fato, existe f : N — R a inclusao, que é injetora e N ~ R pois R nao é

enumeravel.

Vejamos se < define uma relagao de ordem no conjunto dos niimeros cardinais.

(i) card(A) < card(A), pois a identidade 14 : A — A é injetora.

(ii) Se card(A) < card(B) e card(B) < card(C), entao card(A) < card(C'), pois a
composta de injetora é injetora.

(iii) Se card(A) < card(B) e card(B) < card(A), entao card(A) = card(B). A
demonstracao que esta propriedade é verdadeira é mais complicada e foge do objetivo

deste curso. Ela segue do seguinte resultado que enunciaremos sem demonstragao.

Teorema 4.15. Schroder-Bernstein - Se A e B sao conjuntos tais que A é equipo-

tente a um subconjunto de B e B € equipotente a um subconjunto de A, entdo A ~ B.

Corolario 4.16. Se A e B sdo conjuntos tais que card(A) < card(B) e card(B) <
card(A), entio card(A) = card(B).

Com isso temos que o conjunto dos nimeros cardinais é um conjunto ordenado pela

ordem <.

Do exemplo 4.14 temos dois nimeros cardinais transfinitos distintos, card(N) <
card(R).

Sejam Ry = card(N) e N; = card(R). Note que Rg e Ry ndo sd@o nimeros reais. A
pergunta que surge é: Fxiste algum conjunto cuja cardinalidade estd entre Wy e Ny 7 A
conjectura de que a resposta a esta pergunta é negativa é conhecida como a Hipodtese

do Continuo.

Hipotese do Continuo - Nao existe conjunto algum A com a propriedade ¥y <

card(A) < Nj.

4.3 O nuimero cardinal de um conjunto poténcia -
o Teorema de Cantor

Seja X um conjunto. Ja sabemos que se X ¢ finito com n elementos, entao p(X)

também ¢é finito e tem 2" elementos. Cantor provou que card(X) < card(p(X)), para
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qualquer conjunto X, o que nos permite construir uma infinidade de nimeros cardinais

transfinitos, por exemplo

Rg = card(N) < card(p(N)) < card(p(p((N)))) < ---

Teorema 4.17. Cantor - Se X € um conjunto, entio card(X) < card(p(X)).

Dem.: Se X =0, entao card(X) =0 e p(X) = {0} com card(p(X)) =1 > 0.

Se X # 0, seja g : X — p(X) a fungao definida por g(z) = {z}, para todo = € X.
E claro que ¢ é injetora, o que mostra que card(X) < card(p(X)).

Para mostrarmos que card(X) < card(p(X)), temos que mostrar que X » o(X).
Suponhamos, por absurdo que X ~ p(X). Seja f : X — p(X) uma bijecao. Considere
S={zreX; x¢ f(r)} CX. Desde que f é sobrejetora e S € p(X), temos que existe
a € X tal que S = f(a). Se a € S, entdo pela definigao de S, temos que a & f(a) = 5,
o que é uma contradi¢ao. Se a € S, entao novamente pela definicao de S, temos que

a € f(a) =S, o que leva a uma contradi¢ao. Portanto X ~ o(X), como queriamos. [J

Para alguns autores a hipétese do continuo é que nao existe um numero cardinal z

tal que Ny < x < card(p(N)).

4.4 Aritmética cardinal

1 - Adicao de ntimeros cardinais.

Queremos uma definicao de adicao de nimeros cardinais que generalize a nogao de

adicao de numeros naturais, ou seja, dos nimeros cardinais finitos.

Definicao 4.18. Sejam a e b numeros cardinais. A soma cardinal de a e b, deno-

tada por a + b, é o nimeros cardinal card(A U B), onde A e B sao conjuntos tais que

card(A) = a, card(B) =b e AN B = 0.

Para mostrar que esta operacao estda bem definida, devemos mostrar que sempre
existe conjuntos A e B satisfazendo a defini¢ao e, que nao depende da escolha de tais
conjuntos.

Dados a e b cardinais, da propriedade C-1, existem conjuntos X e Y tais que
a=card(X)eb=rcard(Y). Se XNY # (0, temos que A =X x {0} e B=Y x {1} sao
conjuntos tais que card(A) = a, card(B) =be AN B = (), o que mostra que existem

conjuntos A e B como descritos na definicao.
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Se A’ e B’ sdo conjuntos com A ~ A, B ~ B' ¢ AN B = (), entao existem
f:A— A e g:B — B bijetoras e, podemos ver facilmente que fUg: AUDB —
A"U B’ é também bijetora, o que mostra que AU B ~ A"U B’, ou seja card(AU B) =
card(A"U B').

Desde que a uniao de conjuntos é comutativa e associativa, obtemos as propriedades

correspondentes para soma cardinal.

Teorema 4.19. Sejam a, b e ¢ numeros cardinais. Entdo:
(1) a+b=b+a.
(2) a+(b+c)=(a+0b)+ec.

Exemplo 4.20. Encontre as seguintes somas cardinais.
(1) 4+3.

Desde que 4 = card({1,2,3,4} = Ny), N; = Ny U {5,6,7}, card{5,6,7} = 3 e
Ny N {5,6,7} = 0, temos que 4 + 3 = card(N7) = 7, o que coincide com a soma dos

numeros naturais.

(2) No+ No.
Desde que N = (2N) N (2N + 1), esta uniao é disjunta, card(2N) = card(N) =X, e
card(2N 4 1) = card(N) = Xy, temos X + Ry = V.

(3) R, + Ry

Desde que (0,1) ~ R, temos que X; = card((0,1)). Seja S = (0,1) UN. Como
(0,1) NN = 0, temos que card(S) = R + R.

Agora, R~ (0,1) C S e S C R, entao pelo teorema de Schroder-Bernstein, temos
card(R) = card(95), ou seja, Ry + Ng = N;.

2 - Multiplicagao de nimeros cardinais.

Novamente queremos uma definicao de multiplicacao de cardinais que generalize a

multiplicacao dos naturais.

Definicao 4.21. Sejam a e b cardinais. O produto cardinal ab é definido como

sendo o numero cardinal do produto cartesiano A X B, onde A e B sao conjuntos com

card(A) = a e card(B) = b.
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Exercicio 4.22. Mostre que se A, B, A’ ¢ B’ sdo conjuntos com A ~ A" e B ~ B/,

entao A x B ~ A" x B’, ou seja, que o produto cardinal estd bem definido.

Como no caso da adic¢ao, usando propriedades do produto cartesiano de conjuntos,

mostra-se as seguintes propriedades do produto de cardinais.

Teorema 4.23. Se a, b e ¢ sao cardinais, entdo:
(1) ab = ba.
(2) a(bc) = (ab)c.
(3) a(b+c) = ab+ ac.

Dem.: Exercicio. O

Exemplo 4.24. Calcule os seguintes produtos cardinais:
(1) 1-a, onde a é um nimero cardinal arbitrario.

Seja A um conjunto com card(A) = a. Como {1} x A ~ A, temos que 1 -a = a.

(2) 0-a, onde a é um nimero cardinal arbitrario.

Seja A um conjunto com card(A) = a. Como ) x A =0, temos que 0-a = 0.

(3) Ng-No.
Desde que N x N ~ N, temos que Ng - Ny = Nj.

(4) Ny Ny,

Vamos mostrar que Ny - N; = Ny,

Note que 8; = card((0,1)). Considere f : (0,1) x (0,1) — (0,1), definida por
fO,xx0mg -+ ,0,y1y2ys -+ ) = 0, 2101222 -« - . E facil ver que f é injetora e, conse-
quentemente N; - X; < N;. Por outro lado, a aplicagao ¢ : (0,1) — (0,1) x (0,1),
definida por ¢g(x) = (z,z), para todo = € (0,1), é claramente injetora, o que mostra

que N; - Ny > Ny, Agora, o resultado segue do teorema S-B.

3 - Poténcias de niimeros cardinais.

Sejam A e B conjuntos. Denotaremos por B4 o conjunto de todas as fun¢des de A

em B, ouseja BA={f:A— B; f ¢éfuncao}.

Definicao 4.25. Sejam a e b numeros cardinais com a # 0. Definimos a poténcia

cardinal b® como sendo o cardinal do conjunto B?, onde A e B sdo conjuntos com

card(A) = a e card(B) = b.
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O préximo teorema nos garante que esta operacao esta bem definida.
Teorema 4.26. Sejam A, B, X e Y conjuntos tais que A ~ X e B ~ Y. Entao

BA~YX,

Dem.: Desde que A ~ X e B ~ Y, temos que existem fungoes bijetoras g : A — X e
h: B — Y. Queremos definir uma bijecdo entre B4 e Y.

Para cada f € B4, temos

4 L
gl Lh
x Yy

onde definimos ¥(f) € YX por ¢(f) = ho fog™!. Agora é facil mostrar que 1 : B4 —

YX é uma bijecao. 0
Como propriedades da potenciagao de cardinais temos:

Teorema 4.27. Sejam a, b, x e y numeros cardinais. Entdo:
(1) a*-a¥ = a""v.
(2) (a®)¥ =a™.
(3) (ab)*® = a” - b".

Dem.: Exercicio. ]

Com a nogao de potenciacao, podemos calcular a cardinalidade do conjunto das
partes de um conjunto A, que generaliza o resultado que diz que se A tem n elementos,

entdo p(A) tem 2" elementos.

Teorema 4.28. Seja A um conjunto. Entdo card(p(A)) = 200rdA),

Dem.: Seja B = {0,1}. Agora, é suficiente mostrarmos que p(A) ~ BA. Assim,
queremos encontrar uma funcao bijetora ¢ : p(A) — BA.
Para cada X € p(A), considere fx € B4 definida por
0 se a¢X

fx(a) =
1 se ae X

que ¢é a funcao caracteristica de X.
Assim, definimos ¥(X) = fx, para cada X € p(A). E facil ver que para X,Y €

©o(A), temos X = Y se, e somente se fx = fy, ou seja, ¢ é injetora. Agora, para
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cada f € B4, seja X = {a € A; f(a) = 1}. Claramente temos f = fx, ou seja, ¥ é
sobrejetora. Portanto card(p(A)) = card(B4) = 2¢0744). O

Como conseqiiéncia deste teorema temos que card(p(N)) = 2%,
Vamos finalizar o estudo sobre cardinalidades mostrando que 2% = Ry, ou seja, que

R e p(N) tém a mesma cardinalidade.

Teorema 4.29. 2% = N;.

Dem.: Usando o teorema de S-B, é suficiente mostrarmos que 2% < R; e 2% > N;.

Note que Ry = card(Q), o que implica que 2% = card(p(Q)).

Considere f : R — ©(Q), definida por f(a) = {z € Q; z < a} € p(Q), para cada
a € R. Se a e b sao numeros reais distintos, entao, sem perda de generalidade, podemos
supor que a < b. Logo, existe r € Q tal que a < r < b, o que implica que r € f(b) e
r ¢ f(a), o que mostra que f(a) # f(b). Consequentemente, f é uma fungao injetora.
Portanto X; = card(R) < card(p(Q)) = 2%°.

Por outro lado, é facil ver que a funcio ¢ : {0,1}Y — R, definida por ¥(g) =
0,9(0)g(1)g(2)--- € R, paracada g : N — {0, 1}, é injetora, o que mostra que 2% < Ny,

como queriamos. O

Corolario 4.30. ¥y < N;.

Dem.: Segue do teorema acima e do teorema de Cantor. 0

4.5 Exercicios
1. Seja A um subconjunto infinito de N. Mostre que card(N) = card(A).

2. Sejam A e B conjuntos tais que A ~ N e B ~ N. Mostre que:
(a) AUB~N.
(b) Ax B~ N.

3. Sejam Aj, ..., A, conjuntos tais que A; ~ N, para todo i € {1,..,n}. Mostre que

i=1



4.5.

10.

11.

12.

13.

EXERCICIOS 63

I3

Mostre que f : N — Z, definida por:
se n é par,
—1

foy =1 2

¢ bijetora. Conclua que N ~ Z.

S

se n é impar

Seja X um conjunto infinito e zy € X. Mostre que X — {z¢} ¢ infinito.
Seja X um conjunto infinito e Y C X finito. Mostre que X — Y ¢ infinito.

Sejam A, B, A’ e B’ conjuntos tais que card(A) = card(A’) e card(B) =
card(B'),
ANB=10 e A'NB =0. Mostre que card(A" U B’) = card(AU B).

Sejam X, Y, Z e W conjuntos tais que X ~ Y e Z ~ W. Mostre que
XXZ~Y xW.

Seja n um numero cardinal finito. Mostre que n < card(N).

Seja a o cardinal de um conjunto infinito. Mostre que card(N) < a. Conclua que

card(N) é o menor cardinal transfinito.

Mostre que se A, B e C' sao conjuntos tais que A C BC (C e A~ C entao
A ~ B. (Sug.:Use o Teorema de Schréder-Berstein)

Sejam A e B conjuntos. Mostre que se A ~ B entao p(A) ~ p(B)

Sejam A, B e C' conjuntos. Mostre que:
(a) Se card(A) < card(B) e card(B) < card(C), entdo card(A) < card(C).
(b) Se card(A) < card(B) e card(B) < card(C) entao card(A) < card(C).



