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Sistemas Nao Homogéneos

Vamos agora determinar a solucdo particular X p(t) de
X =A)X +7(1)
com A(t), uma matrizmxm, e E’(t), sendomx 1,
continuas num intervalo J.
Teorema: Sejam U (t) e V (t) duas solucdes de
X =AX + g (t). Entéo a sua diferenca
P(t)=TU(t)— V(t) é solucdo de X =AX.
Teorema: Seja X(t) =[x 1(t) X ™M(t)] uma MF do
sistema X =AX. Seja X p(t) uma solucéo particular do
sistema nao homogéneo. Entao
X (t)=X(t) T + Xp(t)
€ a solucao geral do sistema ndo homogéneo, com
— T s
c =[c1 -+ cm] vetor de constantes arbitrarias.
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Aula Passada
Sistemas de EDs

Sistemas Lineares Homogéneos: X (t) =AX (t)
» Autovalores reais (individuais):
X(t)=erV

> Autovalores complexos (A = A1, V2 = V)
ZYt) =Z2(t) =MV = TR +iT(E), ZHt)ecC
Y
XUty =TuR(t)eR, X2(t)=Tu'(t)eR.
> Autovalores com multiplicidade k:
Al=A2 == A=A,
Xit)y=erVit), j=1,...,k

> Solucdo geral: X (t)=3.C;XI(t), CjeR.
J
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Sistemas Nao Homogéneos (cont.)

Para determinar uma solucao particular do sistema nao
homogéneo

X =A)X + (),
onde a matriz A(t) pode ser constante ou fungao
continua de t em J, podemos aplicar dois métodos:

» Método dos Coeficientes a Determinar (MCD),
se A é constante e E’(t) é composta por funcdes da
forma polinomial, exponencial ou trigonométrica
(seno ou cosseno), ou suas combinacdes.

> Método da Variagé&dos Parametros (MVP),
mais geral, se A(t) e g (t) sao quaisquer.
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Sistemas Nao Homogéneos: MCD

A aplicacao do Método dos Coeficientes a Determinar é
semelhante a aplicacao para EDs de ordem n, com
apenas algumas pequenas modificacdes para sistemas
lineares.

Vamos Observar, Deduzir e Calcular a solucao
. —_ . ~ A
particular x p(t) do sistema nao homogéneo.

Para o caso onde o vetor g (t) é da forma polinomial,
=tz

de grau n, onde Z é um vetor constante, vamos
deduzir que a solucao particular € um vetor polinomial,
€ seu grau vai depender do determinante da matriz A e
da multiplicidade dos autovalores iguais de A.
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MCD (cont.)

Similarmente aos casos de EDOs de ordem n, com
vetor Z constante:
> se g (t)=edZ (caso exponencial), deduzimos que
—_— — —
X p(t) = etV (t) e calculamos v (t) pelo caso
polinomial;
> se g (t)=cos(Bt)Z ou g (t)=sen(Bt)Z (caso
trigonométrico), modificamos o sistema para o caso
exponencial, tomando a parte real ou imaginaria
correspondente da solucao particular do sistema
modificado;
> se E’(t) é um caso misto, adaptamos para um
sistema equivalente com caso misto composto por
produto de casos polinomial e exponencial;
> se E’(t) é composta pela combinacéo linear vetorial
de casos anteriores, podemos aplicar o Principio
da Superposicao para sistemas.
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MCD (cont.)

A solucdo particular X p(t) do sistema ndo homogéneo,
pnd s . .
quando g (t) € da forma polinomial de grau n, pode ser
deduzida considerando o determinante da matriz A (se
é nulo ou ndo nulo) e, se necessario, a multiplicidade
dos autovalores e autovetores LI correspondentes:
> Se det(A) #£0, entao
Xpt)=t"T"+...+tur+ U0 com U’ constantes;
> Se det(A) =0 e A =0 é autovalor simples de A,
~ -_ 7 . .
entao x p(t) é vetor polinomial de graun+1
Kpt) =t Iyl g 4 tat+ T,
> Se det(A) =0 e A =0 é autovalor mdiltiplo de A,
~ b 7 . . .
entao x p(t) é vetor polinomial de grau: n+ 1 mais
a diferenca entre a multiplicidade de A e o nUmero
de autovetores.
Notas: 1) A = a é autovalor de A & det(A—al) = 0.
2) det(A—al)=0 < A =0 é autovalorde A—al.
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MCD (cont.)

Exemplo: Determine a solucdo particular X p(t) de

) 4 2 -1 —8+7et
-4 2 0 0

sabendo que a matriz A possui autovalores A =0
(multiplicidade 2) com autovetor V' =a;[1 2 8]

a1 €Re A =8 com autovetor V =ap[1 2 O]T, a, eR.
Solucao: (partes na lousa) Vamos separar

T
’

. . - —8 7 et . _
gt)=g1t)+g2t)=| 0 | +| 0 |=1Z1+e'Z?
0 0

. . s s . o~ d 7
e aplicar o Principio da Superposi¢cao. Como g 1(t) € da
forma polinomial de grau 0, e como det(A) =0 com
A =0 de mult. 2 e 1 autovetor, entdo deduzimos que
?pl(t) = t272 + t_U)l +70.
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MCD (cont.)

MCD (cont.)

Calculando U':  como Xpi(t)=2tu2+ 7L,
X =AX+71(t) =
2t02+ U =AU+ tAT AT 1170
AT2=10
= {AUl=2772

— — —
Aul="yt-"271

— _’2

1
det(A)=0(?): AU2=0 = U?=a|2|, aek
8

4 2 -1 2a b b

8 4 —2|TUl=|4a| ---Ul=|c|=]|8a+2b{,

-4 2 0 16a d 14a+8b
b eR.
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Para X =AX + g 2(t), vamos determinar X pa(t).
Sendo G,(t) =et[7 0 0] =etZ2 da forma

. ~ e t—) .
exponencial, entao x pz(t) = €' v (t) e assim
X p2(t) = (7 + 7) ef = (7 +7) et =AVel 72t

S ViV oAV T2 VoAV + 72

Forma polinomial de grau 0. Como A =1 nao
autovalor de A, det(A—1) £ 0 e entdo V' (t) = u°.
> V({t)=0=> 0=A-NT+ 22
3 2 -1 -7
> (A-Nu’=-Z2. |8 3 =2(7U%=]|0
-4 2 -1 0

—

ToO=—[1 16 28] =V(t), teR
Xpa(t)=—et[1 16 28], teR.
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MCD (cont.)

U2=[a 2a 8a]T; e

[b 8a+2b 14a+8b], abeR.

4 2 -1 b+8
AU =171, 8 4 —2|TW%=|8a+2b
-4 2 0 l4a+8b
[ f f
a=2. Uu°=|h|=|14+4b+2f|,b feR
_k 20+7b+8f
22+ bt+f

Xpi(t)= | 4t2+(2b+16)t+(14+4b+2f) |, b,feR
16t?+(8b+28)t+(20+7b +8f)

2t2

(b=Ff=0) Xpi(t)=| 4t2+16t+14 |, teR.
16t2 +28t+20
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MCD (cont.)

Entdo, sendo

2¢t2 1
Xpi(t)=| 4t2+16t+14 |, Xp(t)=—et |16/, teR,
16t% +28t+20 28
a solucao particular de
) 4 2 -1 —8+7et
X=|8 4 =2|X+ 0
-4 2 0 0
é dada por
2t2 —et

Xp(t)=Xpi(t)+ Xpa(t)= | 4t2+16t+14—16€! |, teR.
16t? +28t+20—28¢!
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MCD (cont.)

Observacao: Agaplicar o Método dos Coeficientes a
Determinar, se g (t) é escrito como, por exemplo,

3et +2et
E(t) =| —cos(2t) |,
4t—et
entao é necessario separar os tipos distintos
3 2 0 0
gt)=et| 0 [+et|0|+cos(2t)|—1|+t]|O0
-1 0 0 4

e aplicar o Principio da Superposicao.
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