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Sistemas Nao Homogéneos: MVP

0 segundo_r)nétodo para determinar a solucao
particular x p(t) do sistema ndo homogéneo

X =At)X + 7 ()
é o0 Método da Variacao dos Parametros.
Ele permite que 7p(t) seja determinado para quaisquer

A(t) e g (t), desde que as solucbes LI do sistema
homogéneo correspondente sejam conhecidas.

Vamos supor que temos uma matriz fundamental (MF)
X(t) do sistema homogéneo correspondente e vamos

determinar 7p(t) tal que a solugdo geral do sistema
nao homogéneo sera dada por

1
X)) =X(t)| : | +Xp(t), c1,...,cm€R, te].
Cm
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Aula Passada

Sistemas de EDs
Sistemas Lineares Ndo Homogéneos:
X(t)=AX(t)+ g ()

> Teoremas;
> Método dos Coeficientes a Determinar (MCD).
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MVP (cont.) &

A solucao geral do sistema homogéneo correspondente
é dada por X u(t) = X(t)[c1 cm]T. Entdo podemos
supor que a solugao particular do sistema nao
homogéneo serd da forma

Xp(t) =XOT () =X(O)[ur(t) - um(®)]'
com uj(t) nao sendo todas constantes.

Ent&o, substituimos X p(t) e X p(t) no sistema e
determinamos U (t), substituindo-o de volta em X p(t):

Xp(t) = X(OT () + X T (1)
> XU+XU=AXU+7
X=AX (7
XU () =gt ou Tt =X




MVP (cont.)

Assim, conhecendo uma matriz fundamental X(t) m x m
do sistema homogén&o correspondente, determinamos
a solucao particular x p(t) definindo

ui(t)

—_ up t
Xp(t) = X(t) U (t) = X(t) f ',

Um(t)

resolvendo o sistema
XU ()=t ou Wt)=x"t)g(t)

e integrando 7(1’) em t para obter U (t), substitundo-o
em X p(t).
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MVP (cont.)

Entao, definimos
t? t 1] [ui(t)
Xpt) =X T (t)= [2t2—1 2t 2| |uzt)
2—2t =1 0 |us(t)
com uj(t) determinados a partir de:
_ t2 t 1] [uy() 3
XHu)=g(t) = |[2t2—1 2t 2| |ui®t)|=|0

2—2t -1 0] |ui(t) 0

_ 6 [ 6t (+K1)
LT =] 12—t | - T =| 12t—6t2 (+Ky)
6t2— 12t +3 | 2t3 — 6t2 + 3t (+K3)

teRpara U (t) e U(t)
283 + 62 + 3t
Xpt)=XTU ()= | 4t3+12t2 |, teR
—6t2

MVP (cont.)

Exemplo: Determine a solucéo particular X p(t) de

- 4 —2 -1 3
X=|8 —4 —2[X+]0
—4 2 0 0

sabendo que

cait?+crt+cs

- 2

XH(t)z C1(2t —1)—|—2C2t+2C3 , t,C]_,Cz,C3€[R.
C1(2—2t)—C2

Solucao: (partes na lousa) Para determinar ?p(t)
vamos definir uma MF X(t):

t? t 1
X(t)=|2t2—1 2t 2|, teR.
2—-2t -1 0
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MVP (cont.)

Para determinar a solucao particular de
X =AX + g (),

precisamos resolver o sistema
X(t)U(t)="9g (t),

que possui apenas uma solucao nao nula se E’(t) = 0
parate].

Como sabemos isso?

X(t) € uma matriz fundamental (MF) do sistema
homogéneo, isto &, suas colunas sao linearmente
independentes e det (X(t)) # 0 para qualquer valor de
t €J, e portanto pode ser invertida.
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MVP (cont.) 1 MVP (cont.)

Exercicio: Determine a solucdo geral ?(t) de Entao a solucao particular serd dada por
= [0 2]= .[2 X p(t) = X(t) T (t)
LS

com U (t) ndo constante, obtido da integral (em t) da

conhecendo os autovalores A1 =2 e A» =—1 da matriz soluc3o do sistema X(t)_u’(t) _ H(f),

e seus autovetores correspondentes, respectivamente

Vi=a[l 1]"eV2=b[-2 1], coma,beR. [ yi(0) y2(O) e yn(O) ) [ (8) ] 0
G A O AC At 0
. (at—1) . . .
Dica: | te?'dt= ———e?'+C . A ( 3 - y 8 : =
a n— n— n—
( (t) (f) (n 1)(l‘) U§,71(t) 0
L) y2 Uiy - ) L up® | Lb(®)
O sistema é idéntico ao obtido pelo MVP para EDs de
ordem n!

MVP (cont.)

Se o sistema _
X)) =A)X )+ (t)

é obtido a partir de uma equacao diferencial de ordem
n nao homogénea

Y +an- 1)y 4. +ai(t)y’ +ao(t)y = b(t)
(A(t), X (t), G (t)?), a MF X(t) ser4 da forma

y(t) y2(6) -+ ya(t)

ORI ARSI A0
X(t) = :

v ”(t) v Uity ooy ”(t)

onde yj(t),j=1,...,nsdoasn solugées Ilnearmente
independentes em t €/ da ED de ordem n homogénea
correspondente.

det(X(t)) #0 em t €J. (como sabemos disso?)
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