INTRODUCAO A
PROBABILIDADE



Conceitos basicos

Experimento aleatorio ou fendmeno aleatério
Situacdes ou acontecimentos cujos resultados nao podem ser previstos

com certeza.

Um experimento ou fenbnemo que, se for observado em condicdes
Idénticas, pode apresentar diferentes resultados é chamado de

experimento ou fendbmeno aleatorio.
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Conceitos basicos

Exemplos

» CondicOes climaticas do proximo domingo.
» Taxa de inflacao do proximo més.

» Condicao de um item produzido.

» Resultado do lancamento de um dado.

» Tempo de duracao de uma lampada.

* Observacao do numero de veiculos que passam por um praca de
pedagio durante um certo intervalo.

«Tabua de Galton:

http://www.mathsisfun.com/probability/quincunx.html

http://www.jcu.edu/math/isep/Quincunx/Quincunx.html



http://www.mathsisfun.com/probability/quincunx.html
http://www.jcu.edu/math/isep/Quincunx/Quincunx.html

Conceitos basicos

Espaco amostral (€2)

Conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento ou
fenOmeno aleatorio.

Exemplos

1.

2
3.
4

Lancamento de um dado: Q2 ={1,2,3,4,5,6} ou Q ={[+] [ [*J [] }
Observacao do tipo sanguineo de um individuo: Q = {A, B, AB,0}
Condicao de um item produzido: Q = {defeituoso, nao defeituoso}

Numero de veiculos que passam por uma praca de pedagio durante
um certo intervalo: Q ={0, 1, 2, ...}

Tempo de duracéo de uma lampada (em h): Q = (0, «)




Exemplo

Lancamento de um dado: Q ={1,2,3,4,5,6}.

Evento
Subconjunto do espaco amostral Q.

Notacao: A, B, C,...

Exemplos. Eventos do exemplo acima:

Resultado € par: A= {2, 4, 6} (evento composto)

Resultado € maior do que 3: B = {4, 5, 6} (evento composto)
Resultado igual a 1. C = {1} (evento simples)

Resultado maior do que 6: D = &J (evento impossivel)

moU O W

Resultado menor do que 7: D = Q (evento certo)




Operagﬁes com eventos

A e B sao eventos de Q

« AU B: uniao dos eventos Ae B

Ocorréncia de pelo menos um dos eventos A e B.
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Operacoes com eventos

- AN B: interseccéo dos eventos Ae B

Ocorréncia simultanea dos eventos A e B.

A e B sao disjuntos ou mutuamente exclusivos quando nao tém

elementos em comum, isto ¢, AN B = J.
« Ae B sao complementaresseAnNB=J eAuB=Q.

* O complementar de um evento A e representado por

A ou A




OperacGes com eventos

Leis de Demorgan




Definigﬁes de probabilidade

Probabilidade classica ou a priori

Se um experimento aleatorio tiver n() resultados mutuamente
exclusivos e igualmente possiveis e, se um evento A tiver n(A) desses
resultados, a probabilidade do evento A, representada por P(A), é dada
por

n(A)
n(<2)

P(A) =

Exemplo. Lancamento de dois dados balanceados. Calcular a
probabilidade de

a) se obter soma das faces igual a 7,
b) se obter soma maior do que 5,

C) que o resultado do primeiro dado seja maior do que o resultado do
segundo.




11
2.1
31
4.1
5,1

6.1

Q=<

1,2
2,2
3,2
4,2
5,2
6,2

1,3 1,4 15 16)
23 24 25 26
33 34 35 36
43 4,4 45 4.6
53 54 55 56

63 64 65 6,6

a) A={(61),52),(4,3),(3,4),(2,5),(6,1)}
= P(A) =n(A)/ n(Q2) = 6/36=1/6
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11 12 13 1,5 16|
23(2.4 25 26
3,3 3.4 35 3.6
43 44 45 46
51 52 5354 55 56
61 62 6364 65 66

b) P(B) = 26/36.
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(11 1,2 13 14 15 16
23 24 25 26
3,3 3.4 35 3,6
43144 45 46
51 52 53 54\55 56
61 62 6364 65|66 )]

Y

C

¢) P(C) = 15/36.
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Definigﬁes de probabilidade

Probabilidade frequentista ou a posteriori

Um experimento é realizado n vezes (n “grande”). O evento A ocorre
exatamente n(A) vezes (0 < n(A) < n) . A frequéncia relativa de vezes
gue ocorreu o evento A é uma forma de aproximar a probabilidade do

evento A, ou seja,

n(A)
N

. (A) =
Quando n — o, f,(A) se aproxima de P(A).

Exemplo. Lancamento de uma moeda balanceada. Calcular a probabilidade de A
= {resultado obtido é cara}.

frl

fl’z

fl’3

fr4

P(A)

Cara

2/5

6/10

22/50

47/100

0,5

5

10

50

100

o0
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Um exemplo em R

pO = 1/2 # Moeda balanceada

n = 100:5000

fr = mapply(function(x) sum(rbinom(x,1,p0))/x, n)

plot(n,
abline (h

fr, ylab="Frequéncia relativa", type = "1l")

pO,

Frequliéncia relativa

lty=2, col="blue")

0.60

0.55

0.50

0.45

0.40

"I'W'WP Y

0 1000 2000 3000 4000 5000
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Definigﬁes de probabilidade

Definicdo axiomatica

A probabilidade de um evento A é definida como sendo um numero P(A)
satisfazendo aos seguintes axiomas:

(i) 0<P(A)<1, VAcC O,
() P(Q) =1,

(i) Se A, A,,...sdo eventos mutuamente exclusivos, entdo

(n)-Ere
Propriedades
1. P(®) =0.
2.S5e Ac Q,entdo P(A)=1-P(A").
3.5¢e AcBcQ, entdo P(A)<P(B).
4.5e A/ BcQ, entio P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB).
5.5e A B,C cQ, entdo
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-P(BNC)-P(ANnC)+P(AnBNC).
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Definicoes de probabilidade

Propriedades .
P(ELUE,U...0UE)=> P(E)— D> P(E, NE; )+...+
=1

<l

D D P(E, m"E, m...mE; ) +...+

i <iy<...<Iig

D" P(E, "E_ m...MnE;)

P(EUFUG)=P[(EUF)UG)] =
=P(EUFRF)+P(G)—PI(EUF)G] =
=P(E)+P(F)—P(EF)+P(G)
—PI[(ENG)U(FG)] =
=P(E)+P(F)—-P(ENF)+P(G) —
P(ENG)—P(FN"G)+P(EFMG) =
=P(E)+P(F)+ P(G)—P(EF)—P(EMNG)
—P(FN"G)+P(EF MG)

Exemplo:
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Probabilidade condicional e independéncia

A e B sao dois eventos em um mesmo espago amostral Q. A

probabilidade condicional de A dado que ocorreu o evento B, denotada
por P(A|B), € definida como

P(A~ B)
P(B)

P(A|B) = , se P(B)>D0. (1)

Exemplo. Selecionamos dois itens, a0 acaso, um a um e sem

reposicao, de um lote que contém 10 itens do tipo A e 5 do tipo B.
Qual é a probabilidade de que

(a) o primeiro item seja do tipo A?

(b) o segundo seja do tipo B se o primeiro item foi do tipo A?
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Definimos os eventos

V, "o 1° item é do tipo A';
V, "0 2% item é do tipo A"

O

@  Pry—12-

2
2

P(VS IVy) =
(b) 2 V1) =7,

Essas probabilidades podem ser representados em uma arvore de
probabilidades.
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Arvore de probabilidades

Prw 1=10015 pYy
1 Fﬂ—”_’_’f 1 \
POGEL Y 1=514

PO, | We)=10714 S
P 1=581 5 <
'..'.ll.' [
1
"..ll." |

Da expressao (1) obtém-se uma relacao util:

P(AnB)=P(B)P(A|B),

conhecida como regra do produto de probabilidades ou probabilidade da
Intersecéao.
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Exemplo. No exemplo anterior suponha que temos interesse em
determinar a probabilidade de que os dois itens selecionados sejam do
tipo B.

O evento éV,” "V, " 01° e 0 2° itens sdo do tipo B"

PIV,® AVS) = PVS)P(VS [V )—15 1‘; 221

Resultado. Se B é um evento em Q tal que P(B) >0, entao

1.P(¢|B)=0

2.S5eAcQ,entdo P(A"|B)=1-P(A|B) ou P(A|B)=1-P(A"|B)
3.5eA,C cQ,entao
P(AuC|B)=P(A|B)+P(C|B)-P(ANC|B).
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Exemplo. Um representante avalia que sua probabilidade de realizar um
bom negocio em um certo dia € 0,35 e a probabilidade de realizar bons
negocios em dois dias consecutivos é 0,25.

Se um bom negocio foi realizado no primeiro dia, qual a probabilidade de
gue no dia seguinte nao seja realizado um bom negécio ?

Solucéo. Definimos os eventos A: "um bom negocio é realizado no 12 dia”
e B: ” um bom negacio e realizado no 2¢ dia”.

Do enunciado do problema temos P(A) = 0,35 e P(AnB) = 0,25. A
probabilidade pedida é

P(ANB) | 035 0o

P(A) 0,35

P(B°|A)=1-P(B|A)=1—
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Independéncia de eventos

Dois eventos A e B em Q sao independentes se a informacéo da
ocorréncia ou nao de B n&o altera a probabilidade de ocorréncia de A.
Isto &,

P(A|B) =P(A), P(B)>0.

Logo, dois eventos A e B sao independentes se, e somente se,
P(An B) = P(A)P(B).

Exemplo. Em uma fabrica 20% dos lotes produzidos tém componentes do
fornecedor A, 8% tém componentes do fornecedor V e 4% tém componentes de
ambos. Selecionamos ao acaso um item produzido nesta fabrica.

(a) Os eventos relacionados aos dois fornecedores sao independentes?

(b) Se o lote selecionado tem componentes do fornecedor V, qual a probabilidade
de que tenha componentes do fornecedor A?

(c) Qual é a probabilidade de um lote nao ter componentes destes dois
fornecedores?
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Solucao. A: “o lote tem componentes do fornecedor A”, V: “o lote tem
componentes do fornecedor V”.

Do enunciado temos P(A) = 0,20, P(V) =0,08 e P(An V) =0,04.

(a) P(V)P(A) =0,08x0,2 = 0,016 e

PV mnA)=0,04.
ComoP(VmA)=P({)P(A), AeV ndo sao independentes.
(b) P(A|V) = PANV) 004 5
P(V) 0,08

C)P(VUA))=1-PV UA)
—1-{P(V)+P(A) =PV A}
—1-(0,08+0,2—0,04) =0,76.
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Resultado. Se A e B sao eventos independentes em Q, entao

(i) A e B® sdo independentes.
(ii) A® e Bsdoindependentes

(iii) A° e B* sdo independentes
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Exemplo. Um atirador acerta 80% de seus disparos e outro (nas mesmas
condicOes de tiro), 70%. Qual a probabilidade de o alvo ser acertado se
ambos os atiradores dispararem simultaneamente?

Eventos : B. :" o atirador 1 acerta o alvo",1=1,2.

P(B,)=0,8¢e P(B,)=0,7. Logo,

P(Bl - Bz) = P(Bl) + P(Bz) - P(Bl M Bz)
=P(B,)+P(B,)-P(B,)P(B,) (supondoindependéncia)
=0,8+0,7-0,8x0,7=0,94.

Outra solucéo:

P(B,uB,)=1-P((B,uB,)")=1-P(B, nB,) =1-P(B,)P(B,)

=1-[1-P(B,)[1-P(B,)]=1-[1-0,8][1-0,7] = 0,94.
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Formula de Bayes

Particdo do espaco amostral. Uma colecao de eventos B,,...,B, forma
uma particao do espaco amostral se eles s&o mutuamente exclusivos e
Se sua uniao e igual ao espaco amostral.

Formula da probabilidade total.

Se B,,...B, formam uma

particdo do espaco amostral 2, entao para qualguer evento A

em Q, vale

P(A)=P(B,)P(A|B,)++P(B

ZP(B
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Exemplo. Em um programa de televisao sao mostradas trés portas (1, 2
e 3) fechadas e apenas uma delas guarda um valioso prémio. O
apresentador do programa sabe qual é a porta que leva ao prémio.
Um participante deve escolher uma das portas.

Em seguida, o apresentador informa o nUmero de uma porta, diferente
da escolha do participante, e que nao guarda o prémio.

O participante escolhe a porta 1. O apresentador informa que a porta
3 ndo guarda o prémio e pergunta ao participante se ele gostaria de
mudar sua escolha.

Se vocé fosse o participante, qual seria sua decisao? Vale a pena
mudar a escolha?
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Solucao. Eventos:
X;: "a porta numero i guarda o prémio” e Y;: “apresentador informa que a porta
ndmero j nao guarda o prémio”.

Observe que P(X;) = P(X,) = P(X;) = 1/3. A pergunta pode ser respondida
comparando P(X,|Y;) e P(X,|Y3), pois P(X;]Y3) = O.

Levando em conta que o participante escolheu a porta 1, temos
P(Y,|Xy) = P(Y3]X)) =%, P(Y,|X;) = P(Y5]X3) =0 e
P(Y,|X3) = P(Y5|X,) = 1, de modo que

P(Y3) = P(Y3|X) P(Xy) + P(Y3]|X;) P(X;) + P(Y;]|X3) P(X5)
=% x1/3+1x1/3+0x1/3=Y%,

P(X{|Y3) = P(Xy{ m Y3)/P(Y3) = P(Y;5|X,) POX)/IP(Y3) = (1/2x1/3)/1/2
=1/3 e

PX,|Y3) = P(X, A Y3)/P(Y3) = P(Y4X,) POG)P(YS) = (1X1/3)/1/2
= 1/3/1/2 = 2/3.

Vale a pena mudar a escolhal
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Formula de Bayes. Se By,...,Bx formam uma particdo do espaco amostral Q2, e A é evento
em Q com P(A) > 0, entao

P(Bi)P(AIB;)

K

2, P(B)P(A|B))

i=1

P (B, | A) =

Exemplo. Uma montadora trabalha com dois fornecedores (A e B) de
uma determinada peca. Sabe-se que 10% e 5% das pecas
proveniente dos fornecedores A e B, respectivamente, estao fora das
especificacdes. A montadora recebe 30% das pecas do fornecedor A
e 70% de B. Se uma peca do estoque inteiro é escolhida ao acaso,

(a) calcule a probabilidade de que ela esteja fora das especificacoes.
(b) se uma peca escolhida ao acaso esta fora das especificacdes, qual é
a probabilidade de que tenha sido fornecida por A ?
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Solucao. Eventos:
A:. “ peca selecionada foi fornecida por A”,
B.” peca selecionada foi fornecida por B” e

E:"’peca selecionada ndo atende as especificacoes”.

Do enunciado do problema temos P(A) = 0,30, P(B) = 0,70, P(E|JA) =0,10 e
P(E|B) = 0,05.
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(a) Formula da probabilidade total:
P(E) = P(A)P(E|A) + P(B)P(E|B) = 0,30 x 0,10 + 0,70 x 0,05 = 0,065.
(@) P(AIE) =7

Pela formula de Bayes,

P(A|E) = = =006
A = B AVP(E [A)+ P(B)P(E|B) ~ 030%010+0.70x005 0,065

A solucao do exemplo anterior é facilitada pela arvore de probabilidades:

0.10 =

0o.0s =

P(A)P(E| A) 0,30x0,10 003 _ .
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