Principais Modelos Continuos



1. Modelo uniforme

Uma v.a. continua X tem distribuicdo uniforme com parametros o e 3
(o < B) se sua funcao densidade de probabilidade € dada por
( 1 HES |

f={p-a" =7
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Notacao: X ~ U(a , B)
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A funcao de distribuicao acumulada é dada por (@)
[0 x<0 Fx)
_ .
F(x)={—% a<x<p
b —«a
1 x> p
Propriedades:

(k)

E(X):“;ﬁ, Var(X):(aIZ'B) |




Exemplo

A dureza de uma peca de ago pode ser pensada como sendo uma
variavel aleatéria uniforme no intervalo (50,70) unidades. Qual a
probabilidade de que uma peca tenha dureza entre 55 e 607?

Solucao. X representa a dureza de uma peca de aco, sendo que X ~
U(50, 70) e

1

. 50<x<70,
f(x)=120 *
0, c.C.
Portanto,
Q1 5
P(55 < X <60) = [ —dx =——=0,25.
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2. Modelo exponencial

Uma v.a. continua X tem distribuicao exponencial com parametro A > 0
se sua funcao de densidade & dada por

de ™, x>0,
f(X)={ -

0, c.c. =

Notacao: X ~ Ex(A).

A funcao de distribuicao acumulada é X
dada por |
l—e™, x>0
F(x) =
0, c.C.
Propriedades:

E(X)=1/A, Var (X)=1/A4".




2. Modelo exponencial

Propriedade. Se X ~ Ex(A), entao P(X>k + m | X>m) = P(X > k).

E a unica distribuicdo continua com esta propriedade (“falta de
memaria’).

Observacao. Também encontramos X ~ Ex(a), em que

-

1 -=
f(x)=<;e ,» x>0, Relagao:a=1/5.
- 0, c.cC.
(<‘__
Exemplo. Diferentes N

valores de A.




Exemplo

Certo tipo de fusivel tem duracdao de vida que segue uma
distribuicdo exponencial com vida média de 100 horas. Cada
peca tem um custo de $10,0 e se durar menos de 200 horas
ha um custo adicional de $8,0.

(a) Qual é a probabilidade de uma durar mais de 150 horas?

(b) Determinar o custo esperado.

Solucao. Se X € o tempo de duracdo de uma peca, do enunciado tem-
se que E(X) =100 horas e X~ Ex(0,01). Ou seja,

-
X

F(x):<1—€_m, JCZO,

0 c.C.

\

150

(a) P(X >150)=1-P(X <150)=1—(1—¢ '?) = ¢ =0,223.




Exemplo

(b) O custo C € uma v.a. discreta dada por

10 , se X > 200 ,

C(X) =
(X) {10+8, se X < 200 .

O custo total esperado ¢ E(C) = 10 P(C = 10) + 18 P(C = 18).
Usando a variavel X calculamos

P(C=10)=P(X 2200)=1-P(X <200)=1-F(200)=¢",
P(C=18)=P(X <200)=F(200)=1-¢" ¢
E(C)=10 xe > +18 x(1—-e?)=816.9.




3. Modelo normal (ou gaussiano)

Uma variavel aleatodria continua X tem distribuicdo normal com media u e
variancia o2 se sua funcao densidade é dada por

f(x)= : e_(x;ﬂj , X €R.

Distribuicdao Norm al

Notagao: X ~ N(u, c2). N(po? )




Exemplos
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Propriedades

(@) E(X) = u, Var(X) = 62 e mediana = moda = p.
(b) A distribuicao € simétrica em relagao a média.

(c) Como a area total sob curva € igual a 1, cada metade da curva area = 0,5.

b P(u-0c <X <u+o) =0,68%
P(u—-20c <X < u+20)=0,9546
P(u-30 <X < u+30c)=0,9973
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Propriedades

A funcgao de distribuicdo acumulada de uma v.a. X ~ N(u, c2) é

1 1(1— 2 Integral sem solugao analitica.
€X ——( ’uj dt. Calculo de probabilidades

X
Fx)= |
“AN2mo 2 com o auxilio de tabelas.

O

<
Normal padrao ou reduzida. Se Z é uma )
v.a. normal com média 0 e variancia 1,
entdo Z € chamada de uma v.a. normal
padrdo ou reduzida e sua fungdo  _
densidade é

0.3

(
0.2

2

1(z) = \/;_,, e_%, zeR.

0.1

0.0

A funcao de distribuicao acumulada de uma v.a. Z~ N(0,1) é

CD(Z):P(ZSZ):JZ ! exp( —;—tz)dt.

N2
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Uso da tabela normal

Table A.3. Areas under the normal curve.
Z ~ N(0,1): distribuicao normal padrao.

Valores no corpo da tabela: ®(z) = P(Z < z), z com duas decimais.

1

Vor

T [2] /

O(z)=P(Z<z)= | exp( —%tz)dt, ~ 3,49 < z<3,49 .
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Uso da tabela normal

12 coluna: parte inteira de z e 12 decimal.

12 linha: 22 decimal de z.

Exemplo. P(Z < -1,25) é encontrada na intersecao da linha
correspondente a —1,2 com a coluna 0,05:

22 decimal

l

4 0,00 001 002 003 004 005 006 007 008 0,09

-3,4

Parte inteira

e 12decimal 12 0,1056
3,4

Resposta. P(Z <-1,25) = 0,1056.
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Exemplo

_ Em R e Excel:
Seja Z ~ N(0,1). Calcular

(a) P(Z < 1,80) (a) pnorm(1.8) e =DIST.NORMP(1,8).

(b) P(0,80 < Z < 1,40), (b) pnorm(1.4)-pnorm(1.8) e

(c) P(£>-0,57) e = DIST.NORMP(1,4)-DIST.NORMP(0,8).

(d) o valor de k tal que

P(Z < k) = 0,05. (c) 1-pnorm(-0.57) e =1-DIST.NORMP(-0,57).

(d) gnorm(0.05) e =INV.NORMP(0,05).
Solucao. Da tabela normal padrao tem-se

(a) P(Z <1,80)=®(1,80)=0,9641,
(b) P(0,80< Z<1,40)=d(1,40)-P(0,80)=0,9192-0,7881=0,1311,
() P(Z >—0,57)=1-P(Z <-0,57)=1-0,2843=0,7157,
(d) P(Z <k)=0,05= k=—1,64.
Observacao. Para todo k > 0,
(iI)P(Z <-k)=1-P(Z <L k) ¢
(ii)P(-k<Z<k)=2P(Z<Lk)-1=1-2P(Z £ k).
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Exemplo (b)

A =B - C, sendo que
B e C sao
encontradas na
tabela normal.

N

0.8




Transformagéo linear de uma variavel normal

Se X é uma v.a. normal com meédia p e variancia
o°, entdo a v.a. Y = a + bX tem distribuicdo normal
com média u, = a + bu e variancia o, =b'o".

Tomandoa=-u/c eb=1/c obtemos a padronizagao

z =2 TH N

O

Exemplo. Se X ~ N(90,100), determinar

(a) P(80 <X <100),

(b) P(|X-90|<30)e

(c) o valor de a tal que P(90 - 2a < X <90 + 2a) = 0,99.
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Exemelo

80— 90 X - Mo 100-90

o 10
= 2P(Z <1,00)-1=2x0,8413—-1=0,6826.

(a) P(80 < X <100) = P(

)= P(~1,00 < Z < 1,00)

(b) P(| X —90|< 30) = P(=30 < X —90 < 30) = P(—3(()) X1090 ?8)

= P(=3,00 < Z <3,00) = 2P(Z < 3,00)—1
= 2x0,9987 -1=0,9974.

(0) PO0-2a < X <90+2a) = P(2a < X ~90<2a) = [{_fg _X-90_ 2a)

10 10

:2P(Z£§)—1=O,99:>P(Z<§):0,995

:»g —257=a=1285
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Exemplo

O tempo necessario para produzir um lote de itens tem distribuicao
normal com média 120 minutos e desvio padrao 15 minutos.

(a) Sorteando-se um lote produzido, qual a probabilidade de que
tempo de producéao seja inferior a 100 minutos?

Solucao. Definimos X como o tempo de producdao do lote. Pelo
enunciado, X ~ N(120, 152). Calculamos

7 < 100-120
15

P(X <100) = P( j = P(Z<-133)

= ®(-1,33) =0,0918.
f(z)
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Exemplo

(b) Qual o tempo correspondente a producao de 95% dos itens?

Solucao. Devemos encontrar x tal que P(X < x) = 0,95. Apds uma
transformacao,

P(X < x)= P(Z < x—1220j ~0,95.

Iniciamos encontrando z tal que ®(z)=0,95.

Da tabela normal, z = 1,64. Logo x =120 + 1,64 x 15 = 144,06.
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Exemplo

(c) Qual o intervalo de tempo central correspondente a producao de 80% dos
itens?

Solug&do. Devemos encontrar x, e x, tais que

P(x,< X <x,)=080 = p| =129 o, % =120 14
15 15
f(z)
A1) 0,80
/ !
/ Y
.IIIII .I.I-.
0,10 / k)
= . . =

Iniciamos encontrando z tal que ®(z) = 0,90. Da tabela normal, z = 1,28.
Logo,  x, —120
15

— 120 =1,28 = x, =120 +15 x1,28 = x, =139 ,2 min .

1,28 = x, =120 -15 x1,28 = x, =100 ,8 min,

X,
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Propriedade

Se x,,...x, sdo v.a. independentes tais que Xi ~ N(u, o°),
para i=1,...,n, entao, a v.a.

Y:X1+---+XH:ZH:XZ.
i=1

tem distribuicdo normal com média nu e variancia nc?, isto €, Y ~ N(nu, nc?).

Padronizacao:

_ 2 _ Xy _In(X-p)

/=L = =
\/;O' 0/\/; o

~ N(0,]).

Exemplo. O peso de uma caixa de pecas € uma v.a. normal com média
65 kg e desvio padrao de 4 kg. Um carregamento de 120 caixas de pecas
é despachado. Qual a probabilidade de que a carga pese entre 7.893 kg

e 7.910 kg?
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Exemplo

Solucao. Pelo enunciado,

X, :pesodai-ésima caixa = X, ~ N(65,16), i =1,---,120.

Logo,

120

Y :peso da carga = Y = > X, ~ N (120 x 65,120 x16),

Y ~ N (7800 ,1920 ).

Calculamos

P(7893 <Y <7910 ) = P(

i=1

7893 — 7800 _ 4 < 7910 — 7800
/1920 41920

= P22 <7 <2,51)=d(2,51)-D(2,12)
= 0,4940 —0,4830 =0,0110 .

J
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