VARIAVEIS ALEATORIAS



Variavel aleatoria

Q é o0 espaco amostral de um experimento aleatorio. Uma variavel
aleatoria, X, € uma funcado que atribui um numero real a cada resultado
em Q.

Exemplo. Retira-se, ao acaso, um item produzido de um lote de seis unidades.
Variaveis:

X: Numero de defeitos no item selecionado.

Y: Tempo de vida do item (em h).




O espaco amostral associado a este experimento aleatorio é
Q ={a,,a,, ,a.}

Os possiveis valores da variavel X séao 0,1,2,..., e 0s possiveis valores
da variavel Y sao os numeros reais nao negativos.

Classificacao:

sVariaveis aleatorias discretas. O conjunto de possiveis valores é finito
ou infinito enumeravel.

*Variaveis aleatdrias continuas. O conjunto de possiveis valores é
Infinito n&do enumeravel (um intervalo, por exemplo).

No exemplo acima, X é discreta e Y é continua.




Variaveis aleatorias discretas (VAD)

X @ uma VAD com possiveis valores no conjunto R,. Uma funcgao f(x) é
uma funcéao de probabilidade se

(i) 0< f(x) <1
() P(X=x)=1(x), xUOR, €
(i) Y f(x)=1.

X LRy

Exemplo. Um lote de um certo produto € formado por 35 itens, sendo
21 itens do tipo H e 14 do tipo M. Uma amostra de 3 itens sera formada
sorteando-se, sem reposicao, trés itens do lote. Qual a probabilidade
de encontrarmos na amostra pelo menos dois itens do tipo M?

Definimos X como o numero de itens do tipo M na amostra.




Espaco amostral Probabilidade X
HHH 21,2019 _ 503 0
35 34 33
HHM 21,20, 14 _ 159 1
35 34 33
HMH 21,1420 _ 4150 1
35 34 33
MHH 14,2120 _ 4150 1
35 34 33
HMM 2, 14, 18 - 0007 2
35 34 33
MHM 14,2120 - 4007 2
35 34 33
MMH 14, B2 097 2
35 34 33
MMM 14, 8,12 4056 3
35 34 33
X 0 1 2 3
P(X=X) 0,203 0,450 0,291 0,056

Assim, P(X=> 2)=P(X =2)+P(X =3)=0,29%0,056=0,347.




Exemplo. A demanda diaria de um item € uma variavel aleatoria discreta
com a funcao de probabilidade

d
P(D:d):%; d= 1234

(a) Determinar a constante C.
(b) Calcular P(D = 2).

Solucao. (a) Para que P(D = d) seja uma funcao de probabilidade,
devemoster () C>0¢e
i)POD=1)+P(D=2)+P(D=3)+P(D=4)=1. Ou segja,

2 3 4
> P(D=d)=1= C(2+2 + 242 ]zl:Czé.

5 1 21 3 4
2d
Logo, P(D=d)=—: d=123,4.
go, P( ) adi 1,
(b) P(D22):1—P(D<2):1—P(D:1):1—%:%:%.




Funcao de distribuicao acumulada de uma VAD

Funcao de distribuicdo acumulada (FDA)
X é uma VAD com valores em Ry = {X1,X,,...} e funcdo de probabilidade
f(x) = P(X =x). Para qualquer x, a FDA de X, denotada por F(x), é definida

como
F(X)=P(X<sx)=) f(x)=) P(X=x), emque x OR,.

X; <X X; <X

Exemplo. Uma variavel aleatéria X tem funcao de probabilidade

(1/15, se x=1,
f(x)=P(X =x)=<:7/15, se x=2,3,
0, C.C.

.

Determinar F(Xx).




Sex<l, F(X)=P(X<x)=0.
Sex=1 F@=P(X<)=>) PX=x)=P(X=1)=fQ) :115.

Sel<x<2 F(X)=P(X<X) :ZP(X =x)=P(X :1):115.

S x=2 F@=P(X <2 =Y PX=x) =X =D+P(X=2)=__+ 175 185.

Se2<sx<3 F(X)=P(X<x)=) P(X=x)=P(X=D)+P(X = 2)—

XX

Sex=3 FE=P(X<3)=> P(X=x)=P(X=)+P(X=2)+P(X =3

X <3

177
151515

Sex23 F(X)=P(X<sx)=) P(X=x)=P(X=D)+P(X=2)+P(X=3)=1

% <X




Observacao.

Sex[L2),entacF(x) = F(1);
sex1[2,3),entaoF (x) = F(2).
Emgeral,sex[x X.,), entaoF(x) =F(x )
senda@uex e X, saoelementosle R,.

Fx]

Logo, a FDA é dada por g
(0 se x<1] 1
1/15 se 1<x<2

F(X) =

8/15 se 2<x<3
| 1 se x23

1/15 .

W




Propriedades da funcao de distribuicdo acumulada

X é uma VAD

1. Para todo x, 0< F(x) < 1.
2. F(x) € uma funcao monotona néao decrescente.

, lim F(x)=0 e lim F(x)=1

" X— —00 X — +o0o
4. Se Rx = {X1, Xa,...... }, em que X1<X»<..., entao
f(Xi) = P(X = Xi) = F(Xi) - F(Xi-l).
5. Se a e b sao tais que a<b, entéo
(1) P(X = a) =F(a),

(i) P(X 2a)=1-P(X < a),
(i) P(a< X <b)=F(b)-F(a),

(iv) Plas X <b)=F(b)-F(a)+P(X =a) e
(v) P(a< X <b) =F(b)-F(a)-P(X =b).
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Exemplo. A variavel aleatoria X tem funcao de distribuicdo acumulada

0, se X < 0,
1/8, se 0 < x <1,
F(Xx)=+<1/2, se 1< x < 2,
5/8, se 2 < X < 3,
|1, se X =z 3.
Determinar

(a) PAl<X <3, (b)) P(X=2) e (c) f(x).

Usandoa propriedace5(iii) daFDA :
@PA<X<3)=FQR)-F@Q=1-1/2=1/2.

(b) Propriedace5(i) daFDA :P(X=22)=1-P(X<2)=1-F(1)=1-1/2=1/2.
(c) Da FDA tem-sequeR, ={ 01,2,3}. Pelapropriedade4da FDA,

pode- semostrarqueafuncédodeprobabilidadede X é

(1/8, se x=0, 2

f(X)=P(X=%x)=<3/8, se x=1 3

| 0, c.c.
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Variaveis aleatorias continuas (VAC)

Funcao densidade de probabilidade

Uma funcéo f(x) € chamada funcao densidade de probabilidade de uma
VAC X se

1.f(x) =0, para todo Xx.

2. ]o f(x)dx =1.

b
3.5e A={x;a< x<bl, entdo P(A)=P(a< X <b)= j f (x)dx.
Exemplo. O tempo de producédo de um componente (em minutos) é uma variavel
aleatoria X com funcao densidade
S5—X
f()=1 4 °
0, caso contrario.

se2< x<4,

Verificar se f(x) € uma funcao densidade de probabilidade e calcular a probabilidade
gue o tempo de producdo de um artigo escolhido ao acaso seja menor do que 3

minutos.
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i0 —

Primeiro notamos que f(x) = 0, para todo x. 0s

0= —

Falta verificar a condicao (2), ou seja a area or
sob o grafico de f(x) deve serigual a 1. 2

05 —
os —
O+
o3 -
oz -
01

o — e — o —— ——

oo —

]2f(X)dXz_JZ;de+fS;de+];de=f5;xdx=%(5x—x—;)

2 2

—® X=2

A probabilidade de que o tempo de producdo de um artigo escolhido ao acaso
seja menor do que 3 minutos € a probabilidade do evento A = {x; x < 3}, ou segja,

3 2 2 3

P(A) = P(X <3):J'f(x)dx: deX+J§%(5_X)dXZ%(5X—X?

—00 —00

)

o | O

2
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Observacao. Se X € uma VAC, entéo

() P(X =x) =0, para todox,
() Pla< X <b)=P(a< X <b)=P(a< X <b)

=P(a< X <£b), paratodos aebcom a<b,
(i) P(X £a) =P(X <a), para todo a.

Funcao de distribuicao acumulada. X € uma VAC com funcéo densidade
f(x). A funcéao de distribuicao acumulada (FDA) de X é

F(X)=P(X £X) = f f (t)dt, paratodo x.

— 00

Obs. Se X é um tempo de vida, utilizamos a funcao de confiabilidade
(reliability function): R(x) = P (X > x) = 1 — F(x).

Exemplo. Uma variavel aleatéria X tem funcao densidade

4

0, caso contrario.

5—X
£(x) = , Se2<sx</4, _
Determinar F(Xx).
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Sex< 2, f(x)=0;logo, F(x) =0.

(5-t)] _9-(5-x)?

Se 2< x <4,

X 2 X5—t
F(x) = [ f)dt = [odt + [ Z—dt = -
() j () j £4 s .
Se x = 4,

X 2 4 X
F(x):jf(t)dt:jf(t)dt+jf(t)dt+jf(t)dt:1.

-00 — 00 2 4

% I %

1.0
|

Logo, a FDA de X &

[0 se Xx<2
9-(5-x)°

F(x)

F(X) =+ se 2<x</4,

1 se x=24.

8

0.6 0.8
| |

0.4
|

0.2
|

0.0
|
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Observacao.

A FDA de X permite o calculo de probabilidades de eventos da forma
E ={x; a<x<b},coma<hb.Isto €,

P(E) = F(b) — F(a).
Exemplo. Considere a FDA abaixo. Obtenha P(X <3) e P(3 <X <5).

(

0, se X<2,
_ _ 2
F(x):<9 (58 X) ,Se 2< X<4,
1, se X =4,

Solucao.

P(X < 3)=F (3) = = e

P (3

IN

X <5)=F(5)-F(3)=1- =

5
8
5 _ 3
8 8
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Propriedades

4. lim F(x) = lim

X —» —00 X — —0

X com

F (x) =

1. O0<F(x) <1, paratodo x.
2. F(x) € uma funcdo monotona nao decrescente.

3. F(x) € uma funcéo continua para todo x.

jf(t)dt =0 e lim F(x) = lim jf(t)dt =1

5. Do teorema fundamental do calculo obtemos

f(x) = (;j_x F (X).

Exemplo. Suponha que o tempo de vida de um processador € uma variavel aleatéria

r

X

1—ke_2, se x = 0,
0, se x < 0.

2

"

Determinar (a) o valor de k, (b) P(X=2), P(2<X<4)e P(X<-1) e (c) f(x).
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Solucéao. (a) Propriedade 3 de F(x): F(0) = 0.

1-k °=0= k =1. Logo, F(X) :{1—62,

(b) (X=2)=1-P(X<2)=1-(1-€")=e'=0368
PR<X<4)=F@)-F@Q=01-€°)-(1-e")=e'-e°=0233
P(X<-1)=F(-1)=0.

0.5
I

0.4
|

0.3
1.0

f(x)

0.2

0.1

0.0
!

F(x) e R(X)
0.4

o -

T T T T
0 2 4 6

(c) Propriedae 5 de F(X):

0.2

1_5

d —e?2 sex=20

f(xX)=—F(x)= =
()dx() 2

e -,
0, C.C.

0.8
|

0.6
|

0.0
|

R(x)

F()
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Valor esperado e variancia

Valor esperado de uma variavel aleatoria. X € uma variavel aleatéria com
funcao de probabilidade ou funcdo densidade de probabilidade f(x). O valor
esperado (ou esperanca matematica ou media da variavel aleatoria), denotado
por E(X) = px é definido como

1. X éuma variavel aleatéria discreta :

E(X)= ) xf(x) e

XU Ry

2. X éuma variavel aleatéria continua

E(X) = Txf (x)dx,

supondo que o somatorio e a integral existem.
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Valor esperado de uma funcao de variavel aleatoria
Y = h(X), sendo h uma funcéao de X.

O valor esperado de h(X) é dado por

1. X é uma variavel aleatoria

E(Y)= Y h(x)f(x) e

XU R g

2. X é uma variavel aleatoria

E(Y) = Th(x)f(x)dx.

— 00

discreta

continua
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Variancia de uma variavel aleatoria. X € uma variavel aleatéria com funcéao
de probabilidade ou funcdo densidade de probabilidade f(xX) e com meédia
E(X) = Mx.

A variancia de X, denotada por Var(X)=o0. é definida como o valor
esperado de (X - px)°.

1. X éuma variavel aleatoria discreta
Var (X)= > (x-u)*f(x) e

XOR g

2.X éuma variavel aleatdoria continua

Var (X)) = oj)(x—,u)2 f(x)dx.

Desvio padrdo. E a raiz quadrada da variancia:

DP (X) =0, =+/Var (X).

22



Exemplo. Suponha que a demanda diaria de uma peca € uma variavel
aleatoria discreta com funcao de probabilidade

P
f=P(X=X)={gg’ X »%3%
0, c.C

.

Determinar (a) a demanda esperada e (b) o desvio padréo da demanda.

Solucéo. Grafico de f(x).

P(X =x)
0.25 0.30

0.20

0.15

T
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Solucao. (a) Pela definicao de valor esperado, temos

2 3 4

E(X)=fo(x)=1x3+2x 2 13x- 2 _4ax_2 :19D2,1.

xORy 6 6 x 2! 6 x 3! 6x4 9
(b) Var (X)= > (x-u)*f(x)=
XORy
2 3 4
—a-e 2oy 2319 2 g 19 2 80
9 6 9 6 x 2! 9 6 x 3! 9 6x4! 81

DP (X)=0, = ,/2—(1) 0 099.

Grafico de f(x) com p— o, u
eu+ao.

0.30
|

P(X =x)
0.20 0.25
l l

0.15
|




Moda, mediana e média (VAC)

f(x)

f(x)

1
1
1
1
1
1 1
1 1
1 1
1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
T T
8
IS
©
=
s

Moda | —=-

Mediana | "

Média |
X

Assimetria a direita: Assimetria a esquerda:

Moda < Mediana < Média Moda > Mediana > Média

Simetria: Mediana = Média (se existir).

Moda | ~=""7TTTTTTTTTToTs

25



Variaveis aleatoérias independentes

X e Y sao duas variaveis aleatorias. Dizemos que X e Y sao
iIndependentes se, e somente se,

P(X<X)n(YSY)=P(X<X)XxP(Y <Y))
=F, (X)xF, (y), paratodosx e v,

sendo que F, e F, sdo as FDAsde X eY.

Em particular, se X e Y sao duas variaveis aleatorias discretas, X e Y
sao independentes se, e somente se,

P(X =x)n (Y =Yy))=P(X =x)xP(Y = y), paratodosxey.
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Propriedades do valor esperado e da variancia

X e Y sao duas variaveis aleatorias e a e b dois niumeros reais.

1.E(a) = a.
2.E(aX ) = aE (X).
3.E(aX £b)=aE (X)xb.
4.E(aX +bY )= aE (X)+ bE (Y).
2
S5Var (X)) = E(XZ)—,LIX-
6. Var (a) = 0.
7 Var (aX) = a*Var (X).
8.SeX e Y saovariaveisaleatoriagandependetes,entao
Var (aX +bY) = a*Var (X) +b?Var (Y).
90.SeX,,---, X, séon variaveisindependetes,entdo

Var (X, + X, +--- X ) =Var (X,)+Var (X,)+---+Var (X,).
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Exemplo. O total de vendas diarias de um empresa que comercializa
equipamentos eletronicos (em dezenas de milhares de R$) é uma variavel
aleatoria com funcao densidade

x—2’ se 2< Xx<4,
3

fx(x):<6gx, se 4<Xx<6,
0, C.C.

(a) Para um certo dia, determine a probabilidade de que as vendas da
empresa sejam maiores do que R$ 22.000,00, mas nao ultrapassem
R$ 45.000,00.

(b) A média e o desvio padréao das vendas diarias.

(c) Se o lucro diario é dado pela funcéo Y = 0,2X - 0,5, calcule a média e
o desvio padrao do lucro diario.

28



Solucado. Denotamos as vendas diarias (em dezenas de milhares de R9)
por X.

Grafico de f(x):

Densidade

00 01 02 03 04 05 06

T T T T T
0 2 4 6 8
Vendas (104 R$)

(a) Definimos A ={2,2 < X £ 4,5} e calculamos

4,5 4 v — 2 456 — x
P(A)=P(2,2< X < 4,5) = j f(x)dx = j dx + dex
2,2 2,2 4

4.5

= 0,806 .

2
:£ X__2X
3( 2

4

4 1 5
F = Bx - 2—
6 2

2,2
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(b) Iniciamos calculando

T _t [(x=2 ¢ (6-X 34
E(X)_jﬂ(x)dx_jx(—jdqu( - jd =5 0378

4

-2 6— X 134
e E(X )_jxf(x)dx .[x( - )dx+jx( - )d ==, 01489,
Logo, 134 (34
oy =Var (X)=E(X?)- uy =9 —(—9)

=50/81

= JVar (X) =+/50/81 00,786 .

(c) Definimos Y = 0,2X — 0,5. Das propriedades do valor esperado e da variancia
obtemos E(Y) = E(0,2X -0,5) = 0,2 E(X) - 0,5 =0,2 x 34/9 -0,5 00,256,

Var(Y) =Var(0,2X —0,5) =0,2°Var(X) =0,2° x(50/8])
=0, = Var(Y) 0157
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