CALCULO DE AUTO-VALORES E AUTO-VETORES

Teoremal: Se {Vl, V2, ... 7V”} ¢ um conjunto L.I. no IR™ entao qualquer vetor x € IR™ pode
ser escrito unicamente como

X = ﬁlVl +BQV2 -+ ﬁnV"

Teorema2: Seja Apyxn € A, Aa, ..., A, 0s auto-valores de A com respectivos autovetores VY, V2, ... V™,

Entao o conjunto {V!', V2 ... 'V"} é um conjunto L.I. no IR".

METODO DAS POTENCIAS

Esse é um método iterativo para determinar o maior auto-valor em moédulo de uma matriz
Apxn. Além de calcular o maior auto-valor, esse método fornece também o auto-vetor associado
ao auto-valor encontrado.

Seja A, xn, com n-auto-valores A\, Ag,..., A, e {Vl, A ,V”} os auto-vetores associados
ao respectivos auto-valores, isto ¢, AV? = A\, V (AV! = N\ VI AVZ = \, V2 .. AV" =
A V™).

Seja x € IR". Como {V', V2 ... V"} ¢ LL, existem By, s, ..., B, tal que
x=> BV =BV + BV + . +5,V" (1)
j=1
Multiplicando (1)) por A, A%, A3 ... A* temos:
Ax = A( ST BV =BV 4 BV 4L 5nvn) — BIAV! 4 B AVE 4. 4 B, AV"
j=1
hspace ¥ 1.0cm = By AV 4+ BoAo AV? + .+ BN\ AV
Ax = Zﬁj/\jVj
j=1
Alx = AAx = A (Z @Ajw) =D BINAV =D Bix(Av)
j=1 j=1 j=1
hspace * 1.0cm = Z Bj)\jg-Vj

j=1
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Fatorando \¥, vem:
N
Mx:ﬁE:@ﬁVJ
j=1 1
Como |[A\i]| > |Aj[,7 =2,3,...,n, temos que
lim Afx = Mg v? (2)
k—o0

que converge para 0 se [A\;| < 1 e diverge se |\;| > 1 (se 51 # 0). No entanto, podemos modificar
eq. de modo que o limite seja sempre finito e nao-nulo como segue:

Seja x um vetor unitario, digamos, x(¥ e a:é,?]) a componente de x© tal que

:x@ =1[02 0.6 1.0]"
x](gg) =1 =[xl chspace x 1.0cm ( e(i)() * 0) : | )
Tpy = |z3’| =1.0, . pp=3

Seja y(I = Ax© e defina ¥ = yiY. Ento

b _ BNV BAVE 4+ BV BV £ T BNV
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Seja p; o menor inteiro tal que
95 = Ny lloe

e defina x) como sendo .

1
D -~ v =~ A%
XU = emy s o mAx
Ym Yp1
Entao,
zh) =1 = [|x]|
Seja agora,
v = Ax® = L 42,0
(1)
Yp:
e
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Seja pe 0 menor inteiro com
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e definamos

A2 (0

1
(2) _ 2 .~
X NOL4 Ax (2)
UYpa ypz pr ym

De maneira semelhante, podemos definir sequencias de vetores {x(m)}go e {y(m)};o e uma
sequencia de escalares { ”(m)}go’ indutivamente por:

y™ = Ax(m=D (3)
1vplm 1 + Z] 253 (_> Vp]m 1
pm =yl n (4)

V;Jlm 1+Z 2BJ<_1> %ml

(m) (m)(0)
m = Y AT (5)
ypm Hk: lypk

onde em cada iteragao, p,, ¢ utilizado para representar o menor inteiro tal que

| = Iy ™|

Examinando Eq. , vemos que se X for escolhido de modo que tenhamos 31 # 0 entdo teremos
(desde que |A\; /M| < 1,j=2,3,...n):

lim p™ =\

m—0o0

Pode-se provar ainda que se sequencia de vetores {x(m) } , converge para o auto-vetor associado
ao auto-valor A;.

OBSERVACOES:

1. No inicio, ndose sabe se a matriz tem autovalor dominante tnico (por ex. a matriz pode
ter autovalores A\; = 10 e A3 = —10).

2. Também naose sabe como escolher x(© de modo a assegurar que sua representacio em
termos dos autovetores { V!, V2 ... 'V"} tenha contribui¢aonao-nula de V! (isto é, 81 #
0).

Exemplo: A matriz

—4 14 0
A=|-5 13 0|,
10 2

tem autovalores \; = 6, Ay = 3, A\3 = 2. Logo, podemos aplicar o método das poténcias.

Sejax@ = (1 1 1)7. Entdo,



Cilculo de y ™M xM)

—4 14 0 1 10
y AxO = | —5 13 0 1|=18
-1 0 2 1 1
e assim,
Iy oo = "] = 10
W10 8 1
p=1, =y =10, x0=Y__l L1 os o
(1) 10
U
Cilculo de y® ;2 x®
—4 14 0 1 7.2
y@ =AxW = | -5 13 0 08 | = | 54
-1 0 2 0.1 —0.8

e assim,

Iy P llee = 191”1 = 7.2
y® [7.2 54 0.1)7
oD 72

pp=1, p® =y =72 x®= =[1 0.75 —o0.11111111]"

Continuando dessa maneira, obtemos:

9 = 6.5, hspace * 1.0cmx® = [1 0.730769, —0.188803]7

u® =
M = 6.230769, hspace x 1.0emx™® =1 0.722200  — 0.220850]”
1) = 6.111000, hspace * 1.0cmx® = [1  0.718182  — 0.235915]”
1® = 6.054546, hspace * 1.0cmx® = [1  0.716216  — 0.243095]”
p? = 6.027027, hspace x 1.0emxD = [1 0.715247  — 0.246588]”
1® = 6.013453, hspace * 1.0emx® = [1  0.714765  — 0.248306]”

9) [ ]

1 = 6.006711, hspace * 1.0emx® =1 0.714525  —0.249157]"
:hspace * 1.0cm:hspace * 1.0cm:
:hspace * 1.0cm:hspace * 1.0cm:

:hspace x 1.0cm:hspace * 1.0cm:
1% = 6.000837, hspace * 1.0ecmx"? =1 0.714316  — 0.249895]"

Desses valores, vemos que a sequencia de escalares (™ — 6.00000 e a sequencia de vetores
x(M — [1.0 0.714316 —0.25]T.

Convergencia do met. da potencias: A taxa de convergencia do metodo das potencias é

O(|Az/M])™



Deficiencia do metodo das potencias: se Ao/A; &= 1 (ex. Ay/A; = 0.9) esse metodo pode requerer
muitas iteracoes para convergir com uma precisao e.

METODO DAS POTENCIAS SIMETRICO

Quando A é simétrica, uma variacdo na escolha dos vetores x(™ | y(™ e (™ pode ser feita
de modo a aumentar a taxa de convergencia da sequencia u(™ para o auto-valor \;. A taxa
de convergencia do metodo modificado (p/ matrizes simetricas) ¢ O(|X\a/A1])*™. O algoritmo
pode ser descrito como segue.

Algoritmo METODO DAS POTENCIAS PARA MATRIZES SIMETRICAS
Calcula o autovalor dominante e o autovetor associado de uma matriz simetrica.

Parametros de ENTRADA: n, matriz A,,«,, vetor nao-nulo x, tolerancia T'O L, numero maximo
de iteracoes itmax.

Parametros de SAIDA: Autovalor aproximado u; autovetor aproximado X ou uma mensagem
que o numero maximo de iteracoes foi excedido.

1 k=1
x = x/|x[l2;

2. Enquanto ((k <itmaz) AND (ERR < TOL)) faca
y = Ax;
p=x"y;
Se (|ly]l2 = 0) Entao
Escreva(A tem autovalor 0);
Faca x =y;
Escreva(Selecione novo vetor x e reinicie);
Faca ERR = 0;
Fim-se

_ _ Yy .
ERR =[x — i ll2;

PR
Fim-enquanto
Se (ERR < TOL) Entao
Escreva(’Procedimento bem sucedido’);
Escreva(’Autovalor Ay =, p);
Escreva(’Autovetor x = ', x);
Senao
Escreva(’Procedimento nao foi bem-sucedido’) ;
Escreva(’Numero max. de iteracoes atingido - ITMAX =", k);
Fim-se



Exemplo: A matriz

A:

W W ot
W o W
~N W w

tem autovalores \; = 12.07377, Ay = 3.539929, A3 = 2.38693. Logo, podemos aplicar o método
das poténcias.

Seja x® = (1 1 1)7. Entdo,
normX = 1.732051

z =1[0.577350 0.577350 0.577350]"

Cilculo de y® ™M xM)

5 3 3 0.577350 6.3508529
yH =aAx® =13 6 3 0.577350 | = | 6.9282032
337 0.577350 7.505553

(1 = 12.00000000000
normY = 12.027745701779146
r =[0.5280168968  0.576018432884  0.6240199689]”

Continuando dessa maneira, obtemos:

1@ = 12.0691244, x®@ = [0.516965018 0.572638174 0.636264638]”
p® = 12.07343918, x® =[0.514474111  0.5711255  0.63963426]"
1) = 12.0737447, x(®) = [0.5138956817  0.570582974  0.6405827793]"



