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EXERCicIOS 3.2. Determine, por reducao de ordem, a 22 solucao das
equacoes abaixo:

1) §—4y—12y =0, yi(t) = €.
2) i —2y+y =0,y (t) = €.

3) 2 +2ty =0,y (t) = 1.
)

4) 2025+ 315 —y =0, yi(t) = Vi

3.3 EQUACOES HOMOGENEAS coM COEFI-
CIENTES CONSTANTES

Consideremos a equacao
aj+by+cy=0, (3.14)
em que a, b e ¢ sao constantes reais com a # 0.

ExXEMPLO 3.3. 1) Movimento de um péndulo simples 0+ % 0=0.

2) Sistema massa mola: §j+ — ¢y + — y = 0, em que o termo by
m m

¢é devido a resisténcia do meio. [

De acordo com o Teorema 3.5, basta encontrar duas solugoes y (t)
e ya(t) linearmente independentes (isto ¢, Wy, y2](t) # 0) de (3.14)
e todas as demais serao combinacoes destas.

Observemos que se y = ¢(t) é uma solucao de (3.14) entao a soma
dos termos a @(t), bp(t) e cp(t) deve ser igual a zero para todo t.
Para que isto ocorra as trés fungoes ¢(t), ¢(t) e ¢(t) devem ser do
“mesmo tipo”. Por exemplo a funcdo y(t) = t* nunca poderd ser
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solugao de (3.14) pois os termos 12at?, 40> e ct? sao polinomios de
graus diferentes e, por isso sua soma nao se cancela. Por outro lado,
a funcao y(t) = eM, em que \ é constante, tem a propriedade de que
tanto y(t) como §(t) sdo multiplos de y(t). Isto sugere que tentemos
y(t) = e como solugao de (3.14). Substituindo y(t) = e em (3.14)
obtemos

() +b(M) +ee =0 = M (N +bA+c) =0
o que implica que

Portanto, y(t) = e é uma solucao de (3.14) se, e somente, se \ é raiz
de (3.15). A equagao (3.15) é chamada Equagao Caracteristica de
(3.14). As raizes de (3.15) sao

—b+Vb?2—4dac e ) —b—+Vb2 —-4dac
pr— 2: .

2a 2a

A

A1

Vamos analisar as trés possibilidades para o discriminante b>—4 a c:

i) b* —4ac > 0: Raizes reais distintas

A1 A2

Neste caso eM’ e e*2! sao solugoes de (3.14) e seu wronskiano

6)\1 t 6)\2t

W(t) = det ( )\1 e/\lt AQ 6/\2t ) - ()\2 — )\1>6()‘1+)\2)t 7£ O,

para todo t € R. Logo, as solugoes sao linearmente independentes e,
portanto, formam uma base do espaco das solugoes. Ou seja, qualquer
solugdo de (3.14) ¢ da forma

At Aot
y(t) =creM’ +cpe™h.
ii) b — 4ac = 0: Raizes reais iguais

b . -
Neste caso A\ = Ay = 54 e com isto temos uma solucao y; =
a

e(=b/20)t  Vamos encontrar a outra solucio de (3.14) (ndo miltipla de
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y1) usando redugao de ordem, isto é, procurando v(t) ndo constante
tal que yo(t) = v(t) e /29 seja solucdo de (3.14). Substituindo em
(3.14), obtemos

Como e~ /20t o£ () para todo t e b*> —4ac = 0, temos
=0 = o(t) =at+ [, coma, §€R.

Podemos tomar o = 1 e 3 = 0, pois queremos encontrar uma solugao.
Logo, v(t) = t. Portanto, a outra solucao de (3.14) é

EXEMPLO 3.4. Resolva o P.V.I.

{ j+6y+9y=0

SOLUCAO: y =eM = A2+ 61 +9=0= )\, = \y, = —3. Portanto,
a solucao geral é
y(t) = (c1 + cat) e

Como y(0) = 1, temos ¢; = 1. Além disso, §(t) = (c; —3 — 3¢y t) e3¢
e 9(0) = 2. Logo, ca = 5. Portanto, a solu¢ao do P.V.I. é

y(t) =e P +5te?. 0

iii) b — 4ac < 0: Raizes Complexas
Logo,

b W4ac— b2 b W4ac— b2
M—=———F+———— ¢ ygm—— — ————
2a 2a 2a 2a
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A1 Ao

Gostarfamos de dizer que e e e*2? sdo solugoes de (3.14). Entretanto

surgem dois problemas:

a) definir e** para A complexo,

At Aot

b) mesmo que consigamos definir e*? e e*?* como solugoes (que
certamente terdo valores complexos) de (3.14) queremos obter solugdes
reais.

Comecemos resolvendo o segundo problema, pois caso contrario
nao teria sentido resolver o primeiro.

DEFINIGAO 3.1. Se F(t) = u(t)+iv(t), definimos F(t) = u(t)+i0(t).

OBSERVACAO 3.9. Esta definicao faz sentido, pois podemos identi-
ficar F(t) = u(t) +iv(t) com f(t) = (u(t),v(t)). Logo, f(t) é uma
parametrizacao de uma curva plana cujo vetor velocidade é (u(t), v(t)).
Fica entao natural a definicao acima. [

PrOPOSIGAO 3.1. Se y(t) = u(t) + iv(t) € uma solu¢do a valores
complexos de (3.14), entao u(t) e v(t) sao solugoes reais de (3.14).
DEMONSTRAGAO. Note que
afi(t) +by(t) +cy(t) =0
ou seja,
l[ati(t) +bu(t) + cu(t)] +ilad(t) +bo(t) + cv(t)] = 0.

Para que um numero complexo seja zero é necessario que sua parte
real e sua parte imaginaria sejam zero. Logo,

aii(t) +bu(t) +cu(t) =0eat(t)+bo(t) + co(t) = 0.
Isto é u e v s@o solugdes (3.14). =m

E com isto resolvemos o segundo problema. Passemos agora ao
primeiro, isto é, vamos definir e*! para A complexo. E natural pedir
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a+b b

que esta funcgao satisfaca e*™ = e*e’. Logo, se A\ = a + ¢ 3, devemos
ter
6)\15 — eat—l—zﬁt — eatezﬂt'

Portanto, basta apenas definirmos e?#*.

Sabemos que, para todo x real, vale

x n 2 3

T _ T .z, ...
e—zn!—1+x+2!+3!+ .

n=0

A equacao acima tem sentido, formalmente, mesmo para x complexo.
Isto sugere que coloquemos

(@0)*  (i6)°

107 ) .
e’ =141i0+ 5 + a0 +e=
140 240 9t i
I TR T T R
6 o , 6 0
_(1—5—1-@— )+Z(9—§+g— ),
Comocos@zl—%—? %—---esen0:0—§+§—---érazoével
definir
e'% = cos® + i sen.
Portanto,
M= el Ot — el (cos Bt 4 i sen B t).
) Y
EXERCICIO: Mostre que pri AeM para A\ complexo.

Agora ¢ facil verificar que

—b Vdac—b?
y(t) = M = e (cos ft+1i sen Bt), com a = 24 © 8= QQ;
a a

é uma solugio a valores complexos de (3.14), se b> —4ac < 0. Logo,
pela Proposigao 3.1, temos que

(1) =e* cos Bt e yot) =e*'senft
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sdo duas solugoes reais de (3.14).
EXERcic1o: Mostre que Wy, y2](t) = Be?t.

Pelo exercicio acima, temos que y;(t) = e** cos St e yz(t) = e** sen ft
formam uma base do espaco solucao e, conseqlientemente, a solugao
geral de (3.14) para b* —4ac<0é

y(t) = e**(cy cos Bt + ¢y sen 3t).

OBSERVACAO 3.10. Pode-se pensar que e*?!, em que A\ = )\ dard

origem a outras duas solugoes. Todavia, isto nao ocorre, pois
et = et — ot [eos(—Bt) + i sen(—fBt)] = e** [cos ft — sen (1].
Portanto,
71(t) = ReM!] = et cos Bt =y (1)

Ga(t) = Sl = —e* sen Bt = —ya(t). O

EXEMPLO 3.5. Determine a solucao real do P.V.I.
{ §+2y+5y=0

SOLUGAO: A equacao caracterfstica A\ + 2\ 4+ 5 = 0 possui raizes
complexas \y = —1+ 27 e Ay = —1 — 24. Portanto,

Mt = eTIF20t — o=t 052t +je! sen2t

é uma solucao com valores complexos de 4+ 2y + 5y = 0. Logo, pela
Proposicao 3.1, temos que

yi(t) = R(eM) =e ' cos2t e yot) = S(eM?) = e sen2t

sao solucoes reais da equacao. Mais ainda, elas formam uma base para
o espago solucao. Portanto, a solucao geral é

y(t) = e (c; cos2t+ ¢y sen2t),
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onde ¢; e ¢ sao constantes reais. Como y(0) = 1, temos ¢; = 1. Logo,
y(t) = e (cos2t 4 ¢y sen2t). Isso implica que §(t) = —e~* (cos2t +
cp sen2t) + et (=2 sen2t + 2c¢y cos2t). Portanto, y(0) = 3 implica
que c2 = 2. Logo, a solugao do P.V.I. é

y(t) = e " (cos2t+2sen2t). O

EXEMPLO 3.6. (Vibragoes livres nao amortecidas) Consideremos
o sistema massa-mola enunciado no Capitulo 1, Subsecao 1.1.3, cuja
equacgao é

miy+ky=0

ou
j+wly=0,
em que w = /k/m (lembremos que k > 0 e m > 0).

A equacao caracterfstica A\? + w? = 0 possui raizes complexas
A =iwe Xy = —iw. Logo, p(t) = ¢“! = coswt +isenwt é uma
solugao com valores complexos que da origem as seguintes solucoes
reais linearmente independentes

y1(t) = coswt e yo(t) =senwt.
Portanto, a solucao geral é dada por
y(t) =c1 coswt+ cg senwt. O

OBSERVAGAO 3.11. Para esbogar o grafico de y(t), vamos reescreveé-la

de modo mais apropriado: denotando A = y/c? + 3 e a = arctg(ca/c1),
podemos escrever

y(t) = c1 coswot + ¢z senwyt = A cos(wot — ),
Logo, temos que y(t) esta sempre entre —A e +A e, portanto, o movi-

mento é peridédico de periodo 27 /wy, amplitude A, freqiiéncia wy e
angulo de fase a. O gréfico de y(t) é mostrado na figura abaixo.
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Este movimento também é chamado de movimento harmonico
simples. []

EXEMPLO 3.7. (Vibragoes livres amortecidas) Consideremos o sis-
tema massa-mola, supondo agora que o meio oferece uma forga de
resisténcia proporcional a velocidade do corpo. Portanto, devemos
resolver a equacgao

Loc ok
y+—y+—y=0
m m

A equagdo caracteristica ¢ mA? + ¢\ + k = 0, cujas raizes sdo:
\ —c+Ve—4mk N —c—VA—4mk
1= € Ay = .
2m 2m

Consideremos as seguintes situagoes:

(i) amortecimento supercritico ou forte (c* —4mk > 0)

y

N Yy

~este caso tem0§ que A e A TN

sao reais e negativas. De fato, / \
2 —4mk < c. A solugao geral \

é: AN

y(t) = cp Mt 4 cyet2t,
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(i) amortecimento critico (¢ —4mk = 0)

Como ¢? —4mk = 0, temos que Y

)\1 = )\2 = —c/(2m)
Neste caso, a solucao geral é: ‘

y(t) = (1 +cat) eet/Em), \/ﬁ

casos (i) e (ii)

(iii) amortecimento subcritico ou oscilatério (¢* —4mk < 0)

Como 2 —4mk < 0, temos que \; e Ay sdo complexos conjugados.
Portanto, a solucao geral é:

y(t) = el=e/2mt (crcospt+cosenput),

Vamk — 2
2m
solucao oscila entre duas curvas y = —Ae! ey = Ael
Portanto, representa a curva do cosseno com amplitude decrescente.

em que [ = ou y(t) = Ael=¢2mtcos(ut — ). Logo, a

—c/2m)t fc/2m)t.

Nos trés casos o movimento se “extingue” no futuro se existe atrito
no sistema, ou seja, qualquer perturbacao inicial é dissipada pelo atrito
existente. Esta é uma das razoes pelas quais os sistemas massa-mola
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sao lteis nos sistemas mecanicos; eles podem ser usados para amorte-
cer qualquer perturbagao indesejada. [J

ExERcic1os 3.3. 1) Determine a solugdo geral de:
a)jy—y—2y=0. b) §—T7y=0. c)y+4y=0.
d) j—4y+13y=0. e) §—4y+4y=0. f) j=0.

2) a) Seja \; = a+1 3 uma raiz complexa de A+ (a—1) A+b = 0.
Mostre que

ot — yoyif — yaent)iff _ yo [cos( Int) + isen(f Int)]
¢ uma solugao com valores complexos da equagao de Euler

t*ij+aty+by=0. (3.16)

b) Mostre que t* cos(( Int) e t* sen(S Int) sdo solugoes reais de (3.16).

3) Determine a solucao geral de:

a) t*j+ty+y =0, t>0. b) 242t y+2y =0, ¢> 0.

3.4 A EQUACAO NAO HOMOGENEA

Consideremos a equagao nao homogénea
g+a(t)y+o(t)y=g(), [L.N.H]

em que a(t), b(t) e g(t) sao fungdes continuas em um intervalo I e

g(t) #0.

Nos fenomenos fisicos descritos por equacao da forma acima, o
termo ¢(t) representa, em geral, um “agente externo” atuando sobre



