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Capitulo 1

Introducao

POr que precisamos dos nimeros complexos?

Antes de responder a esta questao vamos dar uma olhada porque ja precisamos estender o
conceito de nimeros para podermos resolver algumas equagoes algébricas simples. Primeira-
mente, assumiremos os naturais, N = {1,2,...}, como o conceito primordial de nimero. Nos
nimeros naturais estao definidas duas operacoes: a adi¢ao (+) e a multiplicacao (- ou X).
Também existe uma ordem natural nestes nimeros (<). Considere o seguinte

Problema 1 FEncontre um niumero natural que somado a 2 resulta em 1.

Se n for este tal nimero natural, devera satisfazer
n+2=1. (1.1)

Como o lado esquerdo da equagao [Tl é sempre maior do que 2 1 < 2 vemos que nao existe
solucao para este problema dentro dos niimeros naturais. Assim, primeira extensao do conceito
de ntimero se faz necessaria. Dai surgem os ntimeros inteiros

Z=1{.,-2,-1,01,2,...}

que ampliam o conceito dos niimeros naturais e preservam as operagoes e a ordem que ja

existiam anteriormente. O elemento 0 é tal que 0 +m = m para todo M € N e, dado n € N,

—n denota o inteiro que satisfaz (—n) +n = 0. Note que problema [Il tem solugao em Z.
Vejamos o seguinte

Problema 2 FEncontre um niumero inteiro cujo dobro seja a unidade.
Se n fosse um inteiro que solucionasse este problema deveriamos ter
2n = 1. (1.2)

Porém, o lado esquerdo de é par, enquanto que o nimero um é impar. Ou seja, nao existe
solucao para o problema [2] dentro dos ntimeros inteiros. A solucao é ampliar mais uma vez



o conceito de numeros estendendo-o para o conjunto dos nimeros racionais. Aqui a extensao
é um pouco mais elaborada: primeiro formamos o conjunto de todos pares ordenados (p, q),
com p,q € Z, q¢ # 0. Depois dizemos que dois pares ordenados (p,q),q # 0 e (m,n),n # 0 sdo
equivalentes se pn = gm. Quando isto acontece, representaremos por %’ ou p/q todos os pares

(m,n),n # 0 tais que pn = gm, e chamaremos p/q de um ntumero racional. Podemos também
definir a soma e a multiplicacao entre dois racionais da seguinte maneira
p  m  pn+qm p m pm
R L e - = m,n # 0.
qa N qan q n an
Os ntimeros racionais também tém uma ordem natural que estende a ordem existente pre-
viamente nos inteiros: dados dois racionais r, s podemos supor que r = p/q, ¢ > 0 e s = m/n,
n > 0, e dizemos que 7, s se pn < gm. As operagoes e a ordem assim definidas para os ntimeros
racionais preservam as anteriores. Note que 2l apresenta solucao em Q.
Considere agora o

Problema 3 FEncontre um quadrado cuja drea seja dois.

Se r for a medida do lado de um tal quadrado, deveriamos ter
r? = 2. (1.3)

Esta equacao, porém, nao tem solugao dentro dos niimeros racionais. Basta ver que se colocar-
mos 7 = p/q, e notarmos que podemos assumir que p e ¢ nao apresentam divisores em comum
(com excegao de 1 ou —1), entao [[L3] é equivalente a

= 2¢% (1.4)
Assim p? é par e, portanto, p é par (por qué?). Logo, podemos escrever p = 2k para algum

inteiro k. Colocando esta informacao na equacao [L.4] obtemos
(2k)? = 2¢° & 4k* = 2¢* & 2k* = ¢*.

Ou seja, ¢* é par e, consequentemente, ¢ também é par. Mas isto é impossivel pois p e ¢ nao
possuem divisores comuns que sejam 1 e —1. Concluindo, o problema [8 nao apresenta solucao
em Q, isto é, nao existe nenhum niimero racional que satisfaca a equaciao r* = 2. Note porém,
que existe uma infinidade de racionais que satisfazem a desigualdade 7? < 2 e que podemos
tomar 2 tao préximo de 2 quanto quisermos. Basta considerar, por exemplo, a sequéncia de
numeros racionais dada por

T = 1

o1 = 5+ =),n > 1.

A préxima extensao a ser considerada, a dos numeros reais, é mais elaborada do que as
anteriores e nao a apresentaremos aqui. Contudo, o conjunto dos ntumeros reais, R, pode
ser entendido como um conjunto ordenado contendo os ntimeros racionais, sobre o qual estao
definidas duas operagoes (adi¢ao e multiplicacdo) que preservam as propriedades anteriores e
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satisfazendo o axioma do supremo: todo subconjunto nao vazio X C R e limitado superiormente
possui supremo, isto é, existe um nimero real ¢ tal que x < ¢ para todo z € X esed € R
satisfizer esta mesma propriedade entao ¢ < d. Note que o conjunto X = {z € R;z > 0, 2% < 2}
é nao vazio, pois 1 € X, e é limitado superiormente por 2, por exemplo. Desta maneira, X possui
supremo em R. Pode-se provar que o supremo de X, digamos ¢, satisfaz ¢ = 2, resolvendo-se,
assim, o problema [l em R.

Considere o

Problema 4 FEncontre um nimero cujo quadrado seja igual a —1.

2:

Se x € R é solucao deste problema entao teriamos x —1. Isto é impossivel, visto que como

x # 0 entao teriamos x > 0 ou —z > 0 e assim,

??=2-2=(-2) (-x) >0,
uma contradicao.

Antes de continuarmos, talvez seja natural tentar explicar porque se deveria resolver um
problema comoldl Uma motivagao para isto pode ser dada pela equacao diferencial que descreve
o movimento do péndulo:

y' +y=0. (1.5)

Note que as funcoes e e e™*, x € R satisfazem y” — y = 0 e, portanto, é natural procuramos
solucao de L5 da forma y(z) = e**. Somos levados a

xT

(A2 + 1)t =0, r € R,

ou seja, o quadrado de \ deve ser igual a —1.






Capitulo 2

Os numeros complexos

COnsidere em C =R x R, o plano cartesiano, duas operacoes dadas por:
L (z1,y1) + (22, 92) = (21 + T2, 41 + y2)

2. (z1,y1) - (T2, ¥2) = (2122 — Y1Y2, T1Y2 + T2U1).

Também podemos definir a multiplicagdo de um par (z, y) por um nimero real A da seguinte
forma:
Az, y) = (Az, \y) (multiplicagao por escalar).

A primeira das operagoes acima nada mais é do que a soma de coordenadas vetoriais que ja
¢é familiar de Algebra Linear ou Célculo II e como visto, satisfaz as propriedades associativa e
comutativa apresenta um elemento neutro e para todo par ordenado existe um reciproco que
somada a ele resulta no elemento neutro. Note que C com a adi¢ao e a multiplicacao por escalar
real é um espago vetorial sobre R de dimensao dois.

Com relacao a operacao 2, temos a seguinte

Proposicao 1 A operacao definida em C =R x R por
(z1,91) - (22, 92) = (v172 — Y1Y2, T1Y2 + T201)

¢ associativa e comutativa e satisfaz (1,0) - (z,y) = (z,y), para todo (z,y) € R?.
Além do mais, se (x,y) # (0,0) entdo existe (u,v) € C tal que (x,y) - (u,v) = (1,0).

Prova:
1. Associatividade: Por um lado, temos
(z1,91) - (w2,12)) - (23, y3) = (2122 — Y1Y2, T1Y2 + Toy1) - (73, Y3)

(X103 — T3Y1Y2 — T1Y2Ys — T2Y1Y3, T1T2Ys — Y1Ya2Y3 + T1T3Y2 + TaZ3Y1).

Por outro lado,
(931,?/1) : ((5172, yz) : (933>y3)) = (5171, yl) : (932$3 — Ya2Ys3, TaY3 + 933?/2)
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(931552553 — T3Y1Y2 — T1Y2Y3 — T2Y1Y3, T1T2Y3 — Y1Y2ly3 + T1X3Y2 + 932£E3y1)-

Comparando as expressoes acima obtemos o que queriamos mostrar.
2. Comutatividade: Por um lado, temos

(x1,y1) - (w2, y2) = (X122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1).

Por outro lado,
(w2, 92) - (x1,y1) = (221 — Yoy, Toy1 + T1Y2).

Comparando as expressoes acima obtemos o que queriamos mostrar.

3. Elemento Neutro: Temos
(1,0) - (z,y) = (1z — 0y, ly + 0x) = (2, y).

4. Inverso Multiplicativo: Se (z,y) # (0,0) entdo podemos definir

(u, ) & /
u,v) = .=
1’2—|—y2 $2+y2

e obtemos

<x,y>-<u,v>:<x,y>.( Ty )

x2+y2’ x2+y2

2 2 .
:< v y o, ):(1,0).

22 £ o2 _x2+y2’:c2+y2 22 £ o2

Exercicio 1 Mostre que se (x,y) # (0,0) entao o inverso multiplicativo de (x,y) € unico.

Sen € Ne z € C definimos 2" = 2" -2, n > 2,2 = 2. O inverso multiplicativo de um
ntimero complexo z nao nulo serd denotado por z=! e se m ¢ um inteiro negativo, definimos
2™ = (2717, Se 21,2 € C, e 23 # 0, definimos

21 1
22

As operacoes de multiplicacao e adicao se relacionam através da distributividade como pode
ser visto na seguinte

Proposicao 2 Para quaisquer pares (x1,41), (T2,92), (x3,y3) € C tem-se
((z1,91) + (22,92)) - (23,93) = (71, 91) - (73, 3) + (T2, y2) - (T3, Y3)-
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Prova: Por um lado, temos

((z1, 1) + (22,92)) - (w3,3) = (1 + 22, 91 + 1) - (v3,93)
= (1123 + T2T3 — Y1Y3 — YaV3, T1Y3 + T2ys + T3y1 + T3Ya).

Por outro,

(x17y1> : (,’L’3, y3) + (,’L’2, y2) ' (x37y3)
= (1173 — Y1Y3, T1Y3 + T3y1) + (T2T3 — Y2Y3, TaY3 + T3Ya2)
= (1123 + T2T3 — Y1Y3 — YaV3, T1Y3 + Tays + T3y1 + T3Ya).

Comparando as expressoes acima obtemos o que querfamos mostrar.
|

Definicao 1 O conjunto C munido das operacgoes de adi¢ao e multiplicacao definidas acima €
chamado de corpo dos numeros complexos.

Vale a pena observar que as seguintes propriedades
2. (#,0)- (y,0) = (zy,0), Vaz,yeR

dizem que o subconjunto dos nimeros complexos dado por R = {(x,0);z € R} é preservado
pela adicao e multiplicagao. Desta forma, é natural identificarmos R com o conjunto dos
numeros reais. Em outras palavras: podemos assumir que o conjunto dos nimeros reais ¢ um
subconjunto dos ntimeros complexos.

Como ja observamos, C é um espaco vetorial sobre R com respeito a adicao e a multiplicacao
por escalares reais. Além do mais, por seus elementos serem pares ordenados, C é um espaco
vetorial bidimensional sobre R. Desta forma, como (1,0) e (0,1) formam uma base, todo par
z = (x,y) € C se escreve de maneira tinica como

z=x(1,0) +y(0,1).

Ja vimos que (1, 0) é o elemento neutro da multiplicacao e como (1,0) € R, vamos denoté-lo
também por 1.
Vejamos o comportamento de (0,1). Temos

(0,1)-(0,1) = (0—1,0 — 0) = (—1,0) = —(1,0),

o (0,1)* = —(1,0). (2.1)

Assim, o ntimero complexo (0,1) possui quadrado reciproco aditivo do elemento neutro da
adigao. Usaremos a notagao i = (0, 1), obtendo

i?=—1.
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Com isto, todo elemento z = (z,y) € C pode ser escrito de modo tnico como z = z1 + yi, ou
ainda z = z 4 yi. Também escreveremos z = x + iy.

Dado z = x + 1y, x,y € R, o nimero x é chamado de parte real do nimero complexo z
e é denotado por Rz. O nimero y é chamado de parte imaginaria do niimero complexo z e é
denotado por $z. Temos z = 0 se e somente se Rz = Fz = 0.

Com esta nova notacao, as operacoes em C podem ser escritas da seguinte forma

1. (1’1 + z'yl) + (1’2 + iyg) = (1'1 + 1’2) + i(yl + yz)
2. (@1 +iy) (2o +iy2) = (122 — Y1y2) + i(21y2 + 221).
Além do mais, o inverso multiplicativo de z = x + 7y # 0, é dado por

1 _ 7T i Y
$2+y2 $2+y2'

Exemplo 1 Encontre as partes real e imagindria de z = (1 + ).
Temos z = (14+d)(1 +i) =144 +i+i* = 2i. Logo Rz =0 e Jz = 2. O

Exemplo 2 Encontre as partes real e imagindria de z = (14 14)/(1 —i).

Temos z = (L +4)(1 —4)~" = (1 + i) (g — ipgome) = 5(1+10)? = 32i =i. Logo Rz =0 e
Sz = 1. O
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Capitulo 3

Representacao vetorial de um nimero
complexo

J A vimos que um nimero complexo z = x + iy, z,y € R é uma representacao de um par
ordenado (z,y). Assim, podemos representa-lo num plano cartesiano xOy, identificando o eixo
x com os numeros reais (os multiplos de 1 = (1,0)). O eixo y representa os miltiplos de
i =(0,1) e serd denominado de eixo imaginario.

Com esta visao geométrica dos niimeros complexos, definimos o médulo de z = z+iy, z,y €
R, como |z| = y/2? 4+ y2. A partir dai, definimos a distancia entre dois niimeros complexos z;
e 2 como |z — 2|. E imediato que valem as desigualdades Rz < [Rz| < |z] e Sz < |S2| < |2].

O conjugado de z = = + iy, z,y € R, é definido como Z = = — iy. Geometricamente, z é a
reflexao do vetor que representa z com relacao ao eixo real.

Note que valem as seguintes propriedades elementares
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Proposicao 3 Para todo z, 2,25 € C temos

1. |z| = I7|

2. 2+Z=2Rz

3. z—7Z =23z

4. 72=2

b z2=Z<4+=z2€R
0. 21+2n=721+%
7. Az = MZ se A\ € R.

Exercicio 2 Prove as propriedades acima.

A

Também temos
Proposicao 4 Para todo z, 2,25 € C temos
1 |z)*=2z

2. 2717 =71 22




5. [z122] = |21 |22

21
22

=Bl se 2 #£0

|z2|?

4.

5. |21+ 2| <zl + |2
6. ||z1] = [z2|| < 21 — 22l

Prova: Colocando x = Rz, y = Sz, 21 = Rz, y1 = Szq, 10 = R2o € yo = Iz, temos
1. 2z = (v +iy)(x —iy) = 2* +y* +i(vy —2y) = 2% + 9% = |2|%.

2. Por um lado,

7123 = 122 — Y1y + 1(T1Y2 + Toy1) = 2122 — 1Yo — H(T1Y2 + Toy1)

e pelo outro,

122 = (11 —iy1) (w2 —iy2) = @102 — 1Yo +i(—21Y2 — Toy1) = 2122 — Y12 — i(T1Y2 + T2y1)

3. Como
2 — — — 20, |2
|z122|" = 21207122 = 212071 72 = 21Z120%2 = | 21|22
extraindo a raiz quadrada (as expressoes envolvem nimeros reais) obtemos o resultado.

21

212_2 1 o 1 o 1 ‘Zl|
== —|2122\ = —\Zl||22| = —|Zl||22\ =17
\Z2|

B |Z2\2 |Z2|2 \Z2\2

) 2 Z9

|21 4 22> = (21 + 22) (21 + 22) = (21 + 22) (71 + 22)
—aft+ant+an+an=al+|n+an+an
= |21’ + |22’ + 2R(2122) < |21]? + |22)* + 2|21 7]

= 21 + |22 + 2|21 |272] = |21 + |22 + 2|z 22| = (|21] + |22])%,

extraindo a raiz quadrada obtemos o resultado.

6.
|21] = |21 — 22 + 22| < |21 — 22| + | 22|
e
|20] = |20 — 21 + 21| < |20 — 21| + |21] = |21 — 22| + |21
Dai
(|21 = [22]) < |21 — 2],
ou seja,

21| = [22]] < |21 — 22].
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Exemplo 3 Determine todos os valores a € R para que

a+1
14 ai
seja real.
Temos
a+1 a+i l—ai a—d*+i+a 2a +_1—a2
= . = = VA .
l4+ar 14ai 1—ai 1+a? 1+ a? 1+ a?
Assim,
%<a+z.) =0<=dad=1l<=a=1loua=-1.
14+ ai
O
Exemplo 4 Dados 0 € R e z = cosf + isen, encontre |z|.
Temos
|2|* = 2Z = (cos § +isen §)(cos ) — isen ) = cos® 6 +sen? ) = 1.
Logo, |cosf +isenf| = 1. O
Exemplo 5 Resolva a equacao iz +2Z+1—1=0.
Colocando =z = Rz e y = Sz, vemos que z satisfaz a equagao acima se e somente se
ilx+iy)+2r—iy)=—14+i<=22r—y+i(r —2y)=—1+1
20 —y = —1
= Y = r=y=-1.
r—2y=1
O

Exemplo 6 Determine todos os nimeros complexos cujo quadrado seja igual ao conjugado.

Um ntimero complexo z = x + iy, x,y € R é solucao deste problema se e somente se

2

P == (vtiy)il=a—iy<= 2’y  +2ayi=1—iy

Pyt =g
<~
2ty =—y<y=0ouzx=—1/2

Se y = 0 a primeira equacao acima é equivalente a 22 = x cujas solucoes sao z = 0 ou x = 1.
Se x = —1/2 a primeira equagdao acima é equivalente a y? = 3/4 cujas solugoes sao y =
—V/3/2 ou y = V/3/2.

Assim, o conjunto das solugoes do problema é dado por

1+i3 103

1
{0.1, 2 2

).
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Capitulo 4

Forma polar de um nimero complexo

DAdo um nimero complexo z # 0, podemos representa-lo em coordenadas polares como
z=rcosf +irsenf = r(cosf +isend), (4.1)

onde r = |z| e 8 é 0 angulo que o vetor representado por z faz com o eixo real medido no sentido
anti-horario em radianos. Devido a periodicidade das fungoes seno e cosseno, é evidente que a
equacao [4.1] continua valida se substituirmos 6 por 6 + 2kw, k € Z. Um angulo 6 que satisfaz
[4.1] é chamado de argumento do nimero complexo z e é denotado por arg z. Enfatizamos que
existem infinitos argumentos para um mesmo nimero complexo. Porém, dado um intervalo de
nimeros reais da forma I = [0, 8, + 27), existe apenas um argumento em [ para cada z # 0.

y“

1 X

Colocando z = x + iy # 0,2,y € R, vemos que r = /22 + y2. Vejamos como se comporta
o arg z € [0,27). Se z for um nimero real entdo argz =0 se Rz > 0 e argz = m se fz < 0. Se
z é um numero imaginario puro entao argz = 3 se 3z > 0 e argz = 37” se §z < 0. Finalmente,
se Rz # 0 e Iz # 0 entdo 0 = arg z fica determinado pela equacao

Sz
tanf = —

Rz

e pelo quadrante onde se encontra o vetor que representa z.

Observacao 1 Dois numeros complexos coincidem se e somente se tém o mesmo modulo e
seus argumentos diferem por um maultiplo inteiro de 2m.

A representacao [4.1] continua vélida quando z = 0, tomando r = 0 e # € R arbitrario.
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Exemplo 7 Encontre uma representacao polar para z =14 1.

Temos r = |z| = V2. Como z se encontra no primeiro quadrante temos que a solugao para
tanf = % =1¢é 0= 7. Assim, uma forma polar de z é

1+i:\/§(cos%—|—isen%).

Exemplo 8 Dado 0 € R, determine uma forma polar dos sequintes nimeros complexos
a) z=cosf —isent b) v =senf —icosb.

E imediato que ambos nimeros acima tém médulo 1.
Note que
z =cosf —isenf = cos(—0) + isen(—6)

que é uma forma polar para z.
Observe que

3 3
u = —i(cosf +isend) = <cos§ —I—z'seng) (cosf + isend)

3T 3T , 3T 3T
= cos — cosf) —sen — sen + i | cos — sen f + sen — cos 6
2 2 2 2
3 3
= CoS 9+—7T + isen «9+—7T ,
2 2
que é uma forma polar. O
Exercicio 3 Dado 0 < 6 < 7w, determine uma forma polar dos sequintes nimero complexo
z =14 cosf +isend.
Proposicao 5 Seja z # 0. Se 6 é um argumento de z entao —0 é um argumento de Z.

Prova: Escrevendo z = r(cosf + isenf), tomando o conjugado, obtemos

Z =r(cosf —isenf) = r(cos(—0) + isen(—0)).

Proposicao 6 Ser; e 0; representam o mddulo e um argumento, respectivamente, de z; € C,
para 7 = 1,2, entao riry e 01 + 0y representam o modulo e um argumento de z1 2.

18



Prova: Basta notar que

2129 = [r1(cos 0y + isenby)]|[ro(cos by + isen bsy)]
= ry19(cos 01 cos 0y — sen 6y sen Oy + i(cos 0y sen Oy + cos by sen 6,))
= rry(cos(0y + 63) + isen(6; + 605)).

Corolario 1 Se r; e 0; representam o mddulo e um argumento, respectivamente, de z; € C,
para j = 1,2, z0 # 0, entao r1/ry e 01 — 0y representam o mddulo e um argumento de z1/z.

Prova: Temos

% 1
A _ A2 —117r2(cos(0) — 02) + isen(6 — 0))
29 |22 T3

= T—l(cos(ﬁl —0y) +isen(6, — 6))

T

Observacao 2 Seja z, = cosf, +isenb,, 0, > 0. Dado z € C, temos que z,z € a rotagao do
vetor que representa z pelo angulo 0, no sentido anti-hordrio. Se 6, < 0 a rotag¢do € no sentido
oposto.

A observacao acima segue imediatamente da proposicao [6l e do corolario [ notando-se que
|2o] = 1.
A proposicao [ se estende, por inducao finita, da seguinte maneira:

Proposicao 7 Ser; e 0; representam o mddulo e um argumento, respectivamente, de z; € C,

para j = 1,...,n entdo ri---r, e 0y + --- + 6, representam o mddulo e um argumento de
21 Zp-
Tomando z = z; = - - - = 2, obtemos o seguinte

Corolario 2 Ser e 6 representam o modulo e um argumento, respectivamente, de z € C, entdo
para todo n € N temos
2" = r"(cos(nb) + isen(nh)).

Além do mais, se z # 0, a formula acima é valida para todo n € Z.
Corolario 3 (De Moivre) Para todo 8 € R e todo n € Z temos
(cos +isen )" = cos(nf) + i sen(nb).

Prova: Basta notar que | cosf + isenf| = 1.
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Exemplo 9 Mostre que
{i"ineZ}={-1,1,—i,i}.

Como i = cos § + isen 3, obtemos 1" = cos %" + isen 5-. Agora, se n € Z, podemos escrever
n =4k +r onde r € {0,1,2,3} e entao

1, ser=20
” Ak +r)r . (dk+nr)m reo T i, ser=1
i" = cos ————— +isen ———— = oS — +isen — =
2 2 2 2 -1, ser=2

—i, ser=3.
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Capitulo 5

Raizes de nimeros complexos

NAS secoes anteriores vimos como operar com numeros complexos. Nesta secao vamos nos
ater a encontrar solugoes para equacgoes do tipo

2" = z,, (5.1)

em que n € Ne z, € C sao dados. A melhor maneira para tratar este problema é usando a
forma polar de representacao.

Primeiramente, é claro que se z, = 0 entao a equacao [5.Jlapresenta somente a solucao z = 0.
Escrevendo z = r(cosf +isend) e z, = r,(cosf, + isend,) vemos que 5.1l é equivalente a

r"(cos(nd) + isen(nh)) = r,(cos b, + isend,), (5.2)

que por sua vez é equivalente a

™ =r, r= Y,
{ = { To oo (5.3)

nf = 0, + 2kw, para algum k € 7Z 0= %" + =7, para algum k € Z.
E bom salientar que {/r, representa a raiz n-ésima (positiva) do nimero real e positivo r,.

Quanto a equagao
0 2k
h=224 "
n n
vemos que para cada k € Z temos um valor distinto de 6 e para designar esta dependéncia
escreveremos 0 ao invés de 6, isto é
0 2km
Qk =2 + —.
n n

Também escreveremos
2k = {/ro(cos by + isen by).

E facil ver que para todo k, ¢ € Z temos

coS(Opien) + isen(Opip,) = cos O, + isen by,
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ou seja, Zpim = 2. Isto significa que podemos nos restringir as solugoes dadas por
20y -5 Rn—1- (54)

Note que os numeros em [5.4] sdo dois a dois distintos, pois embora tenham o mesmo mdédulo,
seus argumentos nao diferem por nenhum multiplo inteiro de 27 (veja a observagao [II).

Em resumo, se z, = r,(cos, + isenf,) # 0, a equagao 5.1l apresenta n solugoes (raizes)
distintas dadas por

0, + 2k 0, + 2k
zkzc/ri(cos(%)ﬂsen(ﬂ)), k=0,...n—1

n

o (8) on ()

2k 2k
Ck:cos<—7r)+z'sen<—7r>, k=0,...,n—1,
n n

obtemos (" = z,, (; = 1 e as solucoes de 5.1l sao dadas por z; = ((x, kK = 0,...,n — 1. Ou
seja conhecendo-se uma raiz de z, as outras raizes sao obtidas multiplicando-a pelas raizes da
unidade.

Observe ainda que pela férmula de De Moivre (veja ) temos ¢, = (¥ parak =0,...,n— 1.
De onde, ¢, = (1(x—1, k= 1,...,n — 1, que geometricamente nos diz que (; ¢ obtido rodando
(rx—1 de um angulo 27” no sentido anti-horario. Desta maneira, as raizes n-ésimas da unidade sao
precisamente os vértices do poligono regular inscrito na circunferéncia {z € C;|z| = 1} tendo
como um do vértices o nimero um.

Note que se colocarmos

Y

As rafzes de 2% = 1.
Exemplo 10 Encontre todas as raizes de z* = 1.
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Como vimos, as raizes sao dadas por

C— %_W _|_' 2]{;_71- — k_ﬂ- +' k_ﬂ- k
k — COS 1 7 sen 1 = COS 5 7 sen 5 s

ou seja,

Go =1, ¢ =1, G =—1 e

Exemplo 11 Encontre as raizes de 23 =1 — i.

Como . -
1—i:\/§ cos—ﬂ—l—isen—ﬂ
4 4
obtemos . .
— /9 oy al
20 V2 | cos B + 7 sen B
15 15
= /2 <cosl—27r —i—isenl—;
e

)

)

23 23
2y = V2 <Cos—7r —I—z'sen—W) .

12 12
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Capitulo 6

Alguns subconjuntos do plano
complexo

Vlmos que a distancia entre dois pontos z; = x1 + iy, 20 = T + 1Y, T1, T2, Y1, Y2 € R é dada
por

|21 — 20| = (21 — 32) +i(y1 — y2)| = V(21 — 22)2 + (11 — 12)2,

que nada mais é do que a distancia usual entre dois pontos do plano euclidiano. Desta forma,
definiremos conjuntos abertos, fechados, etc., como feito em Calculo II. Vamos as defini¢oes

Definicao 2 1. Se z, € C er >0, o conjunto
D(z,,7)={2€C;|z— 2| <r}
¢ chamado de disco aberto centrado em z, e de raio r > 0.
2. Sez, € Cer >0, o0 conjunto
Dz ={2 € C; |z — 2| <1}
¢ chamado de disco fechado centrado em z, e de raio r > 0.

3. Um ponto z, € X C C é chamado ponto interior de X se existir r > 0 tal que D(z,,1) C
X.

4. Dizemos que X C C € aberto se todo x € X € ponto interior de X.
5. Dizemos que X C C ¢é fechado se o seu complementar for aberto.

6. A fronteira de X C C, denotada por 0X, € formada por todo ponto z € C tal que z
nao € ponto interior de X e z também nao € ponto interior do complementar de X.
Equivalentemente, z € 0X se e somente se para todo r > 0, existem z; € X e z3 no
complementar de X tal que z1,2z5 € D(z,7).
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Exemplo 12 O disco aberto é um exemplo de conjunto aberto, bem como uma reuniao qualquer
de discos abertos.

Exemplo 13 O disco fechado é um exemplo de conjunto fechado, bem como uma intersec¢ao
qualquer de discos fechados.

Podemos também trazer para o plano complexo as curvas que foram estudadas em Geometria
Analitica como as retas, os circulos, as elipses, etc. Na geometria analitica, estas curvas sao
expressas em termos das coordenadas dos pontos que estao sobre elas. No plano complexo,
entretanto, é mais conveniente expressa-las em termos do ponto z e de seu conjugado z, ou
ainda com relagao ao moédulo ou a distancia. O que permite esta passagem sao as relagoes
existentes entre as partes real e imaginaria de um nimero complexo com relacao a este niimero
e o seu conjugado.

Exemplo 14 Considere a equacao geral da reta no plano cartesiano dada por ax +by+c =0,
a® +b% > 0. Enfatizamos que as constantes a,b e ¢ sio nimeros reais e que wm ponto que estd
sobre esta reta tem coordenadas reais. Mostre que a esta equacdo pode ser escrita na forma

az+az+ =0
onde z=x+1iy, t,y € ReaecC, §€R.

Lembre que 2z = z +Z e 21y = z — Z. Com isto, vemos que um ponto z = x + iy esta sobre
a reta dada se e somente se

z+§+bz—2+ O@a—bi +a+bi_+ 0
_— Z Z g
9 2 2 2 e

que esta na forma desejada. O

Exemplo 15 Mostre que o circulo C(z,,7) = {z € C; |z — 2,| = r} pode ser escrito como
ZHaz+az+ =0

onde a € C e g €R.

Temos

|z—zo|:r<:>\z—zo|2:7’2<:>(z—zo)(z—zo):r2<:>(z—zo)(2—z_o):r2

& 27— Zoz — 2,2+ |2|* — 12 =0,

que esta na forma desejada. O
Exercicio 4 Descreva geometricamente o conjunto R = {z € C; Rz > (2 + 1)}.

Colocando z = z+ 1y, z,y € R, temos que x = Rz e y = (2 + 1) e, assim, z € R se e somente
se x > y. Desta forma, R representa o semiplano fechado determinado pela reta z = y que
contém o ponto (1,0).
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T >y

Exercicio 5 Descreva geometricamente o conjunto R = {z € C;Rz? = 1},

Colocando z = o + iy, z,y € R, temos que R2% = 2% — y? e, portanto,
R2Z=1e2>—y* =1,

que representa uma hipérbole.

yﬂ

HV

22 —yt=1

| =2},

Exercicio 6 Descreva geometricamente o conjunto R = {z € C; v

Colocando z =z + iy, x,y € R, temos que z € R se e somente se

\z—i\zQ\z+i|<:>\/m2+(y—1)2:2\/m2+(y+1)2<:>x2+(y—1)2:4m2+4(y+1)2

10 5\° 25
<:>3x2+3y2+10y+3:0(:>z2+y2+§y+1:0<:>x2+<y+§) +1-75=0

&2+ +§ Z—E
y 3 _97

isto 6, R = C(—i2, 3), o circulo centrado em —i2 com raio 3.
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Capitulo 7

Algumas funcoes elementares

SEja D um subconjunto de C. Uma funcao f a valores complexos sobre D é uma relacao
que a cada z € D associa um unico elemento de C, denotado por f(z). Usaremos a notagao
F: D — C, para representar uma funcao definida em D que toma valores em C. As fungoes

z— Rf(z) e 2= Sf(2)

sao chamadas de partes real e imaginaria de f, respectivamente. Usando a identificagao z =
x+1iy = (z,y), x,y € R, podemos definir as fungoes u,v : D — R por

u(z,y) = Rf(x + iy) e v(z,y) =SS f(z+1iy).

Note que u e v sao funcoes de duas variaveis a valores reais.
Vejamos alguns exemplos de funcoes.

Exemplo 16 Fizados ag,...,a, € C, definimos

f(z)=ao+arz+ -+ ay2", z € C,
que € chamada de func¢ao polinomial. Os niumeros ag,...,a, sao chamados de coeficientes de
f.
Exercicio 7 Mostre que se f é uma fungao polinomial com coeficientes reais entao f(z) = f(Z).
Em particular, f(z,) =0 se e somente se f(Z,) = 0.

Exemplo 17 Seja f(z) = 2% — 3iz — 2. Note que f(i) = —14+3—2=0 mas f(i) = f(—i) =
1-3-2="6+£0.

Exemplo 18 Se p e q sao funcgoes polinomiais, definimos a fun¢ao racional h(z) = p(z)/q(z)
para todo z € C tal que q(z) # 0. Mais adiante veremos que para cada fun¢do polinomial,

digamos q, existe somente um nimero finito de nimeros complezxos satisfazendo q(z) = 0.

Exercicio 8 Seja f(z) = 1/z definida para z # 0. Encontre as partes real e imagindria de f.
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Colocando z = x + iy, x,y € R, temos

= —1 .
‘Z|2 1’2 + y2 1’2 + y2

E

1
z

Assim, as partes real e imaginaria sao dadas, respectivamente, por

u(z,y) = ﬁy? e v(r,y) = —ﬁyg, (z,y) # (0,0).
U
Exercicio 9 Seja _
Nk
h(z):(l_'_Z)Z——l—:[, Z#—l

Mostre que imagem imagem do conjunto S = {cos@ + isenf, —m < 0 < 7} € o eizo real.

Note que S é o circulo centrado na origem de raio um do qual foi excluido o nimero —1. Para
—7 < 0 < 7 temos

. cosf +i(senf — 1
h(cos® +isenf) = (1 +1) 1—|—cosé’—|—z’sen9)

_(1+,)cose+i(sen9—1) 1+ cosf —isend
B Y1+ cosO +isenf 1+ cosl—isend
14 cosf —senf +i(—1+senf — cosb)

=(1
(1+1) 2(1 4 cosb)
1+ cosf — sen 6 1+ cosf — sen
2(1 + cosb) (1401 -1 1+ cosf
Além do mais, usando L’Hospital para funcao de varidvel real, temos
1 0 — 0 —sen® — cosf
im + o MY im 22 %Y — tim (1 + cotgl) = +oo
O—m+ 1+ cos6 O—m+ —senf O—7+
e
. 1 —cosf —send . —senf —cosf )
S 1+cosf  oom  —senf S (14 cotg6) = —o0

e como p(0) = h(cos@ + isen @), é uma funcao continua de —m < 6 < 7, vemos que a imagem
de S pela fungao h é todo o eixo real. O

Definicao 3 Definimos a funcdao exponencial por
exp z = e“(cosy + iseny), onde v = Rz, y = Jz.
Proposicao 8 Mostre que

1. exp(z1 + 29) = exp z1 €xp 22 para todo zy, zy € C;
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2. |exp z| = ¥ para todo z € C; em particular exp z # 0;
3. (exp 2z)"™ = exp(nz) para z € C e n inteiro;

4. €XpZ = eXp Z;

5. Se z € real entao

exp 2 = ¢, oS 2 — eXp(ZZ) "‘2eXP(_Zz) . Sonl z — eXp(ZZ) —2.exp(—zz).
1

Prova:

1. Escrevendo z; = z; +iy;, xj,y; € R, j = 1,2, e utilizando a férmula para o produto (veja
[), obtemos

T1+T2 (COS(yl + y2) +1 sen(yl + y2))

exp(z1 + z2) = exp(ry + 22 +i(y1 + 1)) =€
= [ (cosy; + isenyy)][e™*(cos ya + isenys)] = exp 2y exp 29;
2. basta notar que |cosy +iseny| =1 e e > 0;

3. como exp z # 0, para todo n € Z, temos

(expz)" = (e"(cosy + iseny))" = e"*(cos(ny) + i sen(ny))
= exp(nz + iny) = exp(nz);

4. escrevendo z = x + 1y, x,y € R, temos

expz = e*(cosy + iseny)
= e (cosy —iseny) = e*(cos(—y) + isen(—y)) = exp(z — iy) = exp Z.

5. Se z é real entao Sz = 0, z = Rz e pela definicao de exponencial, temos

exp 2 = 7% (cos(J2) 4 isen(Jz)) = e*(cos 0 4 isen 0) = €.
Como z é real também temos R(iz) = R(—iz) =0 e J(iz) = 2 = —F(—iz). Assim
exp(iz) = cos z + isen z cos z = w
. . . A exp(iz)—exp(—iz)
exp(—iz) = cos(—z) +isen(—z) = cosz —isenz sen z = TR

Observacao 3 Em virtude da proposi¢ao anterior (vejall), utilizaremos também a expressao
e* para denotar exp z mesmo quando z € C.

31



Observacao 4 Note que z € C tem mddulo igual a um se somente se z = € para algum
0 € R.

Como as expressoes eXp(’z)Jr;Xp(_’z) e eXp(’Z);eiXp(_w) estao definidas para todo ntimero complexo

z e tendo em vista a proposicao [§ item [ definimos as fungoes seno e cosseno por
Definicao 4

cos s exp(iz) +2exp(—zz) . o s — exp(iz) —;axp(—zz)’
i

z e C.

Proposicao 9 Para todo z, z1, z9 € C, temos
1. cosz = cosxcoshy —isenxsenhy, onde x = Rz e y = Jz;
2. senz =senxcoshy + icosxrsenhy, onde x =Rz ey = Jz;
3. |cosz|> = cos’x +senh’y, onde v = Rz ey = Jz;
4. |sen z|? = sen®z + senh?y, onde x = Rz e y = Jz;
5. cosz =0 se e somente se z = 5 + km, k € Z;
6. senz =0 se e somente se z = kr, k € Z,;
7. cos? z +sen? z = 1;
8. COs Z = cos Z;
9. senz = senz;

10. cos(—z) = cos z;
11. sen(—z) = —sen z;
12. cos(z1 + z2) = COS 21 COS 23 — SeN 21 Sen 2o;
13. sen(z; + z) = sen z; cos z3 + sen 23 COS z1;
14. cos(z1 — z3) = €OS 21 COS 29 + Sen z1 sen 2s;
15. sen(z; — 2z9) = sen 21 COS 2o — S€N 23 COS 21
16. cos(z + 2m) = cos z;

(

17. sen(z + 2m) = sen z.
Prova: Colocando =z = Rz e y = &z, temos
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exp(iz) +exp(—iz)  exp(—y +iz) + exp(y — ix)
2 B 2
e Y(cosx +isenx) + e¥(cosz —isenx)
2
eV 4 ¥ oY — Y
= 5 COST — i—————senz

= cosh y cos x — i senh y sen x;

COS Z2 =

exp(iz) —exp(—iz)  exp(—y +iz) —exp(y — ix)
2 B 2
e Y(cosz +isenx) — e¥(cosw —isenw)
21
eV —e¥ el +e?

= ———cosr+i———senx
21 21

= coshysenx + i senh y cos z;

sen z =

. de [ obtemos

| cos z|* = cosh? y cos® x + senh? y sen? x
= cosh? y cos® z + senh? y(1 — cos® )
— (cosh? yy — senh? /) cos® & 4 senh? y

= cos? x + senh? y;

. de 2, obtemos

| sen z|? = cosh® ysen® x + senh® y cos® &
= cosh? ysen? 4 senh? y(1 — sen? z)
= (cosh? y — senh? /) sen® z + senh?y

= sen® z + senh? y;

. note que cosz = 0 se e somente se |cosz| = 0. Segue de B que, colocando x = Rz e
y = Sz, entao cos z = 0 se e somente se cosz = 0 e senhy = 0, ou seja, se e somente se
r=5+km, k€Zey=0;

. note que senz = 0 se e somente se |senz| = 0. Segue de @l que, colocando x = Rz e
y = 'z, entao cos z = 0 se e somente se senx = 0 e senhy = 0, ou seja, se e somente se

r=kn,keZey=0;
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10.

11.

12. temos

13. temos

cos® z +sen’ z = (exp(iz) + exp(—iz))* ~ (exp(iz) — exp(—iz))*

4 4

_exp(2iz) + exp(—2iz) + 2 — exp(2iz) —exp(—2iz) +2 |
— . —
— exp(iz) + exp(—iz) _ exp(—1z) + exp(iz) — o8
2 2
S <exp(zz) —;axp(—zz)) _ _exp(—zz)z— exp(iz) _ sen’;
i i

exp(—iz) + exp(iz)
2

cos(—z) = = COS 2;

sen(—z) = exp(—zz)z— exp(iz) = —sen z;
i

COS 21 COS 29 — Sen 21 Sen 2o

_ i [(exp(iz1) + exp(—iz1))(exp(iza) + exp(—izs))
+ (exp(iz1) — exp(—iz1))(exp(iz2) — exp(—iz))]
_ % lexp(i(z1 + 22)) + exp(—i(z1 — 22)) + expli(z1 — 7)) + exp(—i(z1 + 22)
+ expli(z1 + 22)) — exp(—i(z1 — 7)) — expli(z1 — 22)) + exp(—i(z1 + 22))]

= 5 foxpli(er + 22) + exp(—i(z1 + 22)] = cos(zn + 2);

sen zj CoS 2o + Sen 29 COoS 271
_ 4% ((expliz1) — exp(—iz1))(exp(iza) + exp(—iz))
4 (exp(izs) — exp(—izs))(exp(iz1) + exp(—iz1))
% lexp(i(21 + 22)) — exp(—i(z1 — 22)) + expli(z1 — 22)) — exp(—i(z1 + 22)
4+ expli(z1 + 22)) — exp(i(z — 22)) + exp(—i(z1 — 22)) — exp(—i(z1 + 22))]

=5 lexp(i(z1 + 22)) — exp(—i(z1 + 22))] = sen(z; + 22);
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14. substitua z, por —z, em [I2 e use 10 e [k
15. substitua 2z, por —z, em [I3] e use 10 e [k

16. por 12
cos(z + 2m) = cos z cos 27 — sen z sen 27w = COS 2;

17. por I3
sen(z + 2m) = sen z cos 27 + sen 27 cos 2z = sen 2.

Observacao 5 Note que por[d e [0l os zeros das fungoes compleras cosseno e seno sao 0s
mesmos que 0s zeros das fungoes reais cosseno e seno, respectivamente. Desta forma, podemos
definir as funcoes complexas tg, cotg, sec e cosec de modo andlogo ao caso real.

Definicao 5 Dizemos que uma funcao f definida num subconjunto D de C é limitada se existir
K >0 tal que |f(z)| < K para todo z € D.

Exemplo 19 As funcdes seno e cosseno nao sao limitadas em C.

Usando [3] e 4] da proposi¢ao @ com z =ni, n =1,2,..., vemos que
et —e™"
|cosz| = |senz| =senhn = —— — +© quando n — 400.

O

Exemplo 20 Sejam A >0 e D = {z € C;|3z| < A}. As fungdes seno e cosseno sao limitadas
em D.

Sez==x+iy € D, x,y € R, entdo, como |y| < A, temos

(ev = e)?

| cos z|? = cos® x +senh?y < 1+ <14 e*

Tomando K = v/1 + €24, vemos que | cos z| < K para todo z € D. De modo andlogo, | sen z| <
K para todo z € D. (]
Definicao 6 As funcgoes complexas seno e cosseno hiperbdlicos sao definidas por:
exp z — exp(—=z exp z + exp(—=z
senh z = P 5 p(=2) e cosh z = P 5 p( )

Deixamos como exercicio a verificacao da seguinte

Proposicao 10 Temos

~

cosh? z — senh? z = 1, para todo z € C;
. |cosh z|> = senh? z + cos®y, para todo z = x + iy € C, z,y € R;

. |senh z|? = senh® z 4 sen?y, para todo z = x + iy € C, z,y € R;

2k+1

2
3
4. coshz =0 se e somente z = =5=mi para algum k € 7Z;
5

. senh z = 0 se e somente z = kmi para algum k € 7Z.
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Capitulo 8

Limite e continuidade

NEste capitulo vamos estudar as nocoes de limite e continuidade de funcao de uma variavel
complexa.

Definicao 7 Sejam f: D C C — C e z, € C. Dizemos que existe o limite de f em z, se existir
L € C tal que para cada € > 0 existir 6 > 0 tal que

2€D,0< |z—2|<d=|f(z) - L| <e.

Deixamos como exercicio a verificacao de que se existir L € C satisfazendo a definicao acima,
ele é o nico. Neste caso, usaremos a notagao

L = lim f(2).

Z—Zo

Geometricamente, a existéncia do limite de f em z, significa que dado qualquer disco C'
centrado em L, é possivel encontrar um outro disco centrado em z, cujos pontos distintos de
Z, e que estao em D sao mandados por f em C.

Exemplo 21 Verifique que

(i) lim a = a,«a constante (i) lim z = 2, (iii) limz=7%, (iv) lim |z| = |z
220 220 220 220
Seja & > 0.

(i) Tome 6 > 0 qualquer e daf | —a| =0 < e.

(ii) Tome § = . Dai, sempre que |z — z,| < d temos |z — z,| < § = ¢.
(iii) Tome § = e. Dai, sempre que |z — z,| < d temos |Z —Z,| = |z — 2| = |2 — 2,| < d = &.
(iv) Tome ¢ = . Dai, sempre que |z — z,| < d temos ||z] — |z,|| < |2 — 2,| < I =e. O

Proposicao 11 Sejam f,g funcées tais que existem lim,_,, f(z) elim,_, g(z). Temos

1. Para quaisquer o, B € C temos

lm (o (2) + g(2)) = o lim f(2) + 5 lim g(2);

2—Z2o Z—2Zo
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lim f(z)g(z) = lim f(z) lim g(2);

Z—Zo Z—Zo Z2—2Zo

3. Selim,,, g(z) # 0 entao
i 1) )
2oz g(2)  lime,., g(2)

Prova:

1. Faca como exercicio.

2. Coloque L =lim,,, f(z) e M =lim,_,, g(z). Usando a definigdo de limite, tome §; > 0
tal que |f(z) — L| < 1 sempre que 0 < |z — z,| < d;. Segue que

1f(2)| <|f(z2) = LI+ |L| <1+ |L| sempre que 0 < |z — z,| < 6.

Usando a definicao de limite, dado ¢ > 0, existe do > 0 tal que

€
|f(Z)—L‘ < m sempre que0< ‘Z—ZO| <(52
Também, existe 63 > 0 tal que
e
|g(2)—M‘ < m sempre queO< ‘Z—ZO| <53.

Coloque 6 = min{dy, d2,d3}. Se 0 < |z — 2,| < J entdo
[f(2)g(2) = LM| = [f(2)(9(2) — M) + M(f(2) — L)| < |f(2)[lg(2) — M|+ |M[*|f(z) — L]

£ 9
<A+ L)+ |M|—7/—7———— .

(1 + [M])

3. Pela parte anterior, basta mostrarmos que lim,_,,_ le) = % Dado € > 0, pela definigao
de limite existe 9; > 0 tal que

lg(2) — M| < %\M\? sempre que 0 < |z — z,| < 6.

Também existe 9o > 0 tal que

| M]

lg(z) — M| < —~  sempre que 0 <|z— 2] < do.

|M| < g(2) = M|+ [g(2)]

temos que
M M
lg(2)| > | M| —g9(z) — M| > | M| — % = % sempre que 0 < |z — z,| < 0.
Tomando § = min{d;, dy} temos
1 1 |M — g(2)] 1 e, 9 2
———| = —|M|"—= =¢ sempre que 0 < |z — z,| < 0.
‘9(2) MY [Mllg(z) (M2 (M
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Exemplo 22 Como jd vimos que lim,_,, z = z, seque da proposicao anterior que se f(z) €
uma fungao polinomial que lim,_,, f(2) = f(z,). Além do mais, se g é também polinomial com

9(z,) # 0 entdo
)
=% g(2)  g(2)

Exercicio 10 Encontre, se possivel, lim,_, %

Note que sobre se z # 0 é real temos g =1 e se z # 0 é imaginario puro temos g = —1.
Como todo disco centrado na origem possui nimeros real e imagindrio puro, concluimos, pela
unicidade do limite, que nao existe lim, o <. (]

Proposicao 12 Sejam f: D C C — C, u e v as partes real e imagindria de [ e z, = x,+1y, €
C, xy,yo € R. A fim de exista o limite de f em z, € necessdrio e suficiente que existam os limites
dew ev em (z,,Y,). Em caso afirmativo, vale

lim f(z) = lim  w(z,y)+i lim  o(x,y).

Z %o (,y)=(z0,y0) (@,y)=(z0,Y0)

Prova: Suponha que existam u, = Mg y)— (o) (T, Y) € Vo = liM(z ) (2,,4.) V(2. y). Dado
e > 0, existem 01,09 > 0 tal que

15
|u($ay) - uo| < 5 sempre que 0< |Z - Zo| = \/(ZL’ - $0)2 + (y - yo)2 < 51

5
lv(z,y) — v,| < 5  sempre que 0<|2— 2| = V(& —2)2+ (Y — 9o)% < s.

Tomando & = min{dy, 2}, temos

1£(2) = (0 = i00)| = |(u(, ) =) + (00, 4) = w)| < Julie,y) = | + oz, y) —vo] < S+5 =¢

sempre que 0 < |z — z,| < 0.
Reciprocamente se existir L = lim,_,, f(z), entao, para cada £ > 0 existe § > 0 tal que

|f(2) = L] <& sempre que 0 < |z — 2| = /(2 — 2,)% + (y — yo)2 < 0.

Colocando L = U + iV, U,V € R, temos que

[u(z,y) U < /(ulz.y) = U)? + (v(w,y) = V)2 = Jule,y) +iv(z,y) - U—iV| = |f(z) - L| <e

e

[o(@,y) = V] < V(ulz,y) = U)* + (v(z,y) = V)2 = |u(z, y) +iv(e,y) —U—iV| = | f(z) - L| <e

sempre que 0 < [z — z,| = /(2 — 2,)2 + (y — yo)2 < 6. O
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Exemplo 23 Utilizando a proposicao acima e observando as partes real e imagindria das
fungoes exponencial, seno e cosseno, vemos que se z, € C entao

(i) lim = exp z, (ii) lim senz = sen z, (i) lim cos z = cos z,.
Z2—Z2o Z—Z2o Z—=Zo

Definicao 8 Sejam f: D C C— C e z, € D. Dizemos que f é continua em z, se

lim f(z) = f(z0).

2—20
Dizemos que [ € continua em D se f for continua em todos os pontos de D.
Observagao 6 Seque da proposicaolll] que se f e g sdao continuas em z, entao para quaisquer

a,B € C que af + Bg € continua em z,. Além do mais, o produto fg € continuo em z, € o
mesmo vale para f/g desde que g(z,) # 0.

Observacgao 7 Seque da proposicao 12 que uma condi¢cdo necessdria e suficiente para que f
seja continua € que as suas partes real e imagindria sejam continuas.

Observacao 8 Segue do exemplo que toda func¢ao polinomial € continua e o mesmo vale
para as fungoes racionais. Vale a pena salientar que uma func¢do racional é continua sobre 0s
pontos onde ela esta definida.

Exemplo 24 A funcao f(z) =

ISEENY]

¢ continua para todo z # 0.

Basta notar que se z, # 0 entao
lim — = —=— = — = f(z,).
U

Observacgao 9 Seque do exemplo [Z3 que as funcoes exponencial, seno e cosseno também sao
continuas.

Proposicao 13 Sejam f: D CC—-Q CCeg:Q — C. Se f é continua em 2z, € D e g é
continua em (, = f(z,) entdo a composta go f: D — C também € continua em z,.

Prova: Dado ¢ > 0, pela continuidade de g em (,, existe d; tal que

19(¢) = 9(C) = 19(¢) = 9(f (%)) <& sempre que |¢ = (| < d1. (8.1)

Por outro lado, existe 6 > 0 entao
|f(2) = Gl = [f(2) = f(20)| <d1  sempre que |z — 2| <.
Combinando a desigualdade acima com R.I], obtemos que

lg(f(2)) —g(f(z0))] <& sempre que |z — z,| < 0.
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Capitulo 9

Derivacao, as equacoes de
Cauchy-Riemann e funcoes analiticas

NO capitulo anterior vimos que a nocao de continuidade de uma funcao de variavel complexa
nao difere da mesma nocao de continuidade para funcao definida em um subconjunto do plano.
Veremos aqui que a derivada de uma funcao de uma variavel complexa se comporta de modo
ja nao guarda tanta analogia com a diferenciabilidade de uma funcao de duas variaveis reais.

Definicao 9 Sejam D C C um aberto, f : D — C e z, € D. Dizemos que f € derivdvel em z,
se o sequinte limite existir
z) — [z
) = f(z0)
220 Z— 2
ou equivalentemente, caso exista

lim f(zo + h) - f(zo).
h—0 h

Em caso afirmativo, escreveremos

f,(zo) — lim f(Z) B f(zo) — lim f(Zo + h) — f(zo>

Z—Zo Z—Zs h—0 h

e diremos que f'(z,) € a derivada de f em z,.

Observacao 10 Note que f'(z,) € a derivada de f em z, € D se e somente se para qualquer
e >0 existir 6 > 0 tal que

1f(2) = f(z0) = ['(20)(2 = 20)| S elz— 20| sempre que |z — 2| <0,
ou equivalentemente,
|f(zo+ 1) = f(20) = f(z0)h] < elh|  sempre que |h| <.
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Proposicao 14 Se f: D — C € derivdvel em z, € D entao f é continua em z,.

Prova: Note que

lim (£(2) — f(z)) = lim 1D I )

Z—Zo Z—Zo Z — ZO
lim FE) = fz) lim (z — 2,) = f'(2,) -0 =0,
2—2o Z— Z Z2— 2o
ou seja,
Jim 7() = (2.
|
Exemplo 25 Mostre que f(z) = az + B € derivdvel para qualquer z, € C e f'(z) = a.
Temos
SR fG) et B(0m48) . alz-z)
2—2o Z— Z, 2—2o Z— Z, z—z0 2 — Z,
[

Exemplo 26 Mostre que f(z) = Z nao € derivdvel em nenhum ponto.

Observe que para z # z,,

fR)=fl2) Z-Z 2-%

2= 2, 2—Zy 2= Z
Assim, se tomarmos z = 2z, + h, h € R, h # 0, obtemos
f() = f(z) R

= - =1
Z— Z, h

Por outro lado, tomando z = z, + hi, h € R, h # 0, obtemos

f&) -~ ) _F_
Z— Z hi ’

Como os pontos da forma z, + h e z, + hi podem ficar tao proximos a z, quanto quisermos,

vemos que nao existe

. 2= %
lim
220 2 — 2,

Valem as regras usuais de derivacao, isto é, temos a

Proposicao 15 Sejam D C C um aberto, z, € D e f,g: D — C. Se f e g sdo derivdveis em
z, entao

1 (af +89)(20) = af'(z0) + B9 (%), onde o, § € C;
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2. (f-9)(20) = ['(2)9(20) + f(20)9' (20);

! "(20)g(z0)—f(20)3g" (20
3. (5) (z,) = & )g([gzzo{](z )9 e) esde que g(z,) # 0.
Prova:

1. Como f'(z,) e ¢'(2,) existem, temos

af(z) + Bg(z) — af(z) — By(z0)

lim
22— 2o Z— 2
— o lim f(Z) - f(zo) + ﬁ lim g(Z) - g(zo) _ Oéf/(Zo) + ﬁg/(zo)§
2—2o 2 — 2 2— 2o Z— 2

2. como f'(z,) e ¢'(z,) existem e f é continua em z,, temos

f(2)9(2) = f(20)9(%) f(2)(9(2) = 9(20)) + 9(20) (f (2) — f(20))

lim P = lim P
tim f(2) 279G |y g SO TG i) 4 g0 £1(20):

2—7o Z— 2 Z—Zo Z = %0

3. usando o item anterior, basta mostrarmos que

() @ =g

Como ¢'(z,) existe, g é continua em z, e g(z,) # 0, temos

1 1
G R CO i 90) —9(2) _ g'(=)

20 2 — Zo =20 §(2)9(20) 2220 2 — 2, [9(20)]?

Exemplo 27 Se f,(z) = 2" n € N entdo f!(z) =nz""1.

De fato, do exemplo obtemos f{(z) = 1 e por indugdo, se assumirmos que f,_,(z) =
(n — 1)2"2 entdo pela proposicao anterior,

filzy=(z- 2" =1-2"142-(n—-1)z"2=nz""".
Exemplo 28 Se f(z) = ag+ a1z + -+ + a,2" entio f'(z) = a1 + 2a22 + - -+ + na,z" L.
Exemplo 29 Se g,(z) = 27" n € N entdio ¢/,(z) = —nz"""" para todo z # 0.
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Note que g, = ﬁ, fn como no exemplo e, portanto, se z # 0,

NS 1C I B
N TAE |

O

No capitulo anterior vimos que para que uma funcao f : D C C — C fosse continua era

necessario e suficiente que as suas partes real e imaginaria fossem continuas. Como veremos a

seguir, para que f seja derivavel nao bastara que suas partes real e imaginaria tenham derivadas.
Os dois préximos teoremas nos mostram como elas se relacionam.

Teorema 1 Sejam D C C um aberto, z, = x, + iy, € D, 20,9y, € R, f : D — C, u(x,y) =
Rf(2) ev(z,y) =Sf(2). Se f € derivavel em z, entdo existem as derivadas parciais de u e v
em (x,,Y,) € elas satisfazem

ou ov ou ov
%(xm yO) = a_y(xm yO) € a_y(xm y0> = _%($07 yo)- (9.1)
Além do mais,
, ~ Ou Ov _Ov Ou
f(z) = %(xo, Yo) + z%(xo,yo) =3 (%o, Yo) Z@y (Zo, Yo)- (9.2)

Prova: Como f'(z,) existe por hipotese, podemos calculd-la dos seguintes modos:
Primeiro modo: Aproximando do ponto z, = x, + 1y, por pontos da forma x, + h + iy, € D

com h € R. _ .
flxo + h+iy,) — f(zo +iy,)

/ . .
f (Zo) N h—>101,nf1L€R h
— hm ’LL(ZII'O + h’v y0) B u(xm yo) ‘l‘ iv(xo + h’v y0) B U(,’L’o’ yO)
h—0,heR h h
ou Ov
- a_x(xoa yo) + Z%(l’o, yo)a

pois como o limite existe, sabemos pela proposicao [[2] que também existem os limites das partes
real e imaginaria.

Segundo modo: Aproximando do ponto z, = x, + iy, por pontos da forma z, + i(y, + h) € D
com h € R.

flz) = lim J(@o +i(Yo + 1)) = F(20 + 1)

h—0, heR ih
— lim u(To, Yo + h) — U(Zo, Yo) N Z.v(aco, Yo + h) — (0, Yo)
h—0,hER ih ih
_ lim |:'U(xo> Yo + h) - 'U(xm yo) . iu($o> Yo + h) - U(ZL’O, yo):|
h—0,h€R h h
v ou



Deste modo,

ou ov ov ou

f(z0) = %(x0790> + Za_x(x0=y0> = a_y(xmyt)) - Za_y($07%)u

resultando em nas equacoes [@.1] e
|

Observagao 11 As equacgoes [91 sao chamadas de equacoes de Cauchy-Riemann. Embora a
parte real e a parte imagindria de uma fungao f devam satisfazer estas equacdes para que exista

a derivada de f, a simples verifica¢ao de[9dl nao é garantia da existéncia de f' como mostra o
sequinte exemplo.

Exemplo 30 A funcao

() = %, se z#0
0, se z=0

nao € derivavel em z = 0 mas as suas partes real e imagindria satisfazem as equacoes de
Cauchy-Riemann em z = 0.

Seh=re" r>0efcR, entao

f(R) = F(0) _pm _ Bt
h ho At ‘

Como a expressao acima depende do valor de 6, vemos que nao existe a derivada de f em z = 0.
Por outro lado, se u = Rf e v = SF, vemos que u(0,0) = v(0,0) = 0 e para z = x + iy # 0,
x,y € R,

2 (r+iy)®  a° —102%y? + 5ay?  y® — 102%y> + Syx!

f(Z) = W = (1'2 + yg)g = (1’2 + yg)g +1 (1’2 + y2)2 = U(Z’,y) + Z.U(Ia y)
Agora,
90, 0) = i U =00 Ty
or 7—0 T =0 T
% 0,0) = 1 2OV =000 vy
oy y—0 Y y—0 gy

verificando a primeira das equagoes de Cauchy-Riemann em (0,0). Também,

O 0,0) = timg 20 =00 i Oy
dy y—0 T y—0y
% 0.0) = lim 0(@,0)=v(0.0) _ ;0 _y
8x z—0 X z—0 Yy
verificando a segunda das equagoes de Cauchy-Riemann em (0, 0). O
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Os resultados obtidos até agora nao nos dao muita informacao de como calcular derivadas
das fungoes complexas. Com o que sabemos nao vamos muito mais longe do que o cédlculo das
derivadas de fungdes polinomiais ou fungoes racionais (p(z)/q(z), p e ¢ polindémios).

O proximo teorema nos fornece uma condicao suficiente para que uma fungao complexa
possua derivada. Esta condicao é que, além de que as partes real e imaginaria desta funcao
existam e satisfacam as equacoes de Cauchy-Riemann, elas também sejam de classe C*, isto é,
possuam derivadas parciais continuas.

Teorema 2 Sejam D C C um aberto, z, = x, + 1y, € D, z,,y0 € R e f: D — C uma
funcao tal que u(x,y) = Rf(2) e v(xz,y) = If(z) possuam derivadas parciais de primeira
ordem continuas em (x,,9,). Se u e v satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann (91]) entdo
f € derivdvel em z, e f'(z,) € dada por[22

Prova: Como u e v sao de classe C', sabemos de Calculo II que existem funcoes €; e €y
definidas em torno de (0, 0) satisfazendo para todo (r,s) € R? suficientemente pequeno

ou ou
u(l'o + 7, Yo + 5) - U(ZL'O, yO) = %(xm yO)T + a_y(xo’ yO)S + 51(T> 5)7
ov ov
V(o + 7, Yo + 8) — (20, Yo) = %(:ﬁo, Yo )T + 8—y(:€o, Yo)s + €2(r, ),
e
ei(r,s) I eo(r, 5)

hm = 1m _— = 0
(rs)=(0,0) /72 + 52 (r5)=(0,0) /12 + §2

Colocando h = r + is, e utilizando as equagoes de Cauchy-Riemann, temos

f(zo + h) - f(z0> = u(xo 7 Yo + S) - u(xm yo) + i(v(xo + 7 Yo+ 3) - U(xm yO))

— g—Z(xo, Yo)T + Z—Z(xo, Yo)s + i%(:cm Yo)r + ig—;(xo, Yo)s + e1(r, 8) + iga(r, )
_ %(Zlfoayo)’f’ — %(l’oayo)s + i%(mo, Yo)T + i%(xo,yo)s Fer(rs) + iea(r, )
- %(1’07 Yo)(r + s1) + i%(:)jo, Yo) (1 + s1) + £1(r, s) + iea(r, 5)

- (%(l’m Yo) + i%(:)jo, yo)) h+e(r,s) +ies(r, s)

e, desta forma,

lim {f(zﬁh)_f(%) - <@(:co,yo)+ia—“(xo,yo)>} — lim [51(T’S)+f?(r’8) ~0

)

h—0 h ox ox h=r+sis0 | T + $i 1 i
pois
gj(rs)| _ lei(r,s)] B
s | Ve 0 auando(rs) =0, 1=1,2
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Isto mostra que f é derivavel em z, e

ou Ov
f'(z) = %(ajo,yo) + za—x(xo, Yo)-

Quanto a outra férmula para f'(z,), basta usar a férmula acima e as equagoes de Cauchy-
Riemann.
|

Observagao 12 As férmulas[3.2 também podem ser escritas da sequinte forma

F(:) = gofativ) = =i fla+ i)

Equivalentemente

of  of

Exemplo 31 A fung¢do exponencial é derivivel em qualquer z € C e exp’(z) = exp z.

Como u(z,y) = Rexpz = e“cosy e v(z,y) = Sexpz = e”seny sao fungoes de classe C*,
para mostrar que a exponencial é derivavel, resta mostrar que elas satisfazem as equagoes de
Cauchy-Riemann. De fato,

ou 0, . . _ 0, _ov
oz DY) = g (f cosy) = efeosy = o (eTseny) = & (7,9)

ou 0, . L _ 0, _Ov
8—y(x,y)—8—y(6 cosy) = —e"seny = —o—(e" seny) = o—(,y).

Além do mais,

9,
exp’(z) = — exp(z + iy) = e’ cosy +ie” seny) = e* cosy + ie” seny = exp z.

ox 8_36(
Exemplo 32 Temos sen’ z = cos z para todo z € C.

Pelo item 2] da proposigao [0 temos que u(x,y) = Rsen z = sen x coshy e v(z,y) = cosx senhy
sao de classe C' e satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann, pois

0 0 0 0
ot (z,y) = —(senx coshy) = cosx coshy = —(cosxsenh ) = —U(x, Y)
ox ox oy Ay
e
Ou (z,y) (sen x cosh y) = sen x senh (cos z senh y) ! (x,y)
—_— = — = = — €T = —(x .
Ay ) By ) ) O Y or Y
Além do mais,
sen’(z) = a—(sen xcoshy + icosxsenhy) = cosxcoshy — isenxsenhy = cos 2
x
pelo item [l da proposicao O
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Exercicio 11 Mostre que cos’ z = —sen z para todo z € C.

Proposicao 16 Sejam D C C um aberto, z, € D, z, # 0 e f : D — C, u = Rf, v =
Sf. Suponha que u e v sejam de classe C*. Entdo, u e v satisfazem as equacoes de Cauchy-
Riemann em z, = r,e'% se e somente se as funcoes U(r,0) = u(rcosf,rsend) e V(r,0) =
v(rcosf,rsend), definidas numa vizinhanga de (r,,0,), satisfazem as equacies

oU 1oV 19U v

W(Tm ‘90) = T_O%(Tm 90) € T_o 89 (7107 90) - _g(rm 90)' (93)
Além do mais, em caso afirmativo tem-se
/ B . ou oV
1 (z) = (cosb, —isend,) (E(ro, 0,) + ZE(TO’ (90)) . (9.4)
Prova: Aplicando a regra da cadeia,
ou du ou
E(TO’ 0,) = %(zo) cosf, + 8_y(zo) sen 6, (9.5)
ou Ju ou
%(ro, 0,) = —%(zo)ro send, + 8—y(zo)ro cos 0,, (9.6)
oV ov ov
W(ro, 0,) = %(zo) cosf, + 0_y(zo) sen 6, (9.7)
e
ov ov ov
%(ro, 0,) = —%(zo)ro senf, + a—y(zo)ro cos ,. (9.8)

Assim, se u e v satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann, comparando [0.5] com 0.8 e
com obtemos as equacoes
Reciprocamente, se U e V satisfazem as equacoes entao de e obtemos

ou v du v
(%(zo) — a—y(zo)) cos b, + <8_y(zo) + %(zo)) senf, =0
ede@0be

ov ou ou ov
(8_y(zo) — %(zo)) sen 0, + (8_y(zo) + %(zo)> cosf, =0,

( cos 0, sen@o) (g—g(zo) - %(zo)) _ (0)
—senf, cosb, g—Z(zo) + 22 (2,) 0

ou seja,

cuja unica solugao é



que sao as equacgoes de Cauchy-Riemann.
De 0.5 e 0.6l obtemos

ou oU sen 6, oU

p cos@oa(ro,ﬁo) i %(7‘0,90)
e de
bt
e obtemos @_ 98_‘/( 9>_sen908_v( "
agj = COS 087” To,Uo ro 89 To,U0).

Agora, se u e v satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann entao

_Ou  Ov ou sen 0, OU

fi(z) = I + Z% = CoS 6’05(7’0,90) — - %(ro,é’o)%—

, oV send, OV
+i (cos GOE(TO, 0,) — - E(Tm 90))

oU oV , oV ouU
= cos GOE(TO, 0,) + sen GOE(TO, 0,) +i (cos HOE(TO, 0,) — sen HOE(TO, (90))

ou ov

0. O
= — _ ; —if, .
= (cos b, —isend,) (87" (ro,00) +1 o (10, 90)) =e e (U +1iV) (14,0,).

Observacao 13 As equacoes sao chamadas de equacgoes de Cauchy-Riemann na forma
polar.

Exercicio 12 Verifique que a func¢ao dada por L(z) = %log(a:2 +y?) +iarctg £, definida para

x > 0 € derivdvel e calcule a sua derivada.
Usando coordenadas polares, com 7 > 0 e —5 < 6 < 7, obtemos que
L(rcosf +irsenf) = logr + i6.

Como as partes real e imagindria de L sao de classe !, podemos verificar que as funcoes
U(r,0) =logr e V(r,0) = 6 sao suaves e

v 1w oV v
or r> 00 7 or 00
satisfazem [0.3] Assim,
- 0 1 re® z z 1
_ 0\ _ _—if . =i _ _ _
L/(Z)—L,('r'@ )—6 E(lOg’r’+Ze)—€ ;— 7"2 _W_Z_E_;
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Exercicio 13 Verifique que a funcao dada na forma polar por
0 . 0 i@
R(2) = /r cos o +zsen§ = \/re'z,
definida para —m < 0 < m, r > 0, é derivdvel e calcule a sua derivada.

Como as partes real (U) e imaginaria (V') de R sdo de classe C' e

or 2yr 20 00 2 2" or  2yr 2 ) 2
satisfazem [0.3] vemos que R é derivavel e
) 0 0 0
/ ) 0\ _ —i0 7 _ ; _
R'(z) = R'(re) =e By (ﬁ(cos2+zsen2))
o 1 e 1 0 1 1
= e v —622 = ———¢€ 7’2 e 5 s .
IV 2t | 2R(2)

U

Definicao 10 Sejam D um aberto, z, € D e f: D — C. Dizemos que f é analitica em z, se
a [ for derivdvel em todos os pontos de algum disco aberto centrado em z,. Dizemos que f €
analitica em D se f for analitica em todos os pontos de D.

Uma funcao analitica em C é chamada de funcao inteira.

Observacgao 14 Usa-se também o termo holomorfa como sinonimo de funcao analitica.

Exemplo 33 As fungoes polinomiais, exponencial, seno e cosseno (trigonométricos ou hi-
perbdlicos) sao exemplos de fungoes inteiras, pois sio derivdaveis em todo ponto de C.

Exemplo 34 Como toda funcao polinomial possui apenas um numero finito de zeros, podemos
ver que as fungoes racionais sao analiticas em todos os pontos onde estao definidas.

Exemplo 35 A fungdo f(z) = |z|* s6 € derivdvel na origem. Logo, ndo é analitica em nenhum
ponto.

De fato, como as partes real e imaginaria de f sao, respectivamente, dadas por

vemos que elas sao de classe C' e as equacoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas somente na
origem pois

{g—g(x,y)ZQIZOZg_Z(x’y) < (z,9) = (0,0).

Glw,y) =2y =0=—5(z,y)
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Proposicao 17 Se f e g sdo analiticas em z, entdo as sequintes fungoes também o sao:

1. af + Bg onde a, p € C;

2. fg
3. f/g desde que g(z,) # 0.

Prova: Faga como exercicio.
|

Proposicao 18 (Regra da Cadeia) Sejam D, C C abertos, f: D —Q eg:Q— C. Se f
¢ analitica em D e g € analitica em ) entao a composta go f : D — C também ¢é analitica em
D e wvale

(g0 f)(2) = g'(f(20)) [ (20), para todo z, € D.

Prova: Apresentaremos apenas a prova em dois casos especiais.

O primeiro caso é quando f(z) é constante. Neste caso, g o f também é constante e a
conclusao da proposicao é imediata.

O outro caso que consideraremos é quando f(z) # f(z,) para todo z préximo a z, mas
z # z,. Neste caso,

9(f(2)) —9(f(20)) _ 9(f(2)) = 9(f(20)) f(2) = f(20)

N ) R 169 B 09
Como f é continua em z, e g é derivavel em f(z,), temos
_g(f(2) —9(f(20)) _
| = o
BT~y VD
Como f é derivavel em z,, temos
lim f2) = flzo) _ (20).
2ze 2 — 2,
Logo, segue de que g o f é derivavel em z, e vale
(90 f)(z0) = g'(f(2)) f'(20)-
|

Definicao 11 Uma poligonal em C é uma reuniao finita de segmentos de reta
onde a;,b; € C, j =1,...,n, satisfazendo by = as,...,by,—1 = ay.
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Definicao 12 Um conjunto D de nimeros complexos € chamado de conexo se quaisquer dois
pontos de D puderem ser conectados por uma poligonal contida em D.

Proposicao 19 Seja D um aberto conexo. Se f: D — C satisfaz f'(z) = 0 para todo z € D
entdo f € constante em D.

Prova: Como D é aberto e a derivada de f existe em todos os pontos de D, tem-se que f é
analitica. Como f’(z) = 0, segue de 0.2 que

ou ov ov ou

Como D é conexo podemos usar um resultado de Caélculo II para concluir que u e v sao
constantes em D. Portanto, f = u + iv também é constante em D.
|

Corolario 4 Seja D um aberto conexo. Se f: D — C € analitica e |f(z)| é constante entao
f(z) também é constante.

Prova: Colocando f = u + iv como de costume, segue-se que u? + v?> = ¢ = constante.
Derivando esta tltima expressao e usando as equagoes de Cauchy-Riemann, obtemos

u%+v%:0 u%—U%IO U —v 8—1; 0
Ua—y"_Ua—y— ua—y—l—v%—o Oy
Agora, se ¢ = 0, entao u = v = 0 e, portanto, f é constante e igual a zero. Por outro lado,

se ¢ # 0 o sistema acima s6 admite a solugao trivial % = % — (). Voltando as equacoes de

9y
v _ v _ r_ - x :
= 8_Z = 0 e, portanto, f’ = 0. Pela proposicao anterior,

Cauchy-Riemann obtemos também
f é constante.

|

As funcoes analiticas possuem uma propriedade geométrica bem interessante como pode ser

vista no teorema a seguir.

Teorema 3 Sejam D C C um aberto e f : D — C wma analitica tal que f'(z) # 0. Sejam
u=Rf ev=Sf. Entio as curvas de nivel de u e v se cruzam ortogonalmente.

Prova: Como f’ # 0 entao os vetores gradientes Vu e Vv sdo nao nulos e por um resultado de
Célculo II, temos que Vu e Vv sao ortogonais as curvas de nivel de u e de v, respectivamente.
Porém, pelas equacoes de Cauchy-Riemann,

Gu (20 00\ _ (20 o0
v oxr’ oy )  \oy ox)’
Assim,
du ou (90 O\\ _ [ (00 0\ (0w ae\\ _avan owou
ox’ 0y ) \ox'dy)/ \\oy 0x) \ox'oy)/ oOydxr 0Oxdy
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Figura 9.2: e cosy = c; e eseny = ¢

Exemplo 36 Considere f(z) = 2%, z # 0. Como f'(z) = 2z # 0 vemos que as curvas u(z,y) =
Rf(z) =22 —y*> =1 ev(z,y) = Sf(2) = 2wy = cu se cruzam ortogonalmente. Note que estas
curvas sao hipérboles.

Exemplo 37 Considere f(z) = e*. Como f'(z) = €* # 0 vemos que as curvas u(z,y) =
Rf(z) =ecosy =c, ev(z,y) = Sf(2) = e seny = o se cruzam ortogonalmente.

Exemplo 38 Encontre, se possivel uma familia de curvas ortogonais as curvas dadas em co-
ordenadas polares por r*cos20 = o, a« € R, r > 0.

Seja U(r,0) = r?cos 26 e procuremos V (r,0) de classe C* tal que f(re?) = U(r,0) + iV (r,0)
seja analitica. Se uma tal V' existir, devera satisfazer as condicoes de Cauchy-Riemann na
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forma polar (veja [@.3)):

00

9 (r,0) = 2rcos 20 = 128 (r,0) < 22 (r,0) = 2r* cos 26
L9(r,0) = Lr?(—2sen26) = —2rsen20 = —2%(r,0)

Integrando a primeira equagao, obtemos V' (r, ) = r?sen 20 +1(r), onde a funcao ¢ é escolhida
de modo a satisfazer a segunda equacao, isto é,

—9rsen 20 = —88—‘/(7’7 9) = —2rsen 20 — w/(r),
T

ou seja, ¥'(r) = 0, isto é, 1 é constante, digamos, ) = k € R.

Desta maneira, obtemos V(r,6) = r?sen 20 + k e como pode ser visto, V é de classe C! e
satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann na forma polar. Desta forma f é analitica e, portanto,
a familia de curvas r?sen20 + k = 3, 8 € R, é ortogonal a r?cos20 = o, o € R.

Note que

f(2) = f(re®) =r?cos20 + i(r?sen 20 + k) = r? cos 20 + ir? sen 26 + ik
=12(cos 20 +isen 20) + ik = r2e*® + ik = (re)? + ik = 2* + ik.
U

Exemplo 39 Faca o mesmo para a familia de circulos x* 4+ y*> = o, o > 0.

Coloque u(x,y) = x> + y? e procuremos v(z,y) de classe C! tal que f = u + iv seja analitica,
isto é, que u e v satisfacam as equagoes de Cauchy-Riemann. Devemos ter

oe(w,y) = 2e = G(x,y)
M(r,y) =2y = —Z(x,y).

Integrando a primeira equagao, obtemos v(x,y) = 2xy + ¥ (x), onde ¥ deve ser escolhida de
modo a satisfazer a segunda equacao, isto é,

0
a—z =2y + ¢ (z) = =2y & ¢/ (2) = —4y,

o que é impossivel, pois ¥ é independente de y.

Vemos assim, que o método usado no exemplo anterior nem sempre se aplica. Poderiamos
ter iniciado com v(z,y) = * + y* e querer encontrar u de classe C' tal que f = u + iv fosse
analitica. Neste caso, as equagoes de Cauchy-Riemann nos levariam a

{Szu ) =2 = 2(a,y)
Gu(z,y) = 20 = —G2(z,y).

Como anteriormente, integrando a primeira equagao, obtemos u(x,y) = 22y + ¢(y). Como a

segunda equagao também precisa ser satisfeita, devemos ter 2z — ¢'(y) = —2z, que também é
impossivel.

Note, entretanto, que o feixe de retas que passa pela origem, que é dado por ax + by = 0,
a,b € R, a® +b> > 0, é uma familia ortogonal aos circulos 2% + y? = o, a > 0. O
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Capitulo 10

Funcoes multivalentes

10.1 Raiz n—ésima

NEste capitulo vamos tratar, na sua maior parte, de funcoes inversas de algumas funcoes
elementares. Vejamos como isto pode ser feito no caso da fungao de uma varidavel real f : R — R
dada por f(x) = 2™, n € N. Quando n é impar, para cada y € R existe apenas um numero real
x satisfazendo 2" = y. Este ntimero ¢ denotado por {/y e a fungao inversa de f ¢ simplesmente
g:R = R, g(y) = /y. Agora, quando n ¢ par, " é sempre maior ou igual a zero. Desta
forma, a equacao x" = y s6 pode ser resolvida quando y > 0. Neste caso, isto é, quando y > 0,
a equagao =" = y apresenta duas solugoes distintas (a menos quando y = 0): uma positiva
e outra negativa. Por convencao, denotamos a solucao positiva por /y. Assim, a fungao f
quando restrita ao intervalo [0, +00) possui como inversa a fungao h : [0, +00) — [0, +00) dada
por h(y) = /y.

Como veremos a situacao no complexo terd de ser tratada de modo diferente. O primeiro
aspecto a ser observado é que a equacao 2" = z, sempre possui solucao e, na verdade, se z, # 0,
ela possui n solugoes distintas. Esta ocorréncia de solugoes se assemelha ao caso real em que n
é par, quando fizemos uma escolha sobre qual raiz seria escolhida. No entanto, a escolha aqui
deveria ser feita entre as n solugoes existentes.

O outro aspecto a ser considerado decorre do modo como expressamos as raizes n—ésimas
na forma polar. Relembrando, se expressarmos z, = ro,e'% entdo as n raizes n—ésimas de z,
sao dadas por

0, + 2k 0, + 2k .
= Y (COS <%) e (#)) — eI 0, =1,

(10.1)
Fixemos por enquanto uma destas raizes e a denotemos por /z. Como a expressao

(/2 = Vreit = wei(ﬁ—iﬁkﬂ)/n

envolve 6, o argumento de z, devemos verificar se ela nao se altera quando o argumento é
trocado por 6 4 2mm, pois esta mudanga nao altera o niimero complexo z. Isto claramente nao
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ocorre pois
wei(ﬁ—i&kﬂ)/n# %ei(€+2m7r+2k7r)/n

se m nao for um multiplo de n. Para se ver livre deste inconveniente podemos limitar a variacao
do argumento de z tomando, por exemplo, —7 < 6 < 7. A fim de simplificar a notacao, vamos
escolher a raiz correspondente a £ = 0 na equacgao [[0.1l Note que se z, é um ntmero real
negativo entao duas maneiras de representd-lo na forma polar com sio |z,|e™"" e |z,]e"™. Embora
a primeira destas representacoes nao esteja dentro do que impusemos para a variacao de 6, ela
pode se escrita como

T

|Zle™™ = lim |z,|e®.
0——7+

Assim,
lim {/|z,|e® = {fre”n
O——7+

enquanto que /z, = {/]z]e™ = {/|z,]e'n. Desta forma, a escolha que fizemos deixa des-
continua a funcao raiz n—ésima nos pontos z € R, z < 0. Na verdade, qualquer outra escolha
para k em [[0.J] produziria o mesmo efeito. Além do mais, se a restricao no argumento fosse
determinada pela variacao 0, < 6 < 0, + 27, onde 0, € R, a nova definicao de raiz n—ésima
apresentaria descontinuidade no raio {re®s;r > 0}.

Antes de apresentarmos a definicao definitiva do que pretendemos dizer por func¢ao raiz
n—ésima note que os Unicos valores possiveis para Vv ei?/m quando  varia sao aqueles apresen-
tados em [I0.1], com 6 = 0, e r = r,. Geometricamente, tomando z € C, escolhemos um de seus
argumentos e apos isto, rotacionamos os pontos do plano no sentido anti-horario por um angulo
de 27. Com isto, a imagem do ponto z pela rotacao coincide consigo proprio, porém a expressao
Veil/n passard para Vei@+2m)/n - Aplicando mais uma rotacio como a anterior obtemos o novo
valor de Vei(+4m+0)/n Desta maneira, apés n destas rotacoes o resultado serd v e!2m+0)/n que
é igual a Vei/n,

Definimos a funcdao multivalente raiz n—ésima, ¢/, como sendo a relacao que a cada z
associa todas as n raizes dadas como em [[0.Jl Vale a pena salientar que uma funcao multivalente
nao é uma funcao no estrito senso da definicao de fungao, ja que associa a um elemento do seu
dominio mais de um valor.

Considere agora a funcao

04+2km

Ri(2) = Rk(rew) = Yret o, 0, <0<06,+2r

que coincide com um dos valores possiveis para a raiz n—ésima. As suas partes real e imaginéria
sao dadas, respectivamente, por

0+ 2k 0 + 2k
U(r,0) = Wcos% e V(r0) = {77_"senu
sao funcoes de classe C'* para r > 0 e satisfazem
ou 1 i, 0+4+2kr 11 1 0+2kr 10V
E(T,H) = g’f’” COST—;ET” COST —;%(T,H)
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8\/( 0) 1 l_lsen9+2k:7r 11 lsen6’+2k‘7r 18U( 9)

—(r,0) = —rn — = "Trn i 4

or "’ n n rn n rof -’

que sao as equacoes de Cauchy-Riemann na forma polar. Logo, R, € analitica e é chamada
de um ramo da fungao (multivalente) raiz n—ésima e também é denotado por ¢/~ Quando

tomamos 6, = 0 e k = 0 o ramo ¢é chamado de ramo principal.

10.2 Logaritmo
Vamos definir o logaritmo de um nimero complexo z, log z, através da relacao
w=1logz & 2z =expw.

Note que log z nao é definido quando z = 0, pois ja vimos que a fungao exponencial nunca se
anula. Outra observacao pertinente é que como a exponencial complexa é uma funcao periddica
de periodo igual a 27mi (exp(z + 27i) = exp z), a expressao z = exp w nao define w de maneira
unica a partir de z. Com efeito, se para um dado z encontrarmos w tal que z = exp w entao
para todo k € Z os numeros wy, = w + 2k7mi também satisfazem z = exp wy. Desta maneira, o
logaritmo também deve ser definido como uma fun¢ao multivalente.

Representando z # 0 na forma polar 7e? e se w for um dos valores de log z entao

"—expwee™=r ¢ QSw=0+2kn,

z=expw < re’
ou seja, a parte real de w é o logaritmo real de r = |z| e a sua parte imagindria é um argumento
qualquer de z. Assim,

log z = log |z| +iargz (10.2)

onde o logaritmo que aparece no lado direito da igualdade acima é o logaritmo (natural ou
neperiano) real.

Note que o argumento da variavel z é também uma funcao multivalente e, assim, devemos
encarar a expressao como uma igualdade de conjuntos, ou seja, para cada z # 0, log z
representa todos os nimeros complexos da forma log |z| +i(arg, z 4+ 2km), com k € Z e arg,z é
um argumento de z, fixado.

Exemplo 40 Calcule logsi.

Temos
4k + 1 4k +1
logi:log|z'|+i(g+2k7r>:log1+z' ;_ T=1 2+ T, k€ Z.

Exemplo 41 Calcule log z se Sz =0, z # 0.
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Temos z = |z] se z > 0 ou z = |z[e™™ se z < 0. No primeiro caso
log z = log | 2| + 2kmi, k € Z

e no segundo,
log z = log |z| + (2k + 1)mi, k € Z.

O
Quando restringimos a variagdo do argumento em um intervalo (6,,6, + 27|, vemos que a
representacao fica definida de maneira tnica para todo z # 0. Porém, como no caso da
raiz n—ésima a funcao deixa de ser continua sobre os pontos do raio R, = {re:r > 0}. No
entanto, se considerarmos a restricdo do argumento ao intervalo aberto (6,,0, + 27) vemos
que as partes real e imagindria do logaritmo sao dadas na forma polar por U(r,0) = logr e
V(r,0) = 0, respectivamente. Como ja vimos no exercicio [[2, estas fungoes sao de classe C!
e satisfazem as equacgoes de Cauchy-Riemann na forma polar e, portanto, a funcao logaritmo
quando restringirmos o argumento da variavel a um intervalo do tipo (6,,0, + 2m) é analitica
em todo o plano menos o raio R,. Cada uma destas restri¢coes é chamada de um ramo da funcao
multivalente logaritmo. No caso em que tomarmos 6, = —m, diremos que o ramo tomado é o
ramo principal e o denotaremos por Log .

Exemplo 42 Seja f(z) = logz um ramo do logaritmo. Calcule log’ z.

Sez=re? r>0,0,<0 <0, + 21 entdo, tomando log z = logr + i e usando [1.4], obtemos

(0 0 1 1 1
/ . —26 . _ —20 _ —
log'z=¢e <§logr+z§9>—e pel s B
O
Exemplo 43 Calcule Log(1 + 7).
Escrevendo 1 + i = v/2¢"™/*, obtemos de imediato que
. T
Log(1 4 i) = log V2 + i
O

Proposicao 20 Se z; e 2y sao nao nulos entao as sequintes igualdades de conjuntos sao vdlidas:
1. log z120 = log z1 + log zo;
2. log i—; = log z; — log 25.
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Prova: Antes de comecarmos a prova, explicaremos o que queremos dizer com respeito a
expressao igualdades de conjuntos. No primeiro item isto significa que dado um dos possiveis
valores de log z,25 é possivel encontrar um valor de log z; e um valor de log 2, cuja soma seja
igual ao valor dado do logaritmo de z;29 e reciprocamente. Isto é, dados um valor de log z; e
um valor de log 25 é possivel encontrar um valor de log z; 25 que coincida com a soma dos valores
tomados de log z; e log z,. O segundo item é tratado de modo semelhante.

Vamos provar somente o primeiro item. Coloque z; = \zj|ei9f, onde 0; é um argumento de
zj, j = 1,2. Entdo 2129 = |2122]e’®17%) ¢ assim,

log z129 = log |21 20| + (61 + Oy + 2k7) = log |z1| + 01 + log | 22| + i(62 + 2k)

e vemos que log |z1| 4 76, é um dos valores de log 21 e log|23| + i(02 + 2k7) é um dos valores de
lOg Z9.
Reciprocamente,
log 21 + log zo = log | 21| + (61 + 2mm) + log | 2zo| + (62 + 2km)
=log |z1||z2| +i(01 + O3 + 2(m + k)7) = log|z120| + 1(61 + 02 + 2(m + k)m)

que é um dos valores de log z 25.

10.3 Poténcia

Se z # 0 e a € C definimos
2% = exp(alog 2).

Dependendo do expoente « a fungao z — 2 é multivalente. No entanto, quando a =n € Z a
definicao acima coincide com aquela que ja haviamos dado para z". De fato, se z = re®, r > 0,
temos

exp(nlog z) = exp(n(logr +i(8 + 2km))) = exp(nlogr) exp(in(d + 2k))
= exp(log r™) exp(inf) exp(2knmi) = r"e™ = (re®)" = 2",

que ¢é independente de k € Z.
Quando o = %, n € N, a definicao acima também coincide com a da fungao multivalente
raiz n—ésima. De fato,

1 1 1 2
2% = exp (— log z) = exp <— (logr + 1 (0 + 2]{771'))) = exp (— log r) exp <i79 i kﬂ)
n n n
0 + 2k 0+2kn
= exp (log r%) exp (Z%) — %elﬂik _ {1/2

Note que em geral quando tomamos um ramo do logaritmo a fungao f(z) = 2% com esta
restricao é chamada também de ramo. Note ainda que este ramo é uma funcao analitica pois
é composicao de duas fungoes analiticas. No caso de tomarmos o ramo principal do logaritmo,
o ramo da fun¢ao poténcia também serd chamado de principal.
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Exemplo 44 Seja f(z) = 2% um ramo da funcao poténcia. Calcule f'(2).

Fixe um ramo do logaritmo com r > 0 e 6, < 0 < 0, + 2w, dado por log z = logr + (0 + 2km).
Podemos usar a regra da cadeia para obter

F'(2) = exp(alog(2))alog z = exp(ozlog(z))oé = a%

= aexp(alogz — log z) = aexp((a — 1) log z) = az® !,

1 1

onde deve ser entendido que 2%~ comr > 0 e

0, <0 <80,+2m.

é o ramo da funcao multivalente z — 2z~

Exemplo 45 Encontre todos os valores de i'.

Temos

| 4k +1
i* = exp (ilogi) = exp (i (loglil + (g +2kr)) ) = exp <_ k; W) e

com k € Z. Note que todos os valores de i’ sao reais. O

Observacao 15 Algumas propriedades algébricas que sao validas para potenciagao real perdem
a veracidade no caso complexo. Vejamos duas delas.

1. Nao ¢é verdade que sempre que z # 0 e o, 3 € C tem-se 2% = 222°, nem mesmo no
sentido de igualdade de conjuntos. Basta tomar z = 1, a« = = % e os dois valores

distintos para 22 um wgual a —1 e o outro igual a 1. Dai 13%2 = 11 = 1 mas 1313 =

(—1)1 = —1.
2. Nao é verdade que sempre que z # 0 e a, 3 € C tem-se (2*)? = 2%, nem mesmo no
sentido de igualdade de conjuntos. Basta tomar « = p € N, p > 2, e f = nip, neNe

, L . o L 1
dai vemos que (zP)™ representa np nimeros distintos enquanto que 2’ = zw representa

apenas n numeros distintos.

No entanto vale a seguinte propriedade cuja demonstracao é deixada como exercicio.

Proposicao 21 Se z; e 2y sao nao nulos e a € C entao vale a sequinte igualdade de conjuntos

(z120)" = 225
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Capitulo 11

Curvas no plano complexo

COmecemos com a seguinte definicao.

Defini¢ao 13 Uma curva no plano complezo é uma fungao continua vy : [a,b] — C, isto €, as
fungoes de uma varidvel real Ry, v : [a,b] — R sao continuas. Dizemos que a curva é simples
sea <t <s<bimplicar em y(t) # v(s), a menos que t = a e s = b. Dizemos que a curva é
fechada se y(a) = ~(b).

Exemplo 46 v(t) = cost+isent, t € [0,27] representa o circulo unitdrio centrado na origem.
Esta curva é simples e fechada.

Exemplo 47 A cardidide v(0) = (5+cos0)e = (3+cos0) cosf+i(1+cosh)senf, 0 <60 < 2r
¢ exemplo de uma curva fechada que nao é simples.

Figura 11.1: Cardiéide
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Exemplo 48 ~(t) = 20+ (21 — 20)t, 0<t <1, zy,21 € C, zy # 21, representa o segmento
no plano complexo cujas extremidades sao zg e z1. Note que esta curva é simples mas nao é

fechada.

Definigao 14 Considere uma curva y(t) = z(t) +iy(t), =(t),y(t) € R, a <t <b. Dizemos
que 7y € suave se as fungoes de valores reais x,y : [a,b] — R possuem derivada continua. O
vetor v'(t) = 2/(t) + iy'(t) € chamado de vetor velocidade ou tangente a curva v em y(t). Se
v'(t) # 0 para todo a <t <b, dizemos que vy € uma curva reqular.

Exemplo 49 Todas as curvas dos exemplos anteriores sao exemplos de curvas suaves e requ-
lares. Vejamos mais especificamente o exemplo[47. Neste caso temos

7'(0) = —sen e + i (% —i—cos@) e = e (—sen@—i—i (% —|—cos€)) :

Como € # 0, vemos que v'(0) = 0 se e somente se —sen O+i(5+cosf) = 0, ou seja, sen =0
e cosf = —%, o que € impossivel. Logo, v'(0) # 0 para todo 0 < 0 < 2.

Exemplo 50 Considere a curva y(t) = 2 +it?, —1<t<1. Esta curva é suave mas como
7v'(0) = 0, nao € reqular.

Figura 11.2: Curva nao regular

Defini¢ao 15 O trago de uma curva v : [a,b] — C € a imagem desta curva.
Observacao 16 Muitas vezes usaremos a palavra curva significando, na verdade, o seu traco.

Exemplo 51 As curvas y(t) = e, 0 <t <21 eJ(t) = e*, 0 <t <7 possuem o mesmo
trago. Qual?
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O exemplo anterior serve para ilustrar que o mesmo traco pode ser percorrido de formas
diferentes. No entanto, naquele exemplo, temos 5(t) = v(2t), 0 <t < 7 e percebemos que o
que ocorreu foi uma mudanca de parametro da curva . Isto sugere o seguinte:

Defini¢ao 16 Seja v : [a,b] — C uma curva suave. Seja ¢ : [¢,d] — [a,b] uma fun¢do suave
cugja inversa ' : [a,b] — [c, d] também é suave. Diremos que ¢ é uma mudanca de parametro
e y(t) =v(p(t)), c¢<t<d éuma reparametrizacio da curva .

Observacao 17 Se ¢ : [¢,d] — [a,b] é uma mudanca de parametro entio temos ¢'(t) < 0 para
todo t € [c,d] ou ¢'(t) > 0 para todo t € [c,d|. No primeiro caso, (c) =b e (d) = a; jd no
sequndo, p(c) =a e (d) =b.

Exemplo 52 Seja v : [a,b] — C uma curva suave. Considere ¢ : [a,b] — |a,b] dada por
o(t) =a+b—t. Vé-se que ¢ € uma mudanga de parametro e ¥(t) =v(a+b—1), a <t <b
¢ uma reparametrizacao de . Note que essa mudanca de parametro inverte a ordem sobre a
qual o trago de ~y é percorrido.

Exemplo 53 Considere v(t) = cost +i2sent, 0 <t <2mw. O trago desta curva é uma elipse
{(z,y) e R?; 22+ yff = 1} que € percorrido no sentido anti-hordrio. Fazendo-se a mudanga do
exemplo[52 obtemos Y(t) = v(0+27—t) = v(2n—t) = cos(2m—t)+i2sen(2w—t) = cost—i2sent
que representa a mesma elipse, porém percorrida no sentido hordrio.

As vezes nos deparamos com tracos de curvas que sao mais facilmente parametrizaveis por
partes, ou seja, sabemos parametrizar partes de um traco da curva e queremos, a partir dai,
parametrizar todo o traco. Neste caso, precisamos saber como proceder para colar estes pedagos
(arcos) da curva. Vejamos como fazer. Considere duas curvas v; : [a,b] = C e vy : [¢,d] — C
tais que y1(b) = 72(c).

Definimos v : [a,b+ d — ¢] — C por

(11.1)

() = 7 (t), sea<t<b
= Yot + ¢ —b), seb<t<b+d-—ec

Note que a condigao 7, (b) = 72(c) assegura a continuidade de . No entanto, mesmo que 7,
e 72 sejam suaves, podemos ter que nao exista a derivada de v em t = b. Observe que o trago
de v é a reuniao dos tracos de v; e ¥s.

Definicao 17 A curva v dada por[I11 é chamada de justaposicio das curvas v, e Ya.

Definigao 18 Sejam v; : [aj,b;] = C,j =1,...,n, curvas suaves tais que y1(b1) = v2(az), ...,
Yn-1(bn—1) = Ynlan). A justaposicao das curvas v1,%z, ...,V € chamada de caminho.

Observacao 18 As defini¢oes de caminhos fechados e simples sao andlogas as defini¢oes usa-
das para curvas.

Definicao 19 Um contorno é um caminho fechado e simples.
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Figura 11.3: Um contorno

Exemplo 54 A justaposicio das curvas y1(t) =t, 0 <t <1, ) =1+, 0<t<
1, y(t)=1—t+i(1—t), 0<t <1, €o caminho cujo trago representa o triangulo de vértices
0, 1 e 1+1i. Este caminho é exemplo de um contorno.

Teorema 4 Todo contorno v divide o plano em duas regioes conexas disjuntas X, e Xo com
as sequintes propriedades:

1. 0X1 = 0Xy = traco de ~;
2. Xy € limitada,

3. Xy € itlimitada;

A regiao X7 é chamada de interior da curva 7.

64



Capitulo 12

Integracao

PRimeiramente, definimos a integral de uma funcao de uma variavel real tomando valores
complexos.

Definicao 20 Seja g : [a,b] — C uma curva (continua) com u(t) = Rg(t) e v(t) = Sg(t). A
integral de g sobre |a,b] € definida por

/abg(t)dt:/abu(t)dt+z’/abv(t)dt.

Observagio 19 R [*g(t)dt = ["Rg(t)dt ¢ S [ g(t)dt = [ Sg(t) dt.
Proposigao 22 Se f, g : [a,b] — C sdo continuas e o € C entio

L [(F@) +g(t) dt = [} () dt+ [ g(t) dt:

2. [Paft)ydt =a [P f(t)dt;

5|2 rwar| < [21£0) an
Prova:

1. Colocando u; = Rf, v1 = Sf, us = Rg e v9 = Jg, obtemos

b b
/ () + g(t)) dt = / (un(8) + ualt) + (v (£) + va(1)) dt

:/ (ul(t)—l—u2(t))dt—|—i/ (U1(t)+v2(t))dt

:/abul(t)dt+i/abv1(t)dt+/abuz(t)dtJri/abvg(t)dt:/abf(t)dt—l—/abg(t)dt%
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2. Se « é real temos

/ab@f(t)dt:/ab(ozm(t)—l—iowl(t))dt:/abozul(t)dt—l—i/abavl(t)dt

oz/abul(t)dtJria/abvl(t)dt:a(/abul(t)dtJri/abvl(t)dt) :oz/abf(t)dt

Agora,

/ if(t)dt = / (i (£) — w1 (t)) dt = / (—v1(t) + iuy (t)) dt

:/a (—vl(t))dt+i/abu1(t)dt:—/abvl(t)dt+i/abu1(t)dt
:i</abu1(t)dt+i/abv1(t)dt) :i/abf(t)dt

Finalmente, colocando o« = B +in, 5,17 € R, combinando o item anterior e o que ja foi
demonstrado neste item, obtemos

/ of (t) dt = / (B (1) + inf (1)) dt = / Bf(t)dt + / inf(t)) dt

o[ swarin [soa=@m [0a=a [ o0

3. Coloque

Temos

=R (/a e f(t) dt) = /abire(e—”’f(t)) dt

pois ‘fabf(t) dt’ é real. Dali,

/f dt‘ / (e~ f(t) dt</m (e F(t))| dt
< / e £(1)] dt = / £(0)] dt.
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Definigao 21 Sejam v : [a,b] — Q C C uma curva suave e f : Q — C uma fun¢do continua.
A integral de linha de f sobre a curva v € definida por

b
/ f(z)dz = / FO/ ()Y (8) dt.

Note que g(t) = f(v(t))7(t) é uma curva continua se f e v sd@o como na definigdo acima.
Se colocarmos u = Rf, v = f, r = RNy e y = Iy entao

/ﬁ (2)dz = / FOv )Y (1) dt =

= / [u(z(t), y(t)) + dv(x(t), y(1)][2'(t) + i/ (t)] dt =

a

b b
=/ [u(z(t), y (@) () — v(z(t), y(1))y' (1)) dtﬂ'/ [w((t), y(0))y'(t) + v(x(t), y(8))2'(t)] dt =

:/udx—vdy+z'/vdx+udy,

v v
onde as ultimas integrais sao integrais de linha como visto em Célculo III.
Valem as seguintes propriedades:

Proposicao 23 Se fi, fo: 2 C C — C sdo continuas e 7 : [a,b] — C € suave entdo

/ 01 fi(2) + asfo(2)] dz = on A fu(2) dz + l fo(2)dz, onde an,an € C.

v
Prova: Colocando u; = Rf;, v; = Sf;, 8; = Raj e §; = Sy, j = 1,2, obtemos
ar fi + asfa = (81 +i01) (ug 4+ iv1) + (B + 102) (ug + 1) =
= Brug — 6101 + Boua — S 4 i (o1 4 d1uy + Pava + dous).

Assim, usando as propriedades de integral de linha como visto em Calculo III,

/[alfl(z) +azfa(z)] dz = /[51“1 — 0101 + Baug — dgvodx — [Bruy + d1ur + Bava 4 dpus]dy+

v v

+ i/[ﬁlvl + 51'&1 -+ ﬁg’Ug + (SQUQ]CZ(L’ + [ﬁlul — (511)1 -+ ﬁg’dg — 521)2]61'3/ =
ol
= (61 + iél)/uldm — vy dy + i/vldx + urdy + (B2 + i(52)/ usdx — vody + i/wdm + usdy =

Y Y Y

:allfl(z) dz+a2£f2(z) dz.
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Proposigao 24 Sejam f: Q) C C — C uma fun¢do continua, e v, : [a,b] —  curva suave. Se
¢ : [e,d] = |a,b] € uma mudanga de parametro e vyo € a reparametriza¢ao de vy, obtida através

de ¢ entao
/ flz)d fw f(z)dz, se @ € crescente,
z)az =
m - f,m f(2)dz, se ¢ € decrescente.

Prova: Provaremos apenas o caso em que ¢ € decrescente. O outro caso é deixado como
exercicio.
/

Como Y(t) = v1(p(t)), temos v5(t) = v1(¢(t))¢'(t). Como ¢ é decrescente, p(c) = b e
o(d) = a. Assim, fazendo a mudanga 7 = ¢(t), obtemos

[ 1= [ featinmt = [ fone@miens o i -

/f% )Y (T)dr = — /f% )Y (7 /f

Exemplo 55 Se n € Z, calcule
/(z — 2p)" dz,
2!

onde y(t) = zo+ Re", R>0,0<t <21 en € Z.

Prova:

Observe que o trago de 7y é o circulo centrado em zy de raio R. A funcao f(z) = (z — 29)" é
continua (mesmo quando n é negativo) em Q = C\ {z}. Como /() = Rie® e 2 — zy = Re™,

temos o or
/ f(2)dz = / [Re"]" Rie" dt = / R e+t gy
vy 0 0

Se n = —1 entao a integral acima se reduz a fozﬂ 1 dt = 2.
Se n # —1 entao

/f(z) dz = /0 ' R Yifcos((n + 1)t) +isen((n + 1)t)] dt =

2 2
= R"+li/ cos((n+1)t) — R"Hi/ sen((n+ 1)t)dt =
0 0

_ gt sen((n + 1)t)

L Rty cos((n+ 1)) |*"
n+1

0 n+1

2mi =-1
/ (2 — 20)" dz = Uyl se n ,
" 0 sen # 1.
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Figura 12.1: Contorno de integragao

Exemplo 56 Calcule fﬁ/ % dz onde y(t) =2 +¢e",0 <t <27,

Veja que £ = (z — 0)~! mas o centro de v é o ntiimero 2 (o raio é 1), ou seja, este exemplo
nao é um caso particular do exemplo anterior.

Assim % ¢é continua numa regiao contendo o traco de ~.

Sabemos que qualquer ramo do logaritmo satisfaz (log z)' = % Como a curva sobre a qual
estamos integrando fica no semiplano x > 0, tomaremos um ramo do logaritmo denotado por
log, pela restricaio —m < § < m. Desta forma, a funcio o(t) = log(2 + €), 0 < t < 27 é bem
definida e suave.

Aplicando a regra da cadeia, obtemos

! ie' = ie! .
2+ et 2+ et

1 21
~d "(t) dt =
/VZ = | g / ()

©(27) — p(0) = log(2 + €™ — log(2 + €”) = log 3 — log 3 = 0.

¢'(t) =

Deste modo,

O

Definigao 22 Se v[a,b] — Q C C € um caminho formado pela justaposi¢ao das curvas suaves
Y1y Y S€ [ Q — C € continua, definimos

/f(z)dz:z f(z)dz

Observagao 20 A propriedade enunciada na proposicao [23 continua vdlida para caminhos.

Exemplo 57 Calcule f,y zdz onde o traco de vy € o triangulo de vértices 0, 1 e v percorrido no
sentido anti-horario.
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Parametrizando cada um dos lados do triangulos por

N(t) =1t 0<t<1,
Yolt) =1—t+it, 0 <t <1,
() =(1—1)i, 0<t <1,

! 1
/zdz:/ tdt = —,
Y1 0 2

/zdz:/ol(l—t+z’t)(—1+i)dt:/Ol(t—l—t)dt+z'/01(1—t—t)dt

1 1
:—/ dt+z’/ (1—2t)dt = 1+ i(t — )|, = —1
0 0

/%zdz:/01(1—t)i(—i)dt:/01(1—t)dt:t—go

/zdzz/zdz—l—/zdz—i—/zdz:l—le}:O.
¥ o0 Y2 73 2 2

obtemos

1

1
5

Deste modo,

O
Defini¢ao 23 Se vy : [a,b] — C é uma curva suave, definimos o comprimento de ~y por
b
() = [ e
Se v € um caminho obtido pela justaposicdo das curvas suaves Yi,Ya, .., Yn, definimos o

seu comprimento por

Uy) =3 U).

Exemplo 58 Encontre o comprimento da cardidide v(t) = (1 + cost)e™.

Temos, ' ' '
7'(t) = —sente” +i(1 + cost)e” = e (—sent +i(1 + cost))

1V (t)] = v/sen2t + (1 + cost)? = V24/1 + cost.

Assim, devido a simetria da cardidide,
2 s
6(7):\/5/ \/1—|—costdt:2\/§/ V14 cost dt =
0 0
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Figura 12.2: Cardiéide: v(t) = (1 + cost)e®

_2\/—/ \/1+cost 1—cost)dt:

1 —cost

Vsen? ¢
_2\/7/ V1 COSd—Q\/_/ Vsen? t
1 — cos \/1—cos

sent| sent
:2\/5/ | L gt = 2\f/
v/1 —cost \/l—cos

= 4\/5/ E\/l —cost dt = 421 — cost’o =
=4V2(vV2 - 0) =8

Proposicao 25 Se vy : [a,b] — Q C C é um caminho e f : Q) — C € continua, entdo

onde v* € o traco de .
Em particular, se |f(z)| < M, para todo z € Q2 entao,

f(2)dz| < M(v).

Prova: Se 7 é o caminho obtido pela justaposicao das curvas suaves vy, ..., 7, entao
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Assim, basta mostrar a proposi¢ao quando vy é uma curva suave.

Como 7 : [a,b] — Q é continua, o seu trago v* é um conjunto compacto.
Como a fungao g : v* — R dada por ¢g(z) = |f(z)| também continua e v* é compacto entao ela
atinge um maximo em v*, que denotaremos por m = max,e,+ ¢(z) = max,ec, | f(2)].

Assim,
/y f(2)dz

< / FO@)Y @)t < / mly (8) dt

/ bf(v(t))v’(t)dt‘ <

b
—m [ 1Ol = me(a).
|
Exemplo 59 Utilize a proposi¢aol23 para obter uma estimativa da integral fv 2"dz onden € Z
ev(t)=Re", R>0, 0<t<m.

Precisamos saber o comprimento da curva e o mdzimo de |z"| sobre o seu trago. Ora, o
comprimento € TR e para todo 0 <t <, temos |(Re™)"| = R™|e"| = R™. Assim,

/ Z2"dz
N

lim 2"dz = 0.
R—o0

< R'"TR=mR""

Observe que se n < —2 entao

Exemplo 60 Idem para

1 .
LZ4+1dZ’ onde y(t)=Re", 0<t<2m, R>1.

Sobre o trago de 7y, a fungao f(z) = z++1 pode ser majorada como seque:

. 1 1 1 1
— it — < = =
[F(v(0)] = [f(Re™)] [Rietit + 1] = ||Rie¥|—1] |Ri—1] Ri—1

onde foi usada a sequinte versao da desigualdade triangular: ||a] — |b|| < |a + b, Va,b € C.

Desta forma,
1
/ 1 dz| <
L2t +1

1 27 R
Smp W=y
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Capitulo 13

O Teorema de Cauchy-Goursat

NEste capitulo faremos uso do Teorema de Green como visto em Calculo III.

Teorema 5 (Teorema de Green) Sejam v um contorno orientado no sentido anti-hordrio
e R o seu interior. Se P e Q) sdo fungoes de classe C' definidas em R entdo

Kdem—i—/dey://R (g—g—g—];)dxdy.

Observacao 21 R = RUOR

Teorema 6 (Teorema de Cauchy-Goursat) Sejam v e R como no enunciado do Teorema
de Green. Se f € uma funcdo analitica definida em um aberto contendo R entao

L f(2)dz =

Prova: A demonstracao que faremos serd somente no caso em que f é de classe C'. Esta parte
¢ devida a Cauchy. A parte sem a hipétese de f ser de classe C' é bem mais elaborada e é
creditada a Goursat.

Coloque u =Rf e v = f. Aplicando o teorema de Green, obtemos

/f dz—/udx—vdy+z/vdx+udy—
ol

//( 0:: __)dfﬁdyﬂ// (g—Z——y)dmg_
I (a )dxdy+z// (gx&y)dxdyo

pois, pelas equagoes de Cauchy-Riemann, a_Z = (% e 8:(: ay
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Exemplo 61 Calcule f7 Ldz onde y = €™, 0 <t < 2.
Como o contorno v delimita a regigo R = {z € C;|z| < 1} e f(z) = -L5 € claramente
analitica em R = {x € C;|z| < 1}, obtemos

1
/ dz=0
Vz—2

Exemplo 62 Calcule f,y ﬁdz ondey=2+¢e", 0<t<2r.

Note que, agora, a funcao f ndao esta definida em toda a regidgo delimitada por . Basta
observar que 2 € {z € C; |z — 2| < 1}.

Desta maneira, o teorema de Cauchy-Goursat nao se aplica. Devemos, assim, calcular a
integral usando apenas a defini¢ao. Temos

1 2w - gt 27
/ dz:/ Zeitdt:z'/ dt = 2ri.
y 2= 2 0 € 0

O teorema de Cauchy-Goursat se aplica a regidoes mais gerais do que aquelas dadas por in-
terior de contornos. Mais precisamente, ele continua valido para regioes simplesmente conexas,
que passamos a definir.

Definicao 24 Seja D um aberto conexo. Dizemos que D € simplesmente conexo se o interior
de qualquer contorno contido em D, estd contido em D.

Observacao 22 Grosso modo, um conjunto simplesmente conexo nao apresenta buracos.

Exemplo 63 Considere 0s conjuntos:

D, ={z € C;|z| < 1}, Dy ={2€C;1<|2| <3} e D3 ={z€C;0< |z <1}.

D, D, D3

Todos os trés conjuntos sao abertos e coneros. No entanto, somente Dy € simplesmente
conezxo. Observe que embora o contorno v1(t) = 2e esteja contido em Dy, os seu interior,

{z € C;|z| < 2} ndo estd. O mesmo acontece em D3 com o contorno ¥5(t) = ze™.
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Exemplo 64 O plano complexo é simplesmente conexo.
Com esta nova linguagem, temos:

Teorema 7 (Teorema de Cauchy-Goursat) Seja D um conjunto simplesmente conexo. Se f é
analitica em D entao para qualquer contorno vy contido em D temos

Lf@ﬂzz&

Exemplo 65 Sen € N entdo f,y 2"dz = 0. para qualquer contorno v. Em particular, tomando-
sen =2 vemos que

/(:c2 —y?)dr — 2xydy = /2xydx + (2* — yHdy = 0.

v Y

para qualquer contorno.

13.1 Independéncia do Caminho

Definicao 25 Seja f : Q@ € C — C uma funcao continua. Dizemos que a integral de f
independe do caminho se para quaisquer dois caminhosy, ey, : [a, b] — §2 tais que v1(a) = Y2(a)

e 71(b) = 12(b) tem-se
Lﬁ@@:éﬂmu

Observacao 23 Se a integral de f independe do caminho, usaremos a nota¢ao

E}@w

para designar a integral de f ao longo de qualquer caminho contido em £ que una os pontos z
a z1, nesta ordem.

Teorema 8 Seja f: Q) C C — C uma fungdo continua. Sao equivalentes:
(1) f,y f(2)dz = 0 para qualquer caminho fechado contido em §2;

(i) A integral de f independe do caminho.

Prova: Suponha que (i) seja valido. Se 71 e 72 : [a,b] — 2 sdo dois caminhos tais que
m(a) = 2(a) e 71(b) = 72(b) entao v : [a, b] — Q2 dado por

() = 7 (2t — a), seagtg‘%b
T a4+ 20— 20), se b < ¢ <b.
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¢ um caminho fechado. Logo, fv f(z)dz = 0.

- [sone= [ st [ s

pois 2 é percorrida de vo(a) a v(b). Assim

[ﬂ f(z)dz = /ﬁ/2 f(2)dz.

Reciprocamente, suponha que (i7) seja vélida. Se v é um caminho fechado vemos que
() =v(a+b—1t), a<t<b

tem o mesmo trago de vy, porém é percorrido no sentido oposto.
Além do mais, como v é fechada, ¥ também é. Assim,

Y(a) =) =~(a) e F(b) =7(b) =~(b).
Logo, por (i),

L F(2)dz = L F(2)dz. (13.1)

Mas, ja sabemos que se invertermos o sentido do percurso da curva, a integral muda de sinal.
Assim,

Lf(z)dz: —Af(z)dz. (13.2)

Comparando as equacoes [[3.1] e [3.2] obtemos

Lf(z)dz =0.

Observacao 24 O teorema de Cauchy-Goursat (veja[7) continua vdlido se a integral for feita
sobre caminhos fechados (lembre que um contorno é um caminho fechado simples).

Juntando a observacao acima e o teorema [§ obtemos:

Teorema 9 Seja ) um conjunto simplesmente conexo. Se f : Q0 — C € analitica entao a
integral de f independe do caminho.

Exemplo 66 Calcule fv e*dz onde v € uma poligonal que liga o ponto z =0 a z = 1.

Como f(z) = €* é uma fungao inteira podemos substituir a poligonal por qualquer outro
caminho que ligue z =0 a z = 1.
Por exemplo, v (t) = it, 0 <t < 1. Temos:

1
-y, . 1 .
/ efdz = / etidt = e =€ — 1L
7 0
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Capitulo 14

Primitiva

A Nogao de primitiva para fungoes de uma varidvel complexa é a mesma daquela utilizada
para funcoes de uma variavel real.

Definigao 26 Seja f: Q — C. Dizemos que F : Q — C é uma primitiva de f se F'(z) = f(z)
para todo z € ().

Teorema 10 Se () é um conjunto simplesmente conexo e f € uma fung¢ao analitica em 2 entao,
fizado zy € ), a funcao

e = [ 1o zeq

€ uma primitiva de f.

Prova: Como {2 é simplesmente conexo e f é analitica, a funcao F' estd bem definida, pois a
integral de f independe do caminho.
Queremos mostrar que para cada z € 2

. F(z4+h)—F(z)
i h A
Fixemos zy € 2 e tomemos h € C tal que o segmento ligando z até z + h esteja contido em ().

Lembrando que F(z + h) representa a integral de f de zy até z + h e que F'(z) é a integral
de f de zp até z, entao, a diferenga F'(z + h) — F(z) representa a integral de f de z até z + h,

isto é,

Fean - Fe) = [ o

Como a integral acima independe do caminho, podemos escolher como caminho o segmento
que liga z até z + h, isto é,
v(t) = z + th, 0<t<l1.

Como [*™" d¢ = h (exercicio , podemos escrever
z

F(z+h) — F(z)
h

_ f<z>\ = G lFG ) = FG) = h7(2)

7



+h

|f1L|/Z+ i J/ /(z dC\ F(0) = f(2)] ¢
= 17O = dC\ o ggggg\f( (1) ~ FRE)
= max | (= + th) = f(2)], (14.1)

pois £(7) = [l.
Como f é continua, dado € > 0 existe um § > 0 tal que para todo |w| < § temos |f(z +
w) — f(2)] <e.
Assim, se tomarmos h tal que |h| < entdo w = th, a <t <1, satisfaz |w| = [th| < |h] <
e, portanto, |f(z+w) — f(2)| <e.
Assim segue de [I4.1]
F(z+h)— F(z)

sempre que |h| < 0, ou seja,

h—0 h
[ |

Corolario 5 Sejam ) um conjunto simplesmente conexo e f :  — C uma func¢ao analitica.
Entao, fixado zy € Q a funcao F : Q) — C dada por

=/ f(Ode, zeq

Prova: Pelo teorema anterior, a derivada de F' existe em todo €2 (e é igual a f). Logo, F' é
analitica em ().

¢ analitica.

Proposicao 26 Sejam ) um conjunto simplesmente conexo e f : Q0 — C uma fun¢ao analitica.
Se F' e G sao primitivas de f entdo a diferenca entre ' e G ¢ constante. Em particular, dado
20 € Q emiste C' € C tal que

z/Z:f(C)dHC-

Prova: Seja H : Q%CdadaporH(): F(z) — G(z).

Como H'(z) = F'(z) — G'(2) = f(2) — f(2) = 0 e Q é conexo, segue de [[9 que H(z) é
constante.

Quanto a outra conclusao, basta lembrar que

m/z:ﬂc)dc



é primitiva de f. Portanto, F(z f f(¢)d¢ = C para alguma constante C'. Além do mais,
tomando z = zg, vemos que C' = F (zo
|

Observagao 25 Seque do TeoremalIll e da Proposicao 28 que toda primitiva de uma fung¢dao
analitica definida em um conjunto simplesmente conexo é da forma f; f(¢)d¢+C, para algum
z0 € Q e algum C € C.

Proposicao 27 Sejam €2 um conjunto simplesmente conezo e f : Q@ — C uma funcdao analitica.
Se F' é uma primitiva de f ey : [a,b] — Q é um caminho entdo

[ 161z = Fla) - Fota)
gl
Prova: Sabemos que F' pode ser escrita como
- [ roic+e,
v(a)

com C' = F(vy(a)). Também ¢é sabido que a integral de f independe do caminho. Logo,

~(b)
/ fydz= [ f(z)dz=
0% v(a)

v(b)
= [/() f(z)dz+C

Exemplo 67 Calcule fﬁ/ ¢z dz onde (1) = (1 + cost)eit, 0 < t < pi.
%(leﬁ) = e*’ 2z, temos que F(z) =

2
1
/ez2zdz — —¢*
N 2

Exemplo 68 Seja 2 um conjunto simplesmente conexo que nao contém a origem. Se 7y :
la,b] — C é um caminho entdo

—C=F(y(b) = F(v(a)).

2

Como e** ¢ uma primitiva de f(z) = e* 2.

Assim,

1

2

() 1 0
= —e

1—et

, 2

22

7(0)

1
[ 5 dz = 10g(0) ~ ogl3(a)). (14.2)
5
Em particular se v € fechada, fy 1dz=0.

Isto segue do fato que a funcao log z é uma primitiva de % definida no conjunto simplesmente
conexo ). Porém, se ) contiver a origem, a formula [[4.2] deixa de ser véalida. Basta lembrar
que

1 ,
/—dz:Qm', () =e€* 0<t < 2r.
2
N
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Figura 14.1: Integracao sobre regiao que nao é simplesmente conexa

Observagao 26 O mesmo resultado do exemplo [68 é vdlido para a fungdo Zia

v mdo contiver o ponto a no seu interior. Neste caso, a primitiva € log(z — a).

se o contorno

Vejamos agora como podemos proceder com a integracao sobre um contorno =, no caso em
que a funcao a ser integrada nao ¢é necessariamente analitica em todo o interior de 7.
Considere um contorno v e n contornos v, . .., 7, satisfazendo as seguintes propriedades:

i) cada 7; estd contido no interior de 7;
ii) se ji; # jo entdo 7;, esta contido no exterior de ;,.

Seja R a regiao obtida do interior de 7 eliminando-se cada 7; bem como o seu interior. Note
que a fronteira de R é a reuniao dos contornos v, vi,va, .- -, Vn-

Se f ¢ uma funcao analitica definida em um aberto contendo R e se 7,71,72,- .,y S30
percorridos no sentido anti-horario entao

/Vf(z)dz:/% f(z)dz+~-~+/%f(z)dz. (14.3)

A prova deste fato requer mais ferramentas do que dispomos neste curso. No entanto, é facil-
mente visualizada pelas figuras[I4] e [4l onde separamos a regiao R em duas partes simplesmente
conexas.

A fronteira de cada uma destas partes é um contorno e a funcao f é analitica sobre ela e
o seu interior. Assim, a integral de f ao longo de cada um destes dois contornos no sentido
anti-horario se anula. Somando as duas integrais, observamos que o resultado é uma soma de
integrais ao longo de ~y (no sentido anti-horario) e de v; (no sentido horério), j =1,...,n.

Ao revertermos a ordem do processo das integrais sobre ;, obtemos o resultado.

Exemplo 69 Seja v um contorno contendo no seu interior o ponto a € C, percorrido no
sentido anti-hordrio. Verifique que
/ dz ,
= 27m1.
L Z—a
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Figura 14.2: Subdividindo a regiao em duas simplesmente conexas

(P

/@ N
N

= ()

Vamos retirar do interior de v um disco fechado, centrado em a e de raio € > 0, suficiente-
mente pequeno.
Nesta nova regido, a funcao f(z) = -% ¢ analitica e por 4.3 temos

zZ—a

/ dz _/ dz
Vz—a_ e Z—a

onde v.(t) = a +ee™, 0 <t < 27. Logo,

d 27 1 )
/ S / —,tee’tidt = 2mi.
42— a o €€

1
—d
/72(224—1) :

onde v € a elipse x> + % =1, percorrida no sentido anti-hordrio.

Exemplo 70 Calcule

81



Do interior da elipse retiramos trés conjuntos fechados de raio € > 0, suficientemente pe-
queno, centrado nos pontos 0, ¢ e —1.

Neste novo dominio a fungao m ¢ analitica e

1 1 1 1
———dz= | ———=d —d —d
[yz(zz—l—l) - /71 z2(22+1) Z+/V2 z2(22+1) Z+/% z2(22+1) :

onde 71 (t) = g€, yo(t) = i + e, y3(t) = —i + e, 0 <t < 2.
Usando fragoes parciais, temos

1 1 11 1 1

2(2+1) 2z 2z+i 2z—1i

1 1 1 1 1 1
[ [l 1) L,
o 222+ 1) vy 2 2 ), z+i 2 ), 21

Usando o Exemplo [68 e a Observacao 26, vemos que

1 1 1
/—dz:Qm',e/ _dz:/ -dz = 0.
" % 712+Z m 2t

Temos

Analogamente,

Reagrupando os resultados, obtemos

1 1 1
/27@ — i — =2mi — =2mi = 0.
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Capitulo 15

A férmula de Cauchy

O Teorema a seguir é um dos principais des curso.

Teorema 11 (Férmula de Cauchy) Sejam Q um conjunto simplesmente conexo, vy um con-
torno contido em € orientado no sentido anti-hordrio. Se f € uma fun¢ao analitica em Q) entao

o) = - f2)

2mi )y 2 — zo

(15.1)

para todo zy contido no interior de 7.

Prova: Como o interior do contorno v é um conjunto aberto, existe ry > 0 tal que para todo
0 < r < rqy o circulo centrado em zy de raio r também esta contido no interior de ~.
Coloque v, (t) = zo + re”, 0 <t < 27, Como a fun¢ao = Sz ) é analitica em Q \ z, segue de

que
e, [ e,
'y Z— 20 "y Z— 20
Agora,
[ [ S, / F2) = Feo) + £ (),
'YZ_ZO n ’YTZ_ZO N zZ— 20 n
B f(z) = f(z0) 1 B
_/YT e dz+f(zo)/% ——dz=
oy R CET PR
Portanto,
/f()d—f(z027m— —(Zo)d':
Ar Z— 20 Z— 20

rett

T f(z0+ feh) — f(zo)rieitdt‘ _

a
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AWU@m+m%—f@®Mt

< [ G+ e = paplar

Como f é continua em zy, dado € > 0 existe 0 > 0 tal que |z—zp| < § implica em |f(2)— f(z0)] <
e/2m.

Deste modo, tomando 7 menor do que ry e § vemos que w = z, + re' satisfaz, para todo
t € 0,27, |lw— 2| = |re’| =r < 4.

Logo, | f(w) — f(20)| < /27, isto é, | f(z0 + 1e) — f(20)| < /2.

Desta maneira,

() 42— f(eg)2mi] = / 1) g~ fe)am (15.2)
v Z— 20 "y Z— 20
2m ] 27 c
< / |(f(20 + 7“6”) — f(ZQ))|dt < / —dt = €.
0 0 27
Como a primeira expressao de nao depende de €, vemos que
(2) dz = f(z0)2mi,
v Z— 20
que apos a divisao por 27i é a féormula desejada. [ |

Exemplo 71 Se v € um contorno que contém zy no seu interior e percorrido no sentido anti-
hordrio entdao tomando f(z) = 1 na formula de Cauchy, obtemos um resultado que jd nos é
familiar:

1 1 1
1=— dz, isto €, / dz = 2.
2mi )z — 20 42— 20

Exemplo 72 Seja v € um contorno que contém zy no seu interior. Calcule f,y “Edz, vy per-

corrido mo sentido anti-hordrio. Basta tomar f(z) = cosz e zg = 0 na férmula de Cauchy.
Obtemos

z

/ coszdz = 2micos 0 = 2m1.
¥

Exemplo 73 Vamos refazer o cdlculo da integral f,y mdz onde v € a elipse x* + % =1
percorrida no sentido anti-hordrio, fazendo uso da formula de Cauchy.

~ 2 s ~ 1 f(z) sy - . .
Como nao € possivel colocar a funcao = " forma Ty com f analitica no interior da

elipse e para algum zy, (veja que a unica possibilidade seria f(z) = z(zz;j—ol) que nao € analitica

no interior da elipse mesmo quando zy € tomado dentre um dos valores de 0,1, —i).
Vamos percorrer a elipse como mostra a figura abaixo
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Devido aos cancelamentos das integrais calculadas nos arcos que se encontram no interior
da elipse (cada um deles é percorrido duas vezes, porém em sentidos opostos), temos

1 1 1 1
/yiz(z2+1)d'z:[ﬂ 7z(z2+1)dz+[,2 72(22_‘_1)612—{—[% 72@2_‘_1)0[2:
= hz) dz+/ f2(z)dz+ fs(2) dz,

72

" ' z ,YSZ—I-Z')

z—1)

onde fi(z) = m, fa(z) = # e fa(z) = ﬁ sao analiticas sobre Vi, Yo € 3 € seus
nteriores, respectivamente.
Desse modo, podemos aplicar a formula de Cauchy em cada uma das integrais, obtendo

syt = ) 20+ 2rif ) =

—1 —1
= 27?@’(7) + 2mi + 27Ti(7) = 0.

A integral fﬁ/ Z%dz, onde v é um contorno contendo a origem no seu interior, nao pode
ser tratada diretamente usando a férmula de Cauchy. A razao para isto é que se colocarmos

.
Ziz = Zjiz:), a funcao f(z) = *Z#* nao ¢ analitica no interior de v para qualquer escolha de z.
Note que nem mesmo a escolha zy = 0 € 1til aqui, tampouco é possivel usar de argumentos como
no exemplo anterior, em que percorremos a curva 7 usando trés curvas auxiliares. A diferenca
aqui é que a funcao Ziz sO0 nao esta definida em z = 0 enquanto que 2(221 sy I +$(z_i) nao esta
definida para mais de um ponto (dai o uso de curvas auxiliares) e as raizes de z(z +1)(z — 1)
sao todas simples (a raiz de 2% ¢ dupla).

O teorema [I2] que fornece uma generalizacao da férmula de Cauchy, serd tutil para tratar

integrais como, por exemplo, f,y Z% dz.

Teorema 12 (Férmula de Cauchy para derivadas) Sejam 2, v, f e zy como no teorema
[I51. Entao f possui todas as derivadas em zy e a n-ésima derivada € dada por

FM(z) = ! /Ldz (15.3)

211 J., (2 — zo)"tt
onde v € percorrido no sentido anti-hordrio.

Prova: Mostremos o caso n = 1.
Precisamos mostrar que

limf(20+h)_f(20)—L/ f(z) ds.

h=0 h C2mi ), (2 — 2)?

Pela férmula de Cauchy, para h # 0 suficientemente pequeno, temos

%[f(zﬁh)—f(z())] =% {%l%@-%/y%dﬁ B
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Tr

- zﬁlm’/yf(z) [(z—zlo—h) - (z—lzo)] dz =
h

R L /)
B 27rhz'/{f( )(z—zo—h)(z—zo)d 2mi J, (2 — 20 — h)(z — 20)

dz.

Deste modo,

1 I B (R [0 1[G
wCotm =gl = o [ o= o [ i [

271 z — 2p) 271 z—2z9—h)(z — 20) i | (2 — Z0)2dz
L [k h], b ) )
S 2mi ), (z— 20— h)(z - 20)? o 7(Z—ZO—h)(z—zo)de_
_n G
C2mi ), (z— 20— h)(z — zo)2d (15.4)

onde 7, é um circulo contido no interior de 7, centrado em 2y de raio r contendo o ponto zy+ h
no seu interior, v, é percorrido no sentido anti-horario.
Assimse 0 < |h| < §, e |z — 2| <7

(2 = 20 = B)(2 = 20)*| = |2 = 20 — h||z — 2|* =
= |z — 20— h| > (]z = 2| — |h])r* =
3

) Ly T
(r—|h))r* > (r — 5)7‘ =5
e dai,
£(2) el _em
(z—20—h)(z—20)%| ~ |(z—20 — h)(z — 20)?| = 13"~
onde M é o maximo de |f(z)| sobre o circulo |z — zg| =7 (7).
Com isto, obtemos de [[5.4]

_ I
— 27

o+ = ) = 5 [ L

271

7
/yr RGP



1

=

V2

L b2, M)

R l(y) = T|h|
que tende a zero quando h tende a zero.
Logo,
RVICRIOES (CO N / (7{(2 EB
~ 0
A prova do caso n > 2 segue os passos da prova que acabamos de mostrar, com adaptacgoes
apropriadas. [ |

Corolario 6 Toda funcao analitica é de classe C™°.

Prova: Dados n € N e f analitica, segue do teorema anterior que f™*1) existe em todo o
dominio de f. Consequentemente, a funcio f™ é continua (por ser derivavel). [ |

Corolario 7 A derivada de uma fun¢dao analitica é também analitica.

Exemplo 74 Seja v um contorno que envolve a origem. A integral fy Z%dz pode ser calculada
usando-se a formula[I23 com f(z) =1 e zy = 0, obtendo

1 . .
/V ;dz =2mif'(0) = 2mi0 = 0.

Exemplo 75 Calcule fﬁ/ ﬁ_ll)dz onde v € um contorno percorrido no sentido anti-hordrio e

que envolve os pontos z =0 e z = 1.
Se tomarmos os contornos y; € 2 como na figura [79 entdo

z+1 z+1 z+1
Lz3(2—1)dz_/l z3(z—1)dz+// 23(z—1)dz_

- [ B [ e
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onde fi(z) = %} e fo2) = %31
Usando a formula de Cauchy para derivada, calculamos

fl (Z) 271

dz = 5T 7(0) = mif](0).

Mas, fi(z) = 5 e [1(2) = oo

Logo,
/ i;)dz = mi(—4) = —4mi.
n
Agora,
fa(2) :
dz = 2mifo(1) = 4mi.
/72 (z—1)
Portanto,

z4+1 . .
/mdzz —477'7/—'_477'7/:0.

Teorema 13 (Morera) Sejam f: Q — C continua e Q simplesmente conezo. Se a integral de
f independe do caminho ou, equivalentemente, a integral de f se anula sobre qualquer caminho
fechado contido em ), entao f € analitica.

- [ s,
20
estd bem definida em ().

Mostremos que F’(z) = f(z). Para isto, procedemos como na prova do teorema Temos

Prova: Fixado zg, a fungao

Fz+h) - / 7

Como a integral acima independe do caminho, podemos escolher como caminho o segmento
que liga z até z + h, isto é,
v(t) = z + th, 0<t<1.

+h
Como fzz d¢ = h, podemos escrever

‘F(z+h})L—F(Z) — f(2)| = |h| |F(z4+h) — F(z) — hf(2)]
[ o / i dC‘ £(0) = F(2) dc
1 176)- dé‘ 1] a2 (8) = £2)e0)
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= max |f(z +th) — f(2)|, (15.5)

0<t<1
pois () = |h].

Como f é continua, dado € > 0 existe um ¢ > 0 tal que para todo |w| < § temos |f(z +
w) — f(2)| <e.

Assim, se tomarmos h tal que |h| < § entdo w = th, a <t <1, satisfaz |w| = |th| < |h| < §
e, portanto, |f(z+w) — f(2)| < e.
Assim segue de
F(z+h)—F(z)
h

—flzx)| <e

sempre que |h| < 6, ou seja,
F(z4+h)—F(z)

i h = /).
Pelo Corolério[, F'(z) = f(z) também ¢é analitica em (. |

Teorema 14 (Liouville) Se f é uma funcgdo inteira e limitada entao f é constante.

Prova: Seja M tal que |f(z)| < M, para todo z € C. Tomando 7(t) = z + Re, 0 < t < 2m,

temos ()| = L/ f(Q) d(‘<imax f(©)
2w ) (C—2)2 | T 27 (e

(€—2)?
mas {(7) = 27 R e para ( € v, isto é, |( — z| = R, temos

()

‘ O | _ Ul _ 119l - M

C—22 [€—2P R* ~R¥

hogo. 1 M M
< 5 pa2ml = 4

que tende a zero quando R tende a +oo.
Desta forma, f’(z) = 0 para todo z € C. Segue dai que f(z) é constante.
|

Teorema 15 (Teorema fundamental da algebra) Todo polinémio nao constante possui u-
ma raiz em C.

Prova: Seja p: C — C um polinémio. Suponha que p(z) # 0 para todo z € C.

A fungao f(z) = ﬁ ¢ inteira. Mostremos que f também ¢é limitada.

Escrevendo p(z) = a,2" + -+ -+ a1z + ag, com a,, # 0 vemos que para z = e, r > 0, temos

Ay aq Qo
= n n

Ip(2)] = |an2"| |1 + - + 4 e + e

> |an|r™ [1— L a1 _ |aol

- anlr anfr T Jalr ]



Como

|an1] i |aol —1,

r—00 |an|r |ap|rn=t - ||

1 — M ..... ‘al‘ — ‘CL(]‘ > 1
la,|R la,| R a,|R™ = 2
Logo, para |z| > Ry, temos
1 2 2
1f(2)] = <

= < .
()] lanllz]™ fan| B

Como f é continua, também é limitada para todo |z| < Ry. Logo, f é limitada em C.

Pelo Teorema de Liouville[[4] f deve ser constante e, portanto, p também é constante. Isto
¢ uma contradigao.

Portanto, existe zg € C tal que p(z9) = 0.
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Capitulo 16

Funcoes Harmonicas

COnsidere f:Q — C, uma funcao analitica. Sabemos que f é de classe C*°, isto é, possui
derivadas de qualquer ordem em €. Segue dai que as funcoes u = Rf e v = &f também sao
de classe C'™° em ().

Como f é analitica, u e v satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann:

Ju  Ov ou v
% = a_y € a_y = —8_;(; em Q
Derivando a primeira das equagoes acima com relacao a z e a segunda com relacao a y,
obtemos
Pu 0w 0u 0%
= e = em ().

Ox? 0x 0y 8—y2 —8y8x

Somando-se ambas as equagoes,

Pu  Pu O v
0x? + dy?  Oxdy B oyor
pois v tem derivadas parciais de segunda ordem continua.
Vemos, assim, que u satisfaz

0

0%u N Pu
ox2  oy?
A equacao acima é chamada de equacao de Laplace e uma funcao de classe C? que a satisfaca
¢ dita harmonica.

0 em §).

Exercicio 14 Prove que v = Sf, f analitica, € também uma fun¢ao harmonica.
Exemplo 76 As funcoes
ur(z,y) = 22 —y® = N2, ug(x,y) = " cosy = Re* e us(x,y) = coshycosx = N cos z

sao exemplos de funcoes harmonicas em C.
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Exemplo 77 Nao existe fun¢do analitica cuja parte real seja u(zx,y)

existisse, u deveria ser harmonico, porém,

Como vimos, toda parte real de uma funcao analitica é harmonica.

d%*u

a2

d%*u

2% + y?. Pois, se

O proximo teorema diz que se u for harmonica em uma regiao simplesmente conexa entao
u é a parte real de alguma fungao analitica.

Teorema 16 Sejam 2 um conjunto simplesmente conezxo e u : ) — R uma fun¢do harmonica.
Entao existe uma func¢ao analitica f : 2 — C tal que u = Rf.

Prova: Seja g : (2 — C dada por

Como u ¢ de classe O?, vemos que g é de classe C''. Como

ou_
7= or 0Oy
0 0u Pu 0,
o: "o~ oy oy
0 0u 0%u 0
oy Oydxr  0zx0y ox

vemos que g é analitica em (2.
Como 2 é simplesmente conexo,existe uma primitiva G : Q — C de g, isto é, G' = g em €.

Lembre que G ¢ analitica.

Agora, colocando ¢ = RG e 1 = IG temos

e também,

Dai,

G_8x+28x_g_8x Zay
G P o
dy Z@y_g_ﬁx Zay
0 0
a—x@—u)—o e 8—y(80—u)—0

Como () é conexo, vemos que ¢ — u é constante, digamos, ¢ —u = c € R.

Desta maneira, colocando f = G — ¢, vemos que f é analitica e

Rf

=RG—c)=p—c=u.
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Observagao 27 A funcao f do teorema acima € dada por

conforme a prova do teorema 10

Exercicio 15 Verifique que se u e §2 sao como no teorema acima e se 7y : [a,b] — ) € tal que
v(a) = (xo,90) € 7(b) = (x,y), entdo

/ (@ — Z@_u) dz = u(x,y) — u(o, yo) +i/—g—udaj + %dy
ol

Y

Definicao 27 Seja Q2 um aberto. Denotamos por H(2) o conjunto de todas as fung¢oes harmo-
nicas em §2.

Exemplo 78 H(Q2) é um espago vetorial.
Exemplo 79 Se () é simplesmente conezo entao H(Q) = {Rf; f:Q — C € analitica}.

Exemplo 80 Seja 2 um conjunto simplesmente conexo que contenha a origem. Se R € tal que
v(t) = Re™, 0 <t <27 esteja contida em 2 entdo, para todo a tal que |a| < R temos

27 P2 2 1 2m 2 2 ]
u(a) = 5 / B =lalyar = L [T B0l ety (16.1)

|z — al? 21 Jo  |Re? — al?

Seja f analitica tal que Rf = u em Q.

Se a = 0 entao e
uw(0) = 27?@/

27 it it
f(Re")Rie 1 ;
27” —( Re)” §R f(Re Ndt =

/Rf Ret)dt = _/ u(Reit)d
que €161 com a = 0.

Suponha agora que a # 0. Pela formula de Cauchy temos

f2) 4.
fla) = 3 - a (16.2)
Agora, como w = %2 ¢ tal que
2 2
w =t Rk
al  al |al
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vemos que a fung¢do g(z) = f_(;)Q ¢ analitica em z;|z| < R. Logo,

1 f(z
0= _( ;dz (16.3)
Subtraindo [16.3 de[16.2 temos
1 1 1
—2—7”[/]0(2) L’—a_z—%] dz =
1 jaf* — R? 1o t jaf* — R? it
- - ity | it gt
omi /Vf O —m—m” " ), T Ga amem
S P L N (10 L]
2 (Re™ —a)(a— Re_it) 2 (Re“ —a)(Re* — a)
_ Reit / —dt.
o ), It e)\ Ret\ 1z |z—a|
Portanto,

Z|2 jaf* o _ 1 /27r |2* — |al?
u(z, éR dt = — u(z)————dt.
v) / /= |z—a| 27 Jo =) |z — al?

Exemplo 81 Tomando u =1, vemos que se |a| < R

27 2 2 2 R2 _ 2
o lz—af o |Re" —al?

o 1 2T
: dt = .
0 |Rezt _ a|2 R2 _ |CL|2

Observagao 28 Observe que pela formulaI6.1, o valor de u no interior do disco z;|z| < R s
depende dos valores de u na fronteira deste mesmo disco.

Ou seja,
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Capitulo 17

Sequéncias e Séries

Definigao 28 Considere uma sequéncia de nimeros complexos (zy,), isto €, uma aplicagdo que
para cada n € N associa um unico numero complexo z,. Dizemos que z, é convergente se existir
z € C tal que para todo € > 0 existe n, € N satisfazendo

lzn — 2| < € sempre que n > n,.

Proposicao 28 Se z, € convergente entao existe um unico numero complexo z satisfazendo a
definicao acima.

Prova: Se z e w satisfazem a definicao acima entao, dado € > 0 é possivel encontrar n; € N
tal que
|z — 2| < €/2 sempre que n > 1

e também n, € N satisfazendo
|2 —w| < €/2 sempre que n > ns.
Tomando n, como o maior entre os nimeros n; e ny Vemos que se n > n, entao
0<|z—w|<|z—zp|+|2n—w|<e/24+¢e/2=¢

para todo € > 0. Logo, |z —w| =0, isto é, z = w.

Observacao 29 Se z, € convergente e se z € o unico numero complexo que satisfaz a definicdao
28, dizemos que z € o limite da sequéncia z, e denotaremos por

Zn — % ou lim z, = z.
n—oo

Observacao 30 Geometricamente, o fato de z, — z significa que por menor que seja o disco
centrado em z,, sempre serd possivel encontrar n, € N de modo que z, pertenca a este disco
para todo n > n,. Em geral, quanto menor o disco, maior serd n,.
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Observacao 31 Se uma sequéncia nao for convergente, diremos que ela é divergente.

Deixamos como exercicio as provas das seguintes proposicoes:
Proposicao 29 Se z, — z e w,, — w entdo
i) Zp+w, = 2+ w;
i1) Az, — Az, para todo \ € C;
iii) existe M > 0 tal que |z,| < M, para todo n € N, isto é, a sequéncia z, € limitada.

Proposicao 30 Seja z, uma sequéncia em C. Sejam x, = Rz, ey, = z,. Entdo z, €
convergente se e somente se as sequéncias de numeros reais x, e Yy, convergem. Em caso
afirmativo, temos

lim z, = lim x, + ¢ lim y,.

n—o0 n—o0o n— oo

Exemplo 82 Analise a convergéncia das sequintes sequéncias:

1

Zn = —, w, = 1" e Cn:gjtin.

i
n

Como Rz, =0—0e 3z, = % — 0, a proposic¢ao [30 nos diz que z, é convergente e se limite
é zero.

Note que Rwq, = Ri%k = (—1)* nao é convergente. Logo, pela proposicao BQ, a sequéncia
w,, também nao converge.

Quanto a ultima sequéncia, vemos que ela nao é limitada, pois para todo n € N, temos

1
Cal =4/ = +1n* > Vn?=n.
n

Logo, pelo terceiro item da proposicao 29 ¢, nao pode ser convergente. 0

Definigao 29 Seja z, uma sequéncia em C. Dizemos que a série y .z, € convergente se a
sequéncia s, = zg + - - - + z, for convergente. Ou seja, se existir S € C tal que para cada € > 0
existir n, € N tal que

n
S—sz <e para todo n > n,.
j=0

o0
Neste caso, denotamos S por y > 2,.

Observacao 32 A sequéncia z, que dd origem a sériey .~ z, € chamada de termo geral desta
série.

Seguem das proposicoes 29 e 3] as seguintes proposigoes:

Proposigao 31 Se S ="z, eT =5 " w, entao
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i) Doolzn T wn) =S+ T
W) > oAz = AS, para todo A € C.

o ~ . o . o [ o ~ U [ee]

Proposicao 32 Sejam z, = x, + iy, x, = Rz, € Sz, = y,. Entao a série )y~ 2, converge
;. ’ . o0 o0

se e somente se as séries de nimeros reais Yy - Ty € > Yo convergem. Neste caso,

o0 o0 o
E Zp = E T, +1 E Un-
n=0 n=0 n=0

Também temos
Proposigao 33 Se Y >z, é convergente entio z, — 0.
. - e .~ ’ . , . o0
Prova: Coloque z, = Rz, e y,, = Sz,. Pela proposicao B2] as séries de nimeros reais » | x,

e > 7 Yn convergem. Portanto, por um resultado de Calculo II, temos z,,y, — 0, isto é,
Zn = Ty + 1Y, — 0.

Exemplo 83 A série > 7,
monica). No entanto, temos

ndo € convergente pois Yy oo SL =3 L diverge (série har-
— 0.

3 eS|

Observacao 33 O exemplo acima mostra que a condi¢ao z, — 0 ndo € suficiente para que a
série formada por z, seja convergente. No entanto, a proposicdao[33 nos diz que esta condi¢ao
(zn, — 0) € necessdria para a convergéncia dey . z,, isto €, se o limite de z, ndao existir ou
se convergir para um nimero diferente de zero entdo a série Yy~ z, serd divergente.
-~ s o0 n_l,-z s, - s ’
Exempl;) 84 fela prgoposzgao BZOO a sez@e Zn:olon—gl ¢ convergente, pois as séries de numeros
N nr—i __ O/’I’L R ~

reais y o RO =37 Sr ey Y o173 SGo ambas convergentes.

°« ~ . s . [ele] ’ s (o]
Definigao 30 Dizemos que a série )~ z, € absolutamente convergente se a série Y > |z
for convergente.

Ve - i Ve Ve - e
Exemplo 85 A série Y | 3 ¢ absolutamente convergente. Basta notar que a série de ni-
[e.9]

i ,
meros reais y . =Y 5 € convergente.

_2
Proposigao 34 Se ) >z, ¢ absolutamente entao ela também é convergente.

Prova: Colocando z, = Rz, e y, = Sz,, vemos que 2 < 22 + y2 = |za|” e, portanto,
|z, < |zn]- Assim, usando o critério de comparagdo para séries de ntimeros reais vemos que
> o2 o Tn ¢ absolutamente convergente e, portanto, convergente.

De modo semelhante se mostra que Yy, também é convergente. Logo, pela proposi¢ao
temos que Y~ z, ¢ convergente.
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Exemplo 86 Nem toda série convergente é absolutamente convergente como pode ser verificado
.. -2n

pela série Y 7 .

L. - . 00 i2" o ') 1 .

Esta série nao converge absolutamente pois -, =Y = diverge.

n n=1n

No entanto, > 0 2ro_ yhee EDT g convergente pelo critério de Leibinitz (Cdlculo I1),
n=1 n n=1 n

. 7’ A . z ~ 7o - —1 n z
18to €, como a sequencia % ¢ decrescente e tende a zero, entao a série alternada 220:1 ( n) €
convergente.
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Capitulo 18

Séries de Poténcias

Definicao 31 Sejam z, € C e a,, uma sequéncia de nimeros complexos. A cada z € C coloque
Zy = Gy (2—2,)". A série dada por Y 7z, =Y o0 s an(2—2,)" € chamada de série de poténcias.
O numero complexo z, € chamado de centro da série de poténcias.

Neste capitulo trataremos de estudar sob que condi¢oes uma série de poténcias é convergente.
Note que quando tomamos z = z, a série de poténcias é convergente e seu valor ¢ o termo
independente ay.

Veremos mais adiante que se a série de poténcias convergir quando tomamos algum outro
valor de z # z, entdo serd possivel definir uma fun¢do numa vizinhanca (pelo menos num
disco aberto) de z, que a cada z nesta vizinhanga associa o valor da série, isto é, f(z) =
Yo g an(z — z)"

Na maior parte do capitulo passaremos a estudar propriedades desta funcao. A principal
delas sera que f é uma funcao analitica.

Reciprocamente, o teorema de Taylor par fungoes analiticas nos garantira que toda fungao
analitica pode ser escrita como uma série de poténcias convergente em uma vizinhanca de cada
ponto do dominio (aberto) da fungao.

Vamos comecar a nossa investigagao considerando a série geométrica que é obtida tomando-
se z, =0 e a, = 1 na definicao Bl

Sabemos que uma condi¢ao necessaria para que uma série seja convergente é que seu termo
geral tenda a zero. Como no presente caso z, = z" vemos z, — 0 se e somente se |z| < 1.
Assim, para |z| > 1 a série geométrica é divergente.

Para |z| < 1, considere a sequéncia formada pelas somas parciais,

Sp(z) =142+ -4 2"
Temos
(1—2)5,(2) =5n(2) —zsp(2) =14+ 24+ -+ 2" — (2 + 22+ 2" =1 - "

e, dai,
n+1

) =30 = 1;‘ i (18.1)




Como |z| < 1, vemos que

S+l ‘z|n+1
= — 0.
1—2 |1 — 2]
Desta maneira, segue de [I8.1] que
- 1
Z 2" = lim s,(2) = , para todo z tal que |z| < 1.
—~ n—o0 1—=z2

Vale a pena observar que a convergéncia também é absoluta neste disco Dy = {z;]2| < 1}

pois a série geométrica de nimeros reais » _ |z|" = 1—1\,2\ ¢ convergente pois a |z| < 1.

Definicao 32 Dizemos que uma série de poténcias Y, _,an(2 — 2,)" converge uniformemente
em um conjunto D C C se existir uma funcao S em D tal que dado € > 0 existir n, € N
satisfazendo

S(z) — Zaj(z —z)| <e¢ para todon >n, etodo z€ D.
=0

Observacao 34 F claro que se a série converge uniformemente em D entdo, para z € D temos
que a série de poténcias Y, _,an(z — 2,)" converge para S(z).

Observacao 35 Note que embora as definicoes de convergéncia e de convergéncia uniforme
sejam bastante semelhantes, nesta ultima € possivel escolher, para cada € > 0, um mesmo n,
que sirva para todo z € D. Na definicdo de convergéncia, o n, pode variar de acordo com o
ponto z.

Proposigao 35 Seja > " a,(z — z,)" um série de poténcias tal que para todo n tenhamos
lan(z — 2,)"| < by, para todo z € D, onde Y 7 b, € convergente. Entdo, Y > an(z — 2,)" €
uniformemente convergente em D.

Prova:
Dado ¢ > 0, existe n, tal que

ibj—zn:bj = i b; <e para todo n > n,.
j=0 j=0 j=n+1

E claro que a série de poténcias é (absolutamente) convergente para todo z € D.
Assim, se n > n, e todo z € D temos

Zaj(z—zo)]—Zaj(z—zo)’ = Z a;j(z — 2z,)| < Z ‘aj(z—zo)]} < Z b <e¢
j=0 j=0 j=n+1 j=n+1 Jj=n+1
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Exemplo 87 A série geométrica converge uniformemente no disco fechado D, = {z;|z| <1’}
onde 0 < r" < 1. Porém a convergéncia nao € uniforme no disco aberto Dy = {z;|z| < 1}.

Passemos a verificar estes fatos notamos primeiramente que se z € D,s entdo |z|" < (/)"
Segue da proposicao com b, = (r')" (note que 0 < 7’ < 1) que a série geométrica é
uniformemente convergente em D,..

Quanto a segunda afirmacao, vemos que, por [I81] para ¢ > 0 existira n, tal que para todo
n > n, tem-se

sn(z) — sz <e

J=0

se e somente se

n+1 n+1
z _ |Z‘ e |Z|n+l < €|1 —Z| = (’)’L—}—]_) 10g|2| < 10g(5|1 _Z|)
1—=2 11— 2|
1 1-—
¢>H+1>Mv
log |z|

pois |z| < 1. Note agora, que a medida que tomamos os pontos mais préximos a fronteira
do disco (]z| =1), teremos que tomar n, cada vez maior para que [I81] fique vélida para todo
n > n,.

n

Teorema 17 Dada uma série de poténciasy o a,(z—z,)" entdo ocorre uma e somente uma

das sequintes situacoes:
i) > gan(z— 2,)" sO converge em z = z,;

i) existe v > 0 tal que se |z — z,| <1 a série )y~ an,(z — z,)" converge absolutamente e se
0 <71’ <r, a convergéncia é uniforme no disco fechado D, = {z;|z — z,| < r'}.

Além do mais, se |z — z,| > 1 a série Y~ an(z — z,)" diverge;

i) a série Yy~ an(z — z,)" converge absolutamente para todo z € C e uniformemente em
todo disco fechado D, = {z;|z — z,| < r'}.

Prova: Seja D = {z;) " jan(z — 2,)" converge absolutamente}.

Se D = {z,} entdo temos ).

Se D # {z,} entao existe z; € D, z; # z,. Coloque 1, = |21 — z,| > 0.

Como > 7 a,(z1 — 2,)" converge, o seu termo geral tende a zero e é, portanto, limitado.
Assim, existe M > 0 tal que |a,(z1 — 2,)"| < M para todo n.

Se 0 <71’ <r,elz—z]| <r'entao

n
Z— 2, T

lan(z1 — 2,)"| < M ( ) (18.2)

|an(2 - ZO)n| =

21 — %o To

Como 0 < % < 1, vemos que Y |a,(z — z,)"| converge. logo, z € D.
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Note que por a série Y 07 a, (2 — 2,)" converge uniformemente em D,.. Para ver isto,
basta notar que o ultimo membro de independe de z € D,..

Veja que mostramos que D,» C D para todo 1’ < |z; — z,| onde 21 € D, 21 # z,.

Agora, se todos os discos centrados em z, estiverem contidos em D entao teremos D = C
e com o que ja foi demonstrado, obteremos iii). Por outro lado, se isto nao acontecer entao
existira r > 0 tal que

D, ={zlz—z2]<r}CD e Dsg D paratodos>r. (18.3)

As estimativas feitas em com r = 1, mostram as duas primeiras afirmativas de 7).
Quanto a terceira, basta ver que se |z — z,| > r entdo se a série Y~ a,(z — z,)" convergisse,
seria possivel encontrar M’ > 0 tal que |a,(z — 2,)"| < M’ para todo n e, assim, para todo 2’
satisfazendo r < |2/ — z,| < |z — 2,|, terfamos

/ n

PR ,_
lan (2 = 20)"] = | =22 Jan(z — 20)"| < M | =22
2 — Z 2 — 2
Como )
ﬂ <1’
2 — 2

a série >~ a,(2 — z,)" convergiria absolutamente e, portanto, 2’ € D. Mas, segue dai que
D, C D onde s = |z; — z,|, que contradiz [I83] pois s > .

Observagao 36 O niumero r que aparece em ii) da proposi¢ao acima € chamado de raio de
convergéncia da série. Estendemos este conceito para dizer que em i) o raio de convergéncia é
zero e em 1ii) € infinito.

Observacgao 37 O sequndo item do teorema anterior nada afirma sobre a convergéncia da
série sobre o circulo |z — z,| = .

A préxima proposicao nos fornece uma maneira de calcularmos o raio de convergéncia de
uma série de poténcias desde que um determinado limite exista.

Proposicao 36 Considere a série de poténcias

[e.9]
Z an(z — zo)".
n=0

Se o limite da sequéncia {/|a,| converge entao o raio de convergéncia da série acima serd dado
por r onde

0, se lim, o /|a,| = oo;

r=2{00, selim, . ¥/|a,| =0;
1 3 n
P w se 0 < limy, o0 /|a,| < oo.
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Prova: Provaremos apenas o caso em que * = lim, o {/]a,] > 0. Se s <7 entdo 1/s > 1/r e
pela definicao de limite existe n, tal que {/|a,| < 1/s para todo n > n,. Dali,

1
la,| < - se n > n,.

Assim, para |z — z,| < s e n > n, temos

an(z — 27| < (@)

S

Como |z — z,|/s < 1, a série Y (= — 2,)" ¢ absolutamente convergente. Como s < r foi
arbitrario, a mesma série é absolutamente convergente em D,..
Agora, dado " < r, tome s tal que " < s < r. Um calculo como acima nos diz que

n
lan(z — 2,)"] < <£> : para |z — 2,| <1’ e n grande.

T/

Assim, a série é uniformemente convergente em D,..
Agora, se s > r entao 1/s < 1/r. Logo, existe n; tal que 1/s < {/|a,| para todo n > n;. Se
tomarmos |z — z,| > s vemos que

lan (2 — 2,)"| > <M)n .

S

Como
|Z B ZO‘ Z 1
S

entao a,(z—z,)" nao tende a zero e, portanto, a série Y >~ a,(z—2z,)" nao pode ser convergente.
Vemos assim, que o ntimero r é o raio de convergéncia da série.

Exemplo 88 Encontre os raios de convergéncias das sequintes séries:
a) 3 o,on2"2
b) S oolontz;
c) Z;’io Z_Z
a) Como lim,_,o ¥/2"n = 21lim,_,., ¥/n = 2, vemos que o raio de convergéncia é 1/2.
b) Como lim,_, ¥/n" = lim,_,o, n = 00, vemos que o raio de convergéncia é zero.
¢) Como lim,_, {/1/n" = lim, . 1/n = 0, vemos que o raio de convergéncia é infinito.

Deixamos como exercicio a prova da seguinte
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Proposicao 37 Considere a série de poténcias
[ee]
n
E an(z — 2,)".
n=0

converge entao o raio de convergéncia da série acima serd dado

an
An4-1

Se o limite da sequéncia
por

Qn

r = lim
n—o0

An41
mesmo que o limite dé infinito.

Exemplo 89 A série Y, %z” converge absolutamente para todo z € C pois, como

!
n—oo ——— n— o0 n! n—o0

o seu raio de convergéncia € infinito pela proposicao |37

Teorema 18 Seja
f(2) =) an(z—2)"
n=0

uma série de poténcias cujo raio de convergéncia r seja diferente de zero.
Entao f € continua no disco D, = {z;|z — z,| < r}.

Prova: Seja z; € D,.. Tome 7’ satisfazendo |z; — z,| <1’ <.
Sabemos que a série dada por f converge uniformemente em D,.. Assim, dado ¢ > 0 existe
n, tal que

f(z) - Zaj(z — )| < % para todo z € D/, n > n,. (18.4)
=0

Como o polinomio

Pra(2) =Y aj(z = z)
5=0

é continuo em z, existe 0 > 0 tal que |p,, (2) — pn,(21)] < €/3 se |z — z1| < 0, com o disco
centrado em z; de raio § contido D,..

Diminuindo § > 0 se necessario podemos supor que o disco aberto centrado em z; de raio
esteja contido em D, .

Assim, se |z — 21| < 0,

E € €
[f(2) = FOl < 1f(2) = Pay ()] + [P (2) = Pug (20)| + [pn (1) = fl)l < g+ 5+ 5 =¢,

pois, z,z1 € D, e também |z — z;| < 6.
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Teorema 19 (Integragao termo a termo) Seja

o0

F(z) =) an(z = z)"

S
o

uma série de poténcias cujo raio de convergéncia r seja diferente de zero. Se 7 : [a,b] — C é
um caminho cujo trago esteja contido em D, = {z;|z — z,| < 1} entao

f(2)dz = ian (2 — 2)"dz = o [(v(b)
A et A —~n+ 1

Em particular, se v é um caminho fechado, fy f(z)dz

I
=

Prova: Como o trago 7* de um caminho é um conjunto compacto, existe ' > 0 tal que
~v* C D,.. Como a convergéncia de f é uniforme em D,., dado € > 0, existe n, tal que

o0

Z aj(z — 2 )

j=n+1

<e€

para todo z € D, e n > n,.
Desta forma, como f é continua, sua integral sobre v existe e podemos escrever

/f dz-/Za]z—zonz—l—/ Z a;(z — 2z,)) dz

7 j=0 7 j=n+1

_2/% 7 2) dz+/ S oz 20)' d

7 j=n+1

pois a primeira soma s6 apresenta um numero de termos. Segue dai, que se n > n, entao

dz—Z/ (2 — 2,) dz| = Zaj(z—zo)jdz

7 j=n+1
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< max j:nzﬂay(z ) |4y < el(y")

Como 7 esta fixa, segue que

;/yag’(z—zoy dz — /Vf(z) dz
isto ¢é,
Lf(z) dz = g[yaj(z—zo)j dz.

1 ¢ uma primitiva de a;(z — z,)7 para j > 0.

A férmula final segue do fato que z— Z)

+1(

Exemplo 90 Vamos aplicar o teorema anterior a func¢ao

f(z) = =) 2" 2] < 1.

3
o

Como o disco D1 = {z;|z| < 1} é simplesmente conezxo e f é analitica em Dy, sabemos que
ela possui primitiva neste dominio. Uma tal primitiva é dada por F(z) = —log(1 — 2), onde
tomamos o ramo do logaritmo satisfazendo

z—1=re?, 0<6<2rm
log(1—2) =log|l — z| +i(0 — 7).

Note que com este ramo temos log1 = 0, pois 0 — 1 = e™. Assim, F(0) = 0.
Para cada z € Dy, tomamos y(t) =tz, 0 <t < 1.
Pelo teorema anterior e pelo fato de F' ser uma primitiva de f, temos

(e}

1
~log(1 = 2) = FO(1) = ) = [ 7= dc =3 [ ¢ac
=1 2, it 2. 2"
— 1 n+l n+1] _ — -
Portanto, com o ramo escolhido acima,
log(1 — z) Z—
n

Corolario 8 Seja

[ee]
= Z an(z — 2,)"
n=0

uma série de poténcias cujo raio de convergéncia r seja diferente de zero.
Entao f € analitica no disco D, = {z;|z — z,| < r}.
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Prova: Pelo teorema [I8 f é continua em D, e pelo teorema [I9 a integral de f é zero sobre
todo caminho fechado contido em D,.. Segue do teorema de Morera que f ¢é analitica em D,.

Teorema 20 (Derivacao termo a termo) Seja

o0
= Z an(z — z)"
n=0

uma série de poténcias cujo raio de convergéncia r seja diferente de zero.
Entao a derivada k-ésima de f num ponto z € D, = {z;|z — z,| <r} é dada por

o (k+n)! "
f(k Z]]_l ]_k_l_l)a'](z_zo) k:ZTa’n+k(z_Zo)
n=0 ’
e o rato de convergéncia da série acima também € r.

Prova: Fixado z; € D,, tome |z; — z,| < r’ < r. Selecione s > 0 de modo que o disco centrado
em z; de raio s esteja contido no disco D, .

Coloque y(t) = z; +se, 0 < t < 2.
Como f é analitica em D, segue da férmula de Cauchy para derivadas que

PO (z) = 2 / e,

2mi )., (2 — z)FH!
Mas, para todo z € D,
, N
f(2) B - (z—2) (2 — 2,) (z — 2,)!
(z — 2 )F+1 —Zaj(z_zl)k—i-l = a Y2 (o ki T Z (2 — 2 )k
=0 =0 j=N+1

Integrando a expressao acima sobre -y, obtemos

£ () = KL / (L s —

2mi )., (2 — zp)kH1
2 — %) k! - (2 — 2,)
d — —————dz. (185
27m/a]z—zl k+1 Z+2m’[{,z aj(z—zl)l‘“F1 @ (185)
j=N-+1



o0 .
_ Y
/ L e <max 30 12N
vitvn ) S 1E— Al
2ms j 2m - i
= e A \%’(Z—Zo) | = max |a;(z = 2)|.
! J=N+1 K j=N+1

Como » 7 a;(z — 2,)’ converge absoluta e uniformemente em |2 — z,| < ' e o traco de 7y esta
contido neste disco, vemos que para cada € > 0, existe n, tal que para todo N > n, e para
todo z € ¥* temos

Z |aj(z — z,)7| <es*/kl.
F=N+1
Segue de [I8.5 que para todo N > n, temos
*) (2 2 %) dz| < e
fo &) = j27TZ/ (2 — 2p)k+1 ’

ou seja,
)¢ z— 2,)! p
ANV Zo ]27rz/ (z — zp)ktt =
Usando a féormula de Cauchy para derivada,

k! (2 — 2,) d*
SRA B e VA PO
2mi )., (2 — 21)kH1 : dzk(z
~J0, sej=0,...;k—1
GG =1 (G—k+1)(21—2) " sej>k

— Zo)j

z=z1

Portanto,

M(z) = Zajj(j 1) (= k1) (2 — )

- ZW( B S e

Seja R o raio de convergeéncia da série da primeira derivada de f. Claramente, por dominagao,
temos R < r.

Suponha que R > r. Entéo existem s satisfazendo r < s < R e z tal que |z — z,| = s.
Integrando a série da derivada (Y7 (n+1)a,+1(z — 2,)") termo a termo do segmento que liga
Zo a z obtemos que > 7 a,(z — z,)" = f(z) — f(z,) é covergente. Isto ¢ um absurdo, pois
|z — zo| > 1. Logo, R =r.

Por indugao, o raio de convergéencia da série da k-ésima derivada também é R.
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Exemplo 91 Podemos aplicar a série da derivada de

1 =
f(z)zl_zzgz, 2| <1

para obter vdrias outras representacoes de funcoes em série de poténcias.
De fato, derivando a expressao acima obtemos

1 > n— > n
m:an 1:Z(n+1)z, ‘Z|<1
n=1 n=0
Derivando mais uma vez,
2 o0 o0
= 4 n =) (n+2)(n+ 1), |z <1
n=1 n=0
ou seja,
1 1 — .
n=0
Prossequindo o processo, obtemos
1 —  (n+k—1)!
= E—1)--- 1)" = — 2"
T—2F (-1 ;(“ Joo(nt 1)z ; N
- k—1
Z(n_]: . )z", |z <1, k>1.
n=0 a
Exemplo 92 Verifique que
o f:(—l)"(n +1)22" |z| <1
2\2 ’ :
(1 +z ) n=0
Como
1 o
— = Zw", lw| < 1,
1—w o
tomando w = —2% vemos que
1 S n o n n
1+ 22 = Z(_Z2) = Z(_l) 2 ) |Z| <1
n=0 n=0
pois |w| = | — 22| < 1 € equivalente a |z| < 1.

Derivando a expressio acima obtemos para |z| < 1
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2z = n 2n—1 = n 2n—1
55 = Z(—l) 2nz = 22(—1) nz
(1 Tz ) =0 n=1
=2z Z(—l)”nz%_2 =2z Z(—l)"“(n +1)22".
n=1 n=0
Logo,
z = n+1 2n
g =2 ()" n+1)z
(14 22) —
e, portanto,
1 [e.9]

18.1 Série de Taylor

Ja vimos que toda série de poténcias cujo raio de convergéncia seja positivo é uma funcao
analitica. O préximo teorema diz que toda funcao analitica pode ser representada localmente
como série de poténcias, isto é, se f é analitica em z, entao existe r > 0 e uma sequeéncia a,

satisfazendo f(z) = > 7 an(z — 2,)", para todo |z — z,| < r. Mais precisamente, temos

Teorema 21 (Série de Taylor) Seja f : Q@ — C uma func¢do analitica definida em um aberto

Q. Sez,€Qer >0 ¢€tal que D, = {z;]|z2 — 2z,| <r} CQ entio

© f(n)
f(2) = / n('Zo) (z — 2,)", para todo z € D,..

n=0

Prova: Dado z € D, tome s tal que |z — z,| < s < r. Coloque v(t) = z, + se*, 0 < t < 2.

Pela férmula de Cauchy e manipulacao algébrica podemos escrever

1 1
1) = g | Sl
1 1

=5 f(w> )d

2w 8 wW—2o+ (2o — 2 v
1 1 1
_—/yf(w)w '1_2—20

271 — 2, P
Como para w € v, isto é, |w — z,| = s, vemos que

:\z—zo| <1
S

Z— Z

W — Z,
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e dai, usando a série geométrica,

g [ S () e g [ S et
L /ﬁ(w f<f§n+1 (=~ )" du + o / 2 = ff”%w (2 — z)" du
) %mi%@_ o [t i (v f(iu (e e (150
Zé(z—zo)"%f(" / ;V‘ n+1(z—zo)"dw- (187

Mas, como f é continua e v* é compacto, existe M > 0 tal que |f(w)| < M para todo
w € v*. Desta forma, o ultimo membro do lado esquerdo de [I871 pode tende a zero quando N
tende a infinito, pois

N+1

I &< M . =z =2 \"
Sg Z sn+1|Z—ZO| 2rs =M Z (T) —)O,

n=N+1 n=N+1

< - P i
2 Iul;gy}f ( ‘w—Zo|n 1‘Z ZO| 6(7 )

n=N-+1

quando N — o0, pois € o resto da série geométrica cuja razao é @ < 1. Logo,

> f(n)
flz) = Z [ (z) (z — 2,)", para todo z € D,..

!
— "
|

Observacao 38 Note que se f € inteira, isto é, {2 = C, entao o raio de convergéncia da série
de Taylor de f € infinito pois D, C C para todo r > 0.

() L
Observacao 39 Nos referiremos a série Y -, ! n(,ZO)(z — 2,)" como a série de Taylor de f
centrada em z,.

Exercicio 16 Prove o sequinte:
Se uma funcdo analitica definida em um disco centrado em z, € representada por uma Série
de poténcias centrada em z,, entdo esta série € a série de Taylor de f centrada em z,.

Observacao 40 Quando z, = 0 a série de Taylor também é conhecida como série de MacLau-
Tin.
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Exemplo 93 Encontre a expansao em série de MacLaurin da fun¢do f(z) = €.

Como para todo n = 0,1, ..., temos f™(z) = €, vemos que
B W A ()N N
=) T =
n=0 n=0

que € valida para todo z € C.

Exemplo 94 Do exemplo anterior podemos escrever, para todo z € C,

Somando as duas expressoes obtemos

2cosz=¢e”" +e :ZTZ :22(2@!2 ,
n=0 k=0
pois quando n € impar, i" +(—i)" = 0 e quando n = 2k, "+ (—i)" = (i®)* + ((—=i)*)k = 2(=1)*

Assim,

_ f: (1"
cosz = 2", zeC.
k=0

Derivando a expressao acima obtemos

— (D" s
sen z = ; mz ; z e C.
=0

Exemplo 95 Encontre a expansao em série de Taylor em torno de z, =1 do ramo da func¢ao
f(z)=vzcomvVli=1ez=re? —1<0<mn.

O maior disco aberto centrado em z, = 1 contido no dominio do ramo acima é D; =
{z|z — 1| < 1}.

Efdcil ver que as derivadas de f sao dadas por

F(z) = % (% _ 1) (% —(n— 1)) P % <12;2> (%) 23

E claro que fO(1) = f(1) =1 fO(1) =1/2 e quando z =1, n > 2,

Fma) = 2%(_1)(_3) o (—(2n—3)) = 2i(—1>(—2)(—3) o (—=(2n = 3))(—2(n — 1))




1 (2(n = D)t B 16 (2(n = )!
= imon - Y 2 em o

Como a ultima expressao € valida mesmo com n =1, temos

F ()

n!

(z—1)"=1+2 Z(—l)"‘l%@—l)”, z€ Dy ={z|z—1] < 1}.

NE

V7 =

3
Il
o

18.2 Zeros de funcao analitica

Nesta secao faremos uma aplicacao da série de Taylor para mostrar que os zeros de uma fungao

analitica nao identicamente nula sao isolados. Isto quer dizer que se z, é zero de uma funcao

analitica f nao identicamente nula (o mesmo que dizer que z, é uma raiz da equacao f(z) =

0) entdo em algum disco centrado em z, nao existe nenhum outro zero de f. Note que esta

propriedade é satisfeita pelos polinomios que sao os exemplos mais simples de fungoes analiticas.
Resumiremos os resultados que temos em mente nos seguintes teoremas:

Teorema 22 Seja f : Q — C uma funcao analitica definida em um aberto Q2. Se z, € 0 € tal
que f e todas as suas derivadas se anulam em z, entdo [ se anula identicamente em todo um
disco aberto centrado em z,.

Prova: Seja D, um disco centrado em z, contido em (). Pela série de Taylor, para todo z € D,
temos

o f(n)(,
= ey

n

Mas como f(™(z,) = 0 para todo n, segue da férmula acima que f(z) = 0 para todo z € D,.
|

Observacao 41 Se Q) € conexo e [ satisfaz as hipdteses do teorema acima, pode-se mostrar
que f € identicamente nula.

Corolario 9 Se z, € um zero isolado de uma func¢ao analitica f : 2 — C entdo pelo menos
uma das derivadas de f se anula em z,.

Observagao 42 Considere a fung¢dao de uma varidvel real a valores reais dada por f(x) = e 32
sex #0 e f(0) = 0. Pode-se verificar que todas as derivadas de f existem e em x = 0 elas se
anulam. No entanto, f nao € identicamente nula.

Teorema 23 Seja f: Q — C uma funcao analitica definida em um aberto §2. Se z, € Q € tal
f(z,) = 0 e nem todas as derivadas de [ de se anulam em z, entdo z, € um zero isolado de f,
isto €, em algum disco centrado em z, nao existe nenhum outro zero de f.
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Prova: Seja m o menor niimero inteiro ndo negativo tal que f™(z,) = 0 mas f(™*+V(z,) # 0.
Seja r > 0 tal que o disco D, = {z; |z —2,| < r} C Q. Tomando a série de Taylor de f em torno
de z, vemos que

©_ n)(, (s
= P e v L)y

n=m+1
. > n+m+1 —
(2 — 2) ; n—l—m+1 (z—zo) =(z2—2,)""g(2)
00 f(n+m+1)(zo) n L.
onde g(z) => ", m(z — 2,)", é claramente analitica em D,.. Note que como
f(m+l) (ZO)
o) =—7T—1 70,

existe 0 < 0 < r tal que |g(2)| > |g(2,)|/2 para todo z € Ds = {z; |z — 2,| < d}.
Desta forma, vemos que para z € Ds temos
|f(Z)| 2 |Z o Zo|m+1 ‘9(220”‘

Assim, se z € Ds e z # z, entao |f(z)| > 0, isto é, f(z) # 0. Isto mostra que z, é um zero

isolado de f.
|

Corolario 10 Seja f : Q2 — C uma fun¢ao analitica definida em um aberto Q2. Se z, € 2 é um
zero isolado de f entao existe um inteiro positivo n e uma func¢dao analitica g definida em um
disco aberto D centrado em z, satisfazendo

f(z) = (2= 2,)"g(2), 9(z0) # 0, para todo z € D.

Prova: Se g e m sao como na prova do teorema anterior, basta tomar n =m + 1.
|

Definicao 33 Sejam f : Q2 — C uma fun¢ao analitica definida em um aberto e z, € Q) um zero
1solado de f. O numero n do coroldario acima é chamado de ordem do zero z,.

Exemplo 96 A fungio f(z) =1 —|z]* = 1 — 2* — y* nao € analitica pois 0s seus zeros ndo
sao isolados. Note que os zeros de f representam o circulo centrado na origem de raio 1.

Exemplo 97 2z, = 0 € um zero de ordem dois da fun¢io f(z) = 1 — cosz. Basta ver que
f(0)=1—=cos0=0, f'(0) =sen0 =0, f”(0) =cos0=1#0.
Note também que

l1—cosz=1-— N ( 1)k = EOO =z N
l
= (2k)! s (2 s
) o k+1 ok

kO

onde g(2) = 3374 1 ( ;ﬁ;l,zzk ¢ analitica e g(0) = —=.
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Capitulo 19

Séries de Laurent

NEste capitulo vamos tratar de séries de poténcias nao necessariamente positivas, isto é,
queremos estudar convergéencia e propriedades de séries dadas na forma

Z bn(z — 2,) " + Z an(z — z,)". (19.1)

O significado da primeira parcela acima é o limite, caso exista, da sequéncia das somas parciais

n
ij(z—zo)_j: bil+...+b7”.
j=1 T %o (2 — 2o)"

Fixada uma sequéncia b, considere > >°  b,w™. Se r é o raio de convergéncia desta série, o
qual suporemos diferente de zero, entao se 0 < r’ < r, a série converge uniforme e absolutamente
no disco D, = {z; ]z — z,| <7’}

Colocando w = (2 — 2,) ™!, vemos que |w| <1’ é equivalente a |z — z,| >
série de poténcias negativas

o
Z bo(z — 2z,) ™"
n=1

converge uniforme e absolutamente na regiao {z;|z — z,| > &} onde ' é qualquer nimero
positivo menor do que r.

Note ainda que se s > r entdo |z — z,| < 1/s é equivalente a |w| > s > r. Logo a série
Yoo bpw™ =30 bz — z,) 7" diverge.

Note que se > 7 b,w™ for inteira entdo > - b,(z — z,) " converge para todo z # z,.

Resumindo, uma série de poténcias negativas >~ b,(z — 2z,)™" que converge em algum
ponto, convergira absoluta e uniformemente no complementar de discos abertos centrados em
2.

%. Deste modo a

Se o raio de convergéncia da série > >~ b,w™ for r < oo entdo a série de poteéncias negativas
Yoo bz — 2,) 7™ diverge quando |z — z,| < 7.
Se r = oo entao a convergéncia de Y o . b,(z — 2,) " se d4 para todo z # z,.
n=1
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Ao considerarmos uma série como em [[9.]] precisamos assegurar a convergéncia de ambas
parcelas. A menos do caso trivial (convergir somente em z,) a série >~ a,(z — z,)" converge
em um disco D = {z;|z — 21| < R} (pode acontecer de R = oo e, neste caso, D = C).

Quanto a série de poténcias negativas, o seu dominio de convergéncia é vazio (caso em que
nao converge em nenhum ponto) ou da forma C, = {z; |z — z,| > r} onde r > 0.

Desta forma, para que [19.1] fique bem definida num aberto, precisamos ter r < R. Neste
caso, o dominio de [[9.1] é dado pelo anel

Arr={z1<|2— 2| < R}.

E claro que pode acontecer de [0l convergir em pontos dos circulos de raio 7 ou R.

Deve estar claro que em A, p a série [[9.1] define uma funcao analitica. No entanto, como
A, g nao é simplesmente conexo, a integral desta série nao precisa se anular em todas as curvas
fechadas contidas em A, p. Agora, se um contorno cujo traco esteja em A, p for tal que seu
interior também esteja contido em A, p entdo, necessariamente, a integral da série sobre esta
curva se anulara.

Vale observar que continuam vélidos teoremas andlogos aos de integracao e derivacao termo
a termo para a série [[9.J1 O tnico cuidado a ser tomado na integragao termo a termo é que o
trago da curva sobre a qual a integracao ocorre deve estar contido em A, p.

O proximo teorema diz que toda fungao analitica definida em um anel A, p possui repre-
sentagao em série de poténcias como em [[9.]]1 Tal expansao é chamada de série de Laurent da
funcao.

Teorema 24 (Série de Laurent) Seja f analitica em A, g = {z,7 < |z — 2,| < R}. Entao,
para todo z € A, g

f(z) = Za—n(z —2,)" + Zan(z — 2,)" = Z an(z — 2,)"
n=1 n=0 n=-—oo
e 1 f(Q)
Qp = % . de, n ez
€

V() = 2o+ 5,6%, 0<t<2m, r<s,<R

Prova: Dado z € A, i tome s e S tais que r < s < .S < R. Considere o contorno I' abaixo que
consiste nos arcos Cy, Cs dos segmentos [; e [, percorrido no sentido anti-horario e contendo
z em seu interior.

Os arcos sao dados por

Cs(t) = 2o+ Se 0y <t <Oy + 2w — ¢

Ci(t) =20 +8e7" 00 <t<0y+2mr—¢

Colocando
A=C(by), A =C(0g+ 21 —¢)
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B=C(0), B.=C(f+21—¢))

os segmentos l; e Iy sao dados por

Lt)=A-+tB—-A), 0<t<l1

()= B. +t(A—B.), 0<t<1.

Como o interior do contorno I' esta contido em A, g, segue da férmula de Cauchy que

L (1O L Sy, L[ SO,

T = o =2 T ami Jo, =2V ami o T
1 f(Q) 1 f(Q)
+% 66— ch ’ 2ri lo Edc.

Como a expressao acima é valida para todo € > 0, tomando o limite quando ¢ tende a zero
e usando o fato que a funcao g(¢) = f(¢)/(¢ — z) é continua sobre cada um dos caminhos Cg,
C, 1 e £y, obtemos 1

10 =5m [ Lac- o [ M

T omi (—z 2 G2

vs(t) = 2o + Set, vi(t) = 2, + set, 0 < t < 27. Observe que B. — B e B. — B quando € — 0.

Agora, a integral

RIYIOW

211 )y C— 2
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é desenvolvida como na prova do teorema de Taylor (veja [I8.0), resultando em

1 f(¢) f(¢)
2mi VSC_z Zo ) [y (€ — zp)mH! “
Colocando ) 0)
n=g— : W dc, (19.2)
obtemos

o0

e R SR

=0

Analisemos agora a integral

1
1 f(OdC.
2mi ), C—z
Temos
1 1 o 1
C—2 (—2o—(2—2)  2—2 1— =z

Como para ¢ € I, também ¢ valido

C — %o _ S < 1’
z2— 2| |z— 2
podemos lancar mao da série geométrica e obter
- A N (e
(—2z z—zong<z—zo) B nzzo(z—zo)"*l’
Logo,
1 f - Zo
— ()d
2mi ), ¢ — QWZ/ZZ—Z "+1 (Q)dc
1 1 - (C—2z)"
_ — 2,) S — dc. 19.3
27m (z — zp)*t / /(¢ %)"de 271 [y n:ZN:H (z — ZO)"'Hf(C) ¢ (19:3)

Tome M > 0 tal que |f(¢)] < M para todo ¢ € ~7.
Usando a majoracao como na proposicao 25l segue que

il Z =2 | < Z e




que tende a zero quando N tende a infinito pois s < |z — z,]|.
Assim, passando ao limite a expressao [19.3] chegamos a

1 & .
27 (—z :2—2% n+1/f ¢ — 2)"d¢
IR S 1 L 1 £(¢)
Ty | O Y |
Colocando ' O
aQ_, = 2—71'2 [ys W(ZC (194)
vemos que

1 [ f(C - L
_ﬁ/ysC— Zz—zo Za_ 2 ) ret

1

Como as integrais que aparecem nas definigoes de a, e a_, (veja[I19.2 e EﬂD continuam as
mesmas quando substituimos g e s pos 7., dada por v, (t) = 2z, + s,e, 0 < t < 27, onde
€ (s, R), chegamos ao resultado procurado.

Observacao 43 O circulo centrado em z, e de raio s, que aparece no enunciado do teorema
anterior pode ser substituido por qualquer outro contorno contido em A, r que contenha z, no
sew interior.

Temos também o seguinte

Corolario 11 Se f é como no teorema anterior (veja[24]) ey € um contorno em A, p contendo

Z, no seu interior, entao
/f(z)dz = 2mia_q,
.

onde a_, € o coeficiente do termo (z — 2,)~' da série de Laurent de f centrada em z,.
Observacao 44 Mais adiante veremos um resultado mais geral do coroldario acima.

Observagao 45 A série de Laurent de uma funcao f definida em A, g € unica, isto €, se

= ia_n(z —2,) "+ i an(z — 2,)" = i bon(z—2o) "+ f: bo(z —2,)", 2z€ AR
n=1 n=0 n=1 n=0

entao a, = b, para todo n € Z.

119



Definicao 34 Seja f como no teorema[Z4 O nimero a_y, que € o coeficiente do termo (z —
zo)_l da série de Laurent de f centrada em z, € chamado de residuo de f em z, e € denotado

por
a_y = Resf|_, .

Exemplo 98 Encontre a série de Laurent de f(z) = e/ em torno de z, = 0 e dé seu dominio

de convergéncia.
(o]
1

Como
e’ = E —w", w e C,
n!

W=

vemos que
&

_ 1
T (z=1)(2—2

ZOO 1
== _l_n’ z §£ 0.

= nlz

Exemplo 99 Seja f a fungao definida em Q = C\ {1,2} por f(z) ;- Note que fé

analitica em ). Encontre
1. A série de MacLaurin de f e o seu raio de convergéncia.

2. A série de Laurent de f em Ay = {z;1 < |z| < 2}.

3. A série de Laurent de f em Aj o = {2;2 < |z|}.

Temos
1) = z2—2 z—1

1. Usando a série geométrica vemos que

CR —iz”, |z] < 1.

z—1 1—=z2 —~

|2/2| < 1, isto é, |z] < 2.

1 oo n o0

Temos também

1

1
2 1-2 2

z—2
Como a intersecgao do dominio de validade das duas séries acima é o disco |z| < 1, temos

- 1
( ) 2", |z] < 1.

f(Z):Z 1_2n+1
n=0
Como
1 - n1+1 1 - TLLH
lim ‘721 = lim 2 =1,
n—oo | ] — s n—oo | — on+z

o raio de convergéncia da série é um.
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2. Se 1 < |z| <2entdo [1/z] <1 e, pela série geométrica,

1 11 1 /1\" — 1
‘Z_lz‘zj_l:‘EEDQJ ) - S
z n=0 n=0

Como |z| < 2 entao |z/2| < 1 e, pela série geométrica,

n

1 1 1 1 = /2\" =z
=-3 :—§Z(§> == gom <2
n=0

z—2 -2 —
Assim, se z € Ay
_ = 1 2, m B = 1 "
f(z) = _Zzn-l,-l _ZQn—I—l - _Z on+l + on+l |-
n=0 n=0

n=0

3. Se |z| > 2 entao |2/z] < 1 e também |1/z| < 1. Temos

) 1
z—1 z 1—< z = —
1 11 Iem (2)" & 27
S (3) X
Logo,
N | 2" —1
f(Z):ZZn+1_ZZn+1:ZW’ |Z‘>2'
n=0 n=0 n=0
O
Exemplo 100 Encontre a série de Laurent de
f(2) = z*sen !
N z
em torno da origem.
Como
- (_1)n 2n+1
sen w = Z mw , w e C,
n=0
temos
R o DL
i ) - 0
e ; ez 0 7
e dat,
1 0 (_l)n B 0 (_l)k-i-l B 1 > (_1)k+1
3 2n+2 2k 2 —2k
sen — = —_— = —_— =z == — . 19.5
@y ;(2n+1)!2 kgl Qk+3)”  ~° 6+k:1 2k +3)1° (19:5)
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Exemplo 101 Clalcule
3.1 it
z°sen — dz, ~(t) = e, 0<t<2m.
2
.
Seque do coroldrio 11 que

1
/ 23 sen — dz = 2mwia_y
2!

z

onde a_1 € o residuo de f em z, = 0.
Mas, de temos a_, = 0. Assim,

1
/zgsen—dz = 0.
y z
Exemplo 102 Calcule
1 it
sen — dz, ~y(t) = e", 0<t<2r.
v 2
Usando o teorema[2]), temos

1 Z#sen 1 sent ,
sen —dz = dz = dz = a927i,
. > L2 L2

mas por[19.3, as = 1. Logo,

1
/sen —dz = 2mi.
. z
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Capitulo 20

Singularidades

Definicao 35 Um ponto z, € C é um ponto singular isolado (ou uma singularidade isolada)
de uma funcgao f se f nao for analitica em z, e existir v > 0 tal que f € analitica em Ay, =
{#0 < |z— 2| <r}.

Exemplo 103 A origem € ponto singular isolado das sequintes funcoes:

fl(Z)Isenz, fg(z):;—n,nEN ede fi3(z) =ex.

z

w =

Definicao 36 Se uma fungao nao for analitica em z, e, além disso, para todo r > 0 existir um
ponto em Ay, onde f também nao € analitica, diremos que z, € uma singularidade nao isolada
(ou ponto singular nao isolado) de f.

Exemplo 104 A origem é uma singularidade ndo isolada da fun¢ao f(z) = 1/sen(1/z). Basta
ver que para cada v > 0, tomando n € N tal que 1/nm < r, f ndo é analitica em z = 1/nm.

Definicao 37 Um ponto singular isolado z, de uma funcgao f € classificado como
1. Remowvivel quando existe um niumero complexo ¢ tal que a funcao

ﬂ@:{ﬂ@ se 2 # 2

c se z = z,

¢ analitica em um disco centrado em z,. Em outras palavras, existe uma funcdo analitica
numa vizinhanca de z, que coincide com [ nesta vizinhan¢a a menos do ponto z,.

2. Pdolo quando existirem um inteiro positivo m e um numero complexo ¢ # 0 tal que a
fungao

o) = {(z —2)"f(2)  se 2

c se z =z,

¢ analitica em um disco centrado em z,. Em outras palavras, existe uma funcdo analitica
numa vizinhanga de z, que coincide com a fungdo z — (z — z,)™ f(z) nesta vizinhanga a
menos do ponto z, e esta funcao € diferente de zero em z,.
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3. Essencial quando nao for removivel nem palo.

Observacao 46 Seja z, um polo de f. Suponha que my,ms € N ecy,c0 €C, 0 0 ey #0
sejam tais que

z2—2,)™" f(z se z # z,
gl(z):{< )™ f(2) # e e

c1 se z =z,

- {(z — ) fe)  sez# g

Co se z =z,

sejam analiticas em um disco centrado em z,.
Entdo, como ¢y e ¢y sao diferentes de zero, temos

_ mi _ mi
lim (z — z,)"™ ™™ = lim % = lim (2 = 2)™ f(2) — lim 9:1(2) _a £ 0.
2—zo 2—zo (2 — zo)m2 2—zo (z — zo)m2f(z) 2= 2o g2(z) Ca

Mas isto so € possivel quando my = mo e, consequentemente, ¢; = cs.

Definicao 38 Diremos que a ordem de um pdlo de uma fungao f é o (unico) inteiro que
aparece na definicao 2

Observagao 47 Se z, é uma singularidade removivel de [ entao existe o limite lim,_,, f(z).

Observacgao 48 Se z, € um pdlo de ordem m de f entdo o limite lim,_,, (z — z,)™ f(2) existe
e ¢ diferente de zero.

Exemplo 105 A origem é uma singularidade removivel de fi(z) = senz/z pois a fung¢do
g(z) =37, (é;i)ln)!z% ¢ inteira (para verificar isto, use a proposi¢ao[37) e satisfaz

1 (=D)" g senz
g(z)_EZ(QnJrl)!Z == 70

n=0

Exemplo 106 A origem é um pdlo de ordem m da fun¢ao f(z) = 1/2™. Basta tomarmos
9(z) = 1 na defini¢ao de pdlo.

Exemplo 107 A origem ¢ uma singularidade essencial de f(z) = e'/*. Basta notar que para
todo inteiro m > 0, o limite de f quando z tende a zero nao existe. Basta ver que sobre o eizo
real temos

} 1
lim z™e» = +o0.
r—0+
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20.1 Singularidades e Série de Laurent

Um modo simples de classificar uma singularidade isolada de uma fungao é através de sua série
de Laurent. De fato, se z, é uma singularidade isolada de uma funcao f, entao, para algum
r > 0, podemos escrever

flz) = Za_n(z—zo)_"+2an(z—zo)", z € Ag,-
n=1 n=0

Vejamos como identificar uma singularidade removivel. Sabemos que z, é uma tal singula-
ridade de f se existir uma funcao analitica definida em um disco centrado em z, e que coincida
com f a menos do ponto z,. Esta funcao g por ser analitica coincide com sua série de Taylor
centrada em z,,

g9(z) = Z bo(z—2)" = f(2) = Za_n(z —2,) "+ Zan(z — 2"

Agora, sabemos que a série de Taylor é a série de Laurent onde os coeficientes das poténcias
negativas sao todos nulos. Desta forma, pela unicidade da série de Laurent, temos a_, = 0,
n>1.

Resumindo, z, é uma singularidade removivel de f se e somente se todos os coeficientes das
poténcias negativas da sua série de Laurent se anulam, ou seja, a série de Laurent de f é uma
série de Taylor.

Passemos agora aos pélos. Note que z, é um pélo de ordem m de f se e somente se 0 mesmo
2, for uma singularidade removivel de h(z) = (z — z,)™ f(2) e lim,,,, h(z) = ¢ # 0. Pelo que
acabamos de aprender sobre singularidades removiveis, isto equivale a série de Laurent de h
centrada em z, ser uma série de Taylor, isto é,

Z—Zo

h(z) = (2= 2)"f(2) =) ba(z = 2)",  eby=lim h(z) #0

em algum Ay, .
Dividindo por (z — z,)™, obtemos

f(z) = an(z ) T = T me+j(z — 2,)’
— (z — zo)™ A
com by # 0.

Assim, para que z, seja um polo de ordem m de f é necessario e suficiente que os coeficientes
a_, das poténcias negativas (z — z,)" da série de Laurent de f em torno de z, se anulem para
n>m+1ea_,#0.

Finalmente, para que z, seja uma singularidade essencial de f é necessario e suficiente que
na série de Laurent de f em torno de z, haja uma infinidade de coeficientes a_,, nao nulos das
poténcias negativas (z — z,) ™.
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Exemplo 108 A funcao

1 1 & .
fO=g-c+2 o<ki<
apresenta na origem um pdlo de ordem trés.
Exemplo 109 A funcao
DN o I 11 11 1,
;(271)'2 —|—;$Z _'.'+I;+5§+Z+§Z _'__._

apresenta uma singularidade essencial na origem.

Exercicio 17 Uma singularidade isolada z, de f é removivel se e somente se existe o limite
de f(z) quando z tende a z,.
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Capitulo 21

O Teorema do Residuo e Aplicacoes

Teorema 25 (Teorema do Residuo) Seja f uma funcao analitica definida em um aberto €.
Se v é um contorno contido em §2 tal que no seu interior a funcao f tenha somente singulari-
dades isoladas e apenas um numero finito delas, denotadas por zy, ..., z,, entdo

/f(z) dz = 2mi [Res f|_, +- -+ Res f|,_, ] (21.1)

com o contorno sendo percorrido no sentido anti-hordrio.

Prova: Tome circulos v;(t) = z; + rje, 0 < t < 2, satisfazendo
i) cada 7; estd contido no interior de 7;

ii) se ji # jo entdo 7;, estd contido no exterior de ~;,.

Y2

() .

71

Entao, por [14.3] temos

Lf(z)dz:[Ylf(z)dz+---+/%f(z)dz.
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Aplicando o corolario [[Il a cada uma das integrais do lado direito da igualdade acima, obtemos

/f(z) dz=2mi [Resf|,_, + -+ Resf|,_, ].
gl

|
Antes de aplicarmos o teorema acima no céalculo de integrais, vejamos como podemos pro-
ceder para o calculo do residuo de uma funcao f em um pdélo z,.
Se z, ¢ um polo simples, isto é, de ordem um entao a série de Laurent de f em torno deste
ponto é da seguinte forma

f(z) = Z“_‘lz +Y an(z = z)" (21.2)

Multiplicando a expressao acima por z — z, e tomando o limite quando z tende a z,, obtemos

. _ . TL+1 o .
le_{rzlo(z — 2,)f(2) = zlglzlo a1+ Z% an(z — 2o) =a_1=Resf|_, .

Exemplo 110 Encontre o residuo de f(z) = cosz/z na origem. Como cosz = zf(z), é
analitica e cos0 =1 # 0, vemos que 0 € um polo simples de f. Assim,
Res f|,_, = lim zf(2) = limcos z = 1.
- z—0 z—0
Se z, é um polo de ordem m entao

— 7a_m Ce a-1
leﬁ(z)_(z—zo)mjL +z—zo

+ Z a;(z — 2,), em Ao,

Jj=0

com a_,, # 0. Desta maneira, existe uma fungao analitica g definida em um disco centrado em
2, satisfazendo g(z,) # 0 e e

9(z) = (2 = 2)"f(2) = D acmn(z = 2)"

=0+ A1 (2= 20) + a2 — 2)" T (21.3)

Note que g(z,) = a_,.
Derivando 21.3]

gf(z) =QA_m4+1 T 2a_m+2(z — Zo) N (m _ 1)a_1(2 . Zo)m—Z 1.

e calculando em z = z,, obtemos ¢'(2,) = a_m+1-
Derivando mais uma vez,

§"(2) = 20y + -+ (m = 1)(m = 2)ay(z — 2)" " + -

128



e calculando em z = z,, obtemos ¢”(2,) = 2a_,,12.
Prosseguindo, obteremos
m—1 (

g 2o) = (m —1)la_q,

isto é, o residuo de f em z,, um pdlo de ordem m, é dado por

1 dm—l
m — 1)l dzm—1

1
(m—1)!

it (2 = 2,)" f(2)]

2=2Zo

a_1 =

zo):(

Exemplo 111 A func¢io f(z) = cosz/z* tem um pélo de ordem dois na origem, pois 2> f(z) =
cos z, que € inteira e cos0 =1 # 0.
O residuo de f na origem € dado por

= —sen( =0.

d o
e [Z f(Z)]

z=0
A proxima proposigao apresenta um modo de reconhecermos a ordem de um polo.

Proposicao 38 Sejam f e g analiticas em um disco centrado em z,. Se f(z,) # 0 e g tem um
zero de ordem m em z, entao h = f/g tem um pdlo de ordem m em z,.

Prova: Como z, é um zero isolado de g, temos que z, é uma singularidade isolada de h.
Também podemos escrever

9(2) = (2 = 2)"p(2),

com ¢ analitica em um disco centrado em z, e satisfazendo ¢(z,) # 0. Desta forma,

G | )N S A )
h(z) = = = )
9(z)  (z=2)mp(2) (2= 2)"@(2)
E, assim, (z—2z,)™h(z) que é igual a %, coincide com uma fungao analitica num disco centrado

eem z, e % # 0. Ou seja, 2z, ¢ um pdlo de ordem m de h.
Mais geralmente, temos

Proposicao 39 Sejam f e g analiticas em um disco centrado em z,. Se z, é um zero de ordem
n de f e um zero de ordem m de g entao a fungcio h = f/g

1. tem um zero de ordem n —m em z, se n > m,;
2. tem uma singularidade removivel em z, se n = m;

3. tem um polo de ordem m —n em z, se m > n.
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Prova: Por hipdtese, podemos escrever f(z) = (z — z,)"(2) g(z) =
analiticas num disco centrado em z, e tais que ¥ (z,) # 0 e p(z,) # 0.
Segue dai que, colocando ¥ = /¢,

(Z_Zo>n¢(z>_ 2 — 2 VMY () = 1
CEEA o B A PR [

(2 = 20)"p(2) com e ¢

h(z) = J(2)

e os resultados seguem, analisando-se o sinal de n —m, pois ¥ é analitica em um disco centrado
em z, e ¥(z,) # 0.
|

Observacgao 49 Temos um outro modo de calcularmos o residuo no caso de um polo simples.
Poderiamos também ter utilizado a definicao de pdlo de ordem um, ou mesmo a erpressao
212, para obter uma funcao analitica g tal que g(z,) # 0 com g(z) = (2 — 2,) f(z). Como
9(20) = a_1 # 0 podemos escrever

1 Z— 2,

fz2) g(z)

que calculada em z, fornece

ou seja,

vt ()]

Exemplo 112 Calcule o residuo de f(z) = cot z na origem.

Como cot z = cosz/senz, cos0 =1 e 0 € um zero simples da func¢ao seno, vemos que 0 €
um polo simples de f.

Temos

Logo, Res f|,_, = 1.

Exemplo 113 Calcule

onde y(t) = 2", 0 <t < 2.
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A funcao

z
S T
possui trés pélos nos pontos z = —1 (duplo, isto é, de ordem dois), z = i (simples) e z = —i

(simples).
Note que como todos estes pontos estao contidos no interior de 7y, pelo teorema do residuo,
temos

z
= 2m1 . .
[/ CESEEE dz = 2mi [Res fl.__,+ Res f|,_, + Res f|Z:_J
Calculando o residuo em z = —1 :
d d z 1—22
Res fl.— dz [(Z+ ) f(z)} ., dz [22 + 1} o (212 0
Calculando o residuo em z = 7 :
z ) 7
Res flos =iz =07) =l oy 79 = G e -
Calculando o residuo em z = —1i :
Res f| = lim (z +14)f(z) = lim - = ! _ L
S i (24 1Dz =) (=i +1)2(=2) 4
Logo,

z ) 7
dz = 2mi {O——+—} =0.
[/(z+1)2(22+1) /|

21.1 Integrais Improéprias Reais

, s , . .. , . . +o00
O teorema do residuo é 1til no calculo de integrais improéprias reais da forma f_oo f(x)dx.
Vamos considerar o caso em que f é uma fungao racional do tipo f = p/q, onde p e ¢ sdo
polinémios com coeficientes reais satisfazendo

i) q(z) # 0 para todo x real;
ii) sen éograude pem éo grau de g entdo n < m — 2.

Sabemos de Calculo II que as condigoes acima garantem a existéncia da integral impropria

/+00 Md:c.

s ()
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Proposicao 40 Sejam p e q polinémios com coeficientes reais satisfazendo i) e ii) acima.
Entao

“+oo
/ Z% dx = 2mi[soma dos residuos de p(z)/q(z) nos pdlos contidos no semiplano Iz > 0.]
- 4T

Prova: Considere o contorno yg percorrido no sentido anti-horario dado pela justaposigao dos
caminhos nz(t) =t, —R <t < Re or(t) = Re", 0 <t < 7, onde R > 0. Veja 211l

Y
/\ !
OR
R R
—R R

Figura 21.1: O contorno vg

Pelo teorema do residuo,

pi) . _ [ ), pe)
[/R M - /7712 Q(Z) det /UR C_I(Z) d (21'4)

= 2mi[soma dos residuos de p(z)/q(z) nos pélos contidos no interior de yg.]

Note que
R 400
t t
lim / Mdz: lim wdt:/ wdt,
Bteo Jyy, 4(2) Rrtoo | g q(t) oo 4(1)
pois sabemos que esta integral existe.
Coloque

p(2) =" +--+ag e q(z) =buz" 4+ by

onde n e m sao os graus de p e ¢, respectivamente.
Se R> 1z € oy, isto é, |z] = R, entao

P(2)] = lan2" + - - + a0l < lanl[2]" +--- + lao| < (Jan| + -+~ + |ao|)|2]" = cR".
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Também temos

bin—1 by bo
— b, 2™ 1+ L
lq(2)] = [bmz™] |1 + b + +bmzm_1 +bmzm
b1 |01 |bo
> b R™ (1= Ot . .
> b l b, R T
come [ ] o)
lim |1 - 2t ! _ 1% =1
RS0 l bl R [ | R |bm|Rm} ’
existe Ry > 1 tal que V R > R, implica em
1] b1 |bo 1
]l - >z
|b,,| R |b,| R |b,|R™ ~ 2

Logo, para R > Ry, temos

b, ) 1
lg(2)] > %Rm, isto é,

Desta forma, para todo R > Ry, temos
p(z)

/UR fl% dz‘ =0 q(2)

Comon—m+1<—-2+1=—1, vemos que

l(og) < cc’ﬁﬁR = wed R

lim M dz = 0.
R—+00 oR q(z)

Por fim, note que a medida que R cresce, o contorno vg engloba todos pdlos de p/q que
estao no semiplano &z > 0.

O resultado segue de 2T.4] tomando o limite quando R — +o0.

Exemplo 114 Calcule
+o0 1 P
e 41 -

Tomando p(z) = 1 e ¢(z) = z* + 1, vemos que as hipéteses da proposicao B estao satisfeitas.
Desta maneira, tudo o que precisamos saber é onde estao os pdlos de p/q no semiplano Sz > 0,
e o residuo desta funcao nestes pontos.

Os pdlos de p/q sao os pontos onde z? + 1 = 0. Das quatro rafzes de 2* = —1, isto é,
u] 3, 57, In;
Z1 = e, Z9g =€, 23 = €4 e Zy = €4
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as Unicas que estao no semiplano &z > 0 sao z; e 2s.

Como 2% + 1 se fatora em termos lineares como (z — 21)(z — 22)(2 — 23)(z — 24), vemos que
os polos de 1/(z* + 1) sao simples.

Para calcularmos o residuo, usaremos o método da observacao 49 isto é,

1 ~1
R = [(z*+1
o 24 ‘l‘ 1 2=2, [(Z _I— ) } 2=Zo
Em 21,
1 —1 1 1
R = [42° =-—— = = ——(1+41).
o zt+1 PR [ : :| z=2z1 42;’ 46%2 ( + Z)
Em 22,
1 1 1 1 V2
R = [423 == — =21 -
o 24+ 1 . [ N } 2=z 42’% 4e QIZ 4ea? 8 ( Z)
Assim,
/+°° Lo V2| V2
=21 |——1| = —
oo A1 4 2

Exercicio 18 Se p e q satisfazem as hipdteses da proposi¢ao [21.7] entao

= —2mi[soma dos residuos de p(z)/q(z) nos pdlos contidos no semiplano Fz < 0.]

Mais geralmente, temos

Proposicao 41 Se f ¢ uma funcdo analitica tendo somente singularidades isoladas, mas ne-
nhuma delas sobre o eizo real e que satisfaz |f(2)| < M|z|7%, onde k > 1, para todo z com
modulo suficientemente grande e Sz > 0, entdo

“+oo
fx)de =
= 2mi[soma dos residuos de f(z) nas singularidades contidas no semiplano Sz > 0.].
Prova: A prova da proposi¢ao 214 pode ser usada com pequenas modificagbes para mostrar

o que se pede. A verificacao deste fato é deixada como exercicio.
|

Exemplo 115 Clalcule

T cosa
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Como o integrando é par, temos
+00 +oo
COS T 1 cos T
[ gL [,
, 22+1 2 ) 211
A funcio f(z) = €*/(2? +1) satisfaz as condigoes da proposicao Il Para ver isto, note que

as Unicas singularidades de f sao os pdlos simples em z; =i e 20 = —i

Também, se |z| > 2, e Iz > 0 temos
Lpoisoe (1oL ppoiso0e 1> 2
2 2 2

¢ i Iz
€ _ ¢ < 1 < 1 < 2|22
2241 |22+1 T 2241 T |zP—-1 7
Logo,
+o0 eim iz
dx = 271 Res
/_Oo 2 +1 2241 _,
Mas , ( ) , .
eZZ Z Z 622 622 e—
Res = lim = —
2241, =i 2241 =iz 41 20
Assim,
+oo T
e 7
dr = —.
/_OO 2 +1 e
Mas ,
/+°° e . /+°° ST, +,/+°° sen x /+°° ST
= T+ = ——dx
o 2241 oo T2 e 241 o 241
pois a fungao z — 2355 é fmpar.
Portanto,
/+°° CoS T B 1/+°° COS oo
o r2H+1 72 2+1 7 2
O

21.2 Outros Tipos de Integrais

Suponha que f(#) = R(cos#,sen @) seja uma funcao continua em 0 < 6 < 2x. A integral
2
/ R(cosf,sen b)) df
0

pode ser calculada com o auxilio do teorema dos residuos se fizermos a mudanca z = €. De

L= ¢e7% vemos que
24271 2241 z—z71 221
e senf = — = -
21 221

0 —
COS 2 22

fato, como z~
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Além do mais, ie?df = dz, ou seja, df = édz. Assim, colocando v(t) = €, 0 < 0 < 2m, e

assumindo que a funcao
1 2+1 22-1
=—R
/) 2 ( 2z 7 2zi )

esteja definida em |z| < 1, seja analitica sobre v* = {z;|z| = 1} e tenha apenas um ntumero
finito de singularidades no interior de v e que estas singularidades sejam todas isoladas, entao

27 2 2 _
/ R(cos@,sen@)d@z/]i’(z +1,Z .1) ,idz
0 . 2z 2z ) 1z

1 241 22-1
— 27 [soma dos residuos de ~R ( = i ,Z — | em |z] < 1].
z 2z 221
Exemplo 116 Calcule
2m 1
de.
/0 4 —senf
A funcao )
0) = ——
1(6) 4 —senf

¢ uma fungao nos moldes acima. Note que sen 6 # 4.
Fazendo z = €, obtemos

21 1
senf = : , e df = —dz.
221 12
Assim, colocando v(t) = €, 0 < 6 < 27, obtemos
27
1 1 1 2

——dl= | ————dz= | ——— dz. 21.6
/0 4 —send [,4—'3;;.1@'2’2 L—22+8zi+1 - (21.6)

Note que
4 82i+1=0z2=A+VI5)i ou z=(4—V1H)i

Como |(4 4+ v15)i| =4+ V15 > 1 e |(4 — V15)i| =4 — /15 < 1, vemos que o tnico pdlo do
integrando de 21,6 que esta no interior do contorno é (4 — 4/15)i. O residuo neste ponto é

Res o =2 lim (4 V15)i
—22+8zi+ 1]|,_y_yr5 e (4—vAB)i —22 + 8zi + 1
= -2 lim

1 1
e (VTR 2 — (A+V1B)i /15

Portanto,
2T 1 2
——df = —.
/0 4 —senf \/157T
O

Terminamos com o célculo da seguinte integral que nao se encaixa em nenhum dos exemplos
anteriores.
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Exemplo 117 Calcule
/ T rsenw
—— du.
oo T2H1

ZeZZ

f(Z):m-

Considere o contorno ~g percorrido no sentido anti-horario dado pela justaposicao dos
caminhos ng(t) = t, —R <t < R e og(t) = Re", 0 < t < 7, onde R > 0. Veja RPIT)
Como o tnico pélo de f no interior do contorno vg é z = i, pelo teorema do residuo, temos

Considere a funcao

12

1z ze

ze ™

2mi Res f(2)|,_, = 2milim =—i= /
TR

iz 41 e ’z2+1

iz iz R it iz
e e te
:/ 22 dz+/ 2Z dz:/ 5 dt+/ dez
o 201 op 211 _pt*+1 op 22+ 1
R R 12
t t t t
:/ 2cos dt—i—i/ 2sen dt+/ 226 dz
_Rt +1 —Rt +1 O'RZ +1
R iz
t t
e [
—Rt2+1 URZ2+]_

pois t +» tcost/(t? 4+ 1) é impar.
Se R>1ez€ o}, isto é, 2= Re" = Rcosf + iRsen 6, temos

dz

zet _ < ‘ zz} _ |Z| R(iz) _ |Z| e—RsonG < R 6—Rsen€
22+1 22 +1 |22 + 1] |22 + 1| T R2-1 ’
Logo,
26 zRele 0
/, - dz| = / e df
R2 ™ 2R2 5
< —Rsen0 do = / —Rsenf do
—1%2—1/06 1), © ’
pois

/ e—Rsen@ do = /2 e—Rsen@ d9+/ e—Rson@ o (217)
0 0 3

e substituindo a = m — # na segunda integral acima, obtemos

™ 0 0 z
2
e—Rsen@ do = — 6—Rsen(7r—oe) do = — e—Rsenoe dow = e—Rsenoe dav.
s s s 0
2 2 2

Substituindo a ultima integral em 21.7] chegamos a

/ —Rsenf de — 2/ —Rsenf de
0 0
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Mas, se 0 < 0 < 7/2 temos sen 6 > 20/7. Para ver isto, considere a funcao
©(0) =senf — 20/, 0<60<m/2.
Como ¢(0) =0=p(n/2) e
O"(0)=—senf <0 em 0<6<7/2,

vemos que ¢ é uma funcao cuja concavidade é voltada para baixo no intervalo [0,7/2] e se
anula nos extremos deste intervalo. Portanto, ¢(6) > 0 em [0, 7/2], como queriamos verificar.
Voltando a nossa integral, temos

ze? 2R?> [ 2R? [ L 1 R
d < —Rsen@ do < / —-R=- do = = 1— —R
/,Rz2+1 Z‘_R2—1/06 “R_1), ¢ (1=e™)

que tende a zero quando R tende a +o0.

Portanto,
“+00 R
tsent tsent
/ tsent / tsent ., _
— 00 t2 + 1 R—+o00 R t2 + 1

13
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Indice Remissivo

caminho, limite, 37
comprimento de, polinomial,
conjunto seno,
aberto, 25] seno hiperbdlico,
conexo, ‘
fechado, integral,
fronteira, de linha,
continuidade, limite, B7

contorno,

logaritmo, 511
curva, &

comprimento de, nimero complexo,

interior, argumento, [I7]

justaposicao de, conjugado,

regular, forma polar, [I7]

simples, modulo,

suave, parte imaginéaria,

parte real,

derivada, (1] rafzes,

distancia,
polo, 123

equagoes de Cauchy-Riemann, [44] ordem de,

forma polar, simples,
oligonal
férmula de Qauchy, gontgo int:fijgr,
~ para derlvadas‘, ponto singular

formllla de De Moivre, essencial,

funcao N isolado,
anah/tlca, nao isolado,
continua, removivel,

COSSeno,

. . potenciacao,
cosseno hiperbélico, ¢

primitiva, [77]

derivada, @]

exponcencial, ramo

harménica, da poténcia,
holomorfa, da raiz n—ésima, (7]
inteira, B0 do logaritmo,
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principal da poténcia, B9

principal da raiz n—ésima, [57]

principal do logaritmo,
residuo,

série,
convergente,
de Laurent,
de MacLaurin, 11
de poténcias,
de poténcias, centro de,
de poténcias, derivacao de, 107
de poténcias, integracao de,
de poténcias, raio de convergéncia,
de Taylor,
sequeéncia,
convergente,
singularidade
essencial,
isolada,
nao isolada,
removivel,

teorema
de Cauchy-Goursat,
de derivacao termo a termo, 107
de Green,
de integracao termo a termo,
de Liouville,
de Morera,
do residuo,
fundamental da dlgebra,

zero isolado, 113l
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