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1.2 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES

Seja f: [a,b] — R uma func¢ao continua. O Teorema Fundamental
do Céalculo implica que a funcao

F(t):/tf(s)ds, coma <t <b,

é diferencidvel em (a,b) e F'(t) = f(t) para todo t € (a,b). Logo, F(t)
¢ uma solucdo da equacao diferencial ordindria de 12 ordem

y(t) = f(t) coma <t <b,

¢ ainda F(a) = 0. Neste caso dizemos que F(t) é uma solugao do
problema de valor inicial (P.V.I.)

{ g(t) = f(t)
y(a) = 0.

Este P.V.I. possui uma solugao, mas surge a pergunta:

Serd que F(t) é a tinica solugao deste P.V.I.7 Neste caso a resposta é
positiva, pois, se G(t) for uma outra solugao, temos que

G'(t) = f(t) = F'(t)

e isso implica que (F' — G)'(t) = 0. Ou seja, (F' — G)(t) = constante.
Mas, (F' — G)(a) = F(a) — G(a) = 0 — 0 = 0. Portanto, G(t) = F(t)
para todo t € (a,b).

No entanto, hé problemas do valor inicial que possuem mais de
uma solucao. O problema de valor inicial

S ]1/2
{yé‘jo) :|0y‘ (1.2)

nao tem unicidade de solugao, pois y;(t) =0 ¢ uma solucao e
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t2/4, t>0, ‘
we)={ B4 120 e

também é solugao (verifique).
Portanto, temos duas solugoes 1 (1)
para o problema (1.2).

Il
O Y

Como um outro exemplo, vemos que o P.V.I.
C_o.9/3
{ v =3y (1.3)

também nao tem unicidade de solugao, pois y(t) = 0 é uma solugao e
observamos que para qualquer ¢ € R, , a funcao y.: R — R dada por

o (t—c)37 t>c, Y / / / / /
(1) { /), ,

N 0, t<c / S S ¢

também é solugao. Logo, o P.V.I. (1.3) tem infinitas solugoes.

Logo, dado o P.V.IL.
y=ft.y)
1.4
{ y(to) = o, (14)

onde f é uma funcao definida num aberto A de R?, surgem as seguintes
questoes:

1. Como sabemos que o P.V.I. (1.4) possui de fato uma solugao
sem exibi-la explicitamente?

2. Como sabemos que existe somente uma solugao de (1.4)7 Talvez
existam duas ou trés ou mesmo infinitas solugoes.
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3. Qual a utilidade de determinarmos se (1.4) possui uma tnica
solucao se nao somos capazes de exibi-la?

Para esta ultima questao, podemos dizer que o fato de sabermos
que (1.4) possui uma tnica solugdo é muito importante, pois a par-
tir disto poderemos usar técnicas computacionais para obter aprox-
imagoes da solugao y(t).

Para responder a primeira questao usaremos o método de Pi-
card. Suponhamos que f(t,z) seja uma func¢do continua em (¢,x) e
continuamente derivavel em x. Observamos que y(t) ¢ solugao de (1.4)
se, e somente se,

t
y(t) = yo +/ f(s,y(s)) ds.
to
Consideremos, agora, a seqiiéncia y,(t) dada da seguinte forma:
Y(t) =

Yo,
() = yo+/t f(s,90(s)) ds,

wlt) = yot / F(s,mu(s)) ds,

yn(t) = yoJr/t (8, Yn—1(s)) ds.

As fungbes y, (t) sdo chamadas iteradas de Picard. Pode-se mostrar
que y,(t) — y(t), quando n — oo, para t num intervalo conveniente.
Este processo é conhecido por método de Picard.

ExeEmpPLO 1.1. Encontre uma solugao para o P.V.I.

y=y
y(0)=1
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usando o método de Picard.

SOLUGAO: Observamos que, neste caso, f(t,y) =y, to =0¢ yo = L.
A equagao integral equivalente ao P.V.I. dado é:

y(t) =1+ /Oty(s) ds.

Portanto,
t
yi(t) = 1+/ lds=1+t,
0

2

t t
t
m@%:L+/zM@ds:1+/X1+@ds=1+t+§,
0 0 :
t t 2 £2 3
ys(t) =14+ [ y(s)ds=1+ | (14+s+=)ds=14+t+—=+ =,
0 0 2! 2! 3l
t t 82 Snfl
W(1) =1 w1 (s)ds = 1 (1 SR )d:
Yn (1) —l—/oy 1(s)ds —i—/o ts+ ot +(n—1)! s
=1+ +5+---+a.
2 tn
Comoet:1+t+§+~--+—'+~',vemosqueasiteradasdePi—
! n

card y,(t) convergem para a solucdo y(t) = €' deste P.V.I.. O
ExERcicios 1.1. 1) Construa as iteradas de Picard para o P.V.I.
y=2t(y+1)
y(0) =0

e mostre que y,,(t) converge para a solugao y(t) = et — 1.

2) Calcule as trés primeiras iteradas de Picard para o P.V.I.

{y=d+ﬁ
y(0) = 0.
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OBSERVACAO 1.1. As solucoes de equacoes diferenciais podem nao
existir para todo t real; por exemplo, a fungao y(t) = tg(t + 7/4) é
solucao do P.V.I.:

y(t) =1+ y%(t), y(0) =1

e estd definida somente no intervalo

| Yy
(=3m/4,m/4). | |
De fato, se t € (=3w/4,7/4), entao | |
I 1 I
g(t) = sec(t+7) 1 _

3 ! —

_ 1+tg2(t+%) —T i
| |
= 1+y°(t) | |
| |

ey(O):tggzl. O

Por este fato, nao podemos esperar que as iteradas de Picard con-
virjam para todo t. Para sabermos onde as iteradas de Picard con-
vergem, tentamos encontrar um intervalo no qual todas as y,(t) sao
uniformemente limitadas, isto é, existe uma constante k£ > 0 tal que
lyn(t)| < k para todo t € (a,b). Ou seja, procuramos um retangulo
que contenha os graficos de todas as iteradas de Picard.

O lema abaixo cuja demonstracao pode ser encontrada em [4] (cf.
Lema I.1), nos mostra como encontrar tal retangulo.

LEMA 1.1. Sejam a,b € R e consideremos o retangulo

R={(ty) |to<t<to+ael|y—y| <b}
b
efina (tm7y)a€)%2’f( ,Y)| e @ = min{a, M} ntdo

lyn(t) — yo| < M|t —to| para toy <t <ty+ .
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Obervamos que o Lema 1.1 afirma que o grafico de y,(t) permanece
entre as retas y = yo+M (t—to) e y = yo— M (t—to) paraty <t < ty+a.

o . b
Estas retas limitam o retangulo R em t = ty + a se a < U e em
t =ty + — se — < a. Em ambos os casos, o gréifico de y,(t) estd

contido em R para to <t <ty + a.

A A
Yo+bL
y =yo + M(t — to)
Yo +
Yo —b L
t t
to to + « to to + «
a=a a=b/M

O proximo teorema nos apresenta as condigoes para a existéncia e
unicidade de solugoes para o P.V.I. (1.4).
A - 0 ,
TEOREMA 1.1 (Existéncia e Unicidade Local). Suponha f e 8_f sejam
Y

funcoes continuas no retangulo
R={(ty) [to<t<to+aely—yl<b}.

b
Sejam M = ma t e a=min{a,— }. Entio o P.V.L
j max | f(t, )] a4}
{ y=f(ty)
y(to) = Yo
possui uma e somente uma solugdo y(t) no intervalo tg < t < ty+ a.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [4] (cf.
Teorema 1.27).
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EXEMPLO 1.2. 1) Mostre que a solugao y(t) do P.V.I. §y = y? + cos

com y(0) = 0 existe no intervalo 0 < ¢ < 3

SOLUGAO: Usaremos o Teorema 1.1. Neste caso f(t,y) = y* + cost?

0
e —f(t,y) = 2y, sao continuas em qualquer retangulo R = {(¢,y) |

dy
0<t<a,lyl <b}, em que a,b € R. Calculando

M = t = 2 t2 — b2 ]-
max |f(ty)l = _max |y +cost’| =b7+1,
. 1 —b
vemos que y(t) existe para 0 < t < «, em que a = min{ a, ] ).

Como a priori podemos tomar qualquer valor de a, temos que o valor

maximo de « sera quando for maximo. Este méximo é 1/2.

b2 +1
Portanto o Teorema 1.1 garante que a solucdo y(t) existe e é tnica
para 0 <t <1/2. O

2) Mostre que y(t) = —1 é a tunica solugdo do P.V.I. gy = t(1 + y)
com y(0) = —1.
SOLUGAO: Observamos que y(t) = —1 é solugao do P.V.I.. Como
flt,y)=t(14+y)e 6?_f (t,y) = t sdo continuas em qualquer retangulo,
Y
temos que o P.V.I. dado possui uma tnica solucao e, portanto, sera
y(t)=-1. 0O

OBSERVAGAO 1.2. Suponha que § = f(¢,y) seja uma equacao dife-
rencial vetorial, isto é, y = (y1,...,y,) € R e f: A C R"" — R,

O Teorema 1.1 continua sendo valido se entendermos —— como sendo

Ay
a(fla---7fn)

. Usaremos esta
oY1y Yn)

formulacao no caso das equacoes de 22 ordem, das equacoes de ordem
n e de sistemas de equacoes diferenciais. [

a matriz jacobiana de f, isto é, Jf =

ExERrcicios 1.2. 1) Determine uma solu¢ao do P.V.I. §y =t /1 — y?
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com y(0) = 1 diferente de y(t) = 1. Isto contradiz o Teorema 1.17
Explique.

2) Mostre que a solucao y(t) do P.V.I. dado existe no intervalo
especificado:

a) y =t+y? comy(0)=0para, 0<t<1/2.
b)y

) Y

e 4y, com y(0) =0 para, 0<t<1/2.

o

e 12, com y(1) =0 para, 1 <1< 1+ \/e/2.

d)y=1+y+y*cost, com y(0) =0 para, 0 <t <1/3.



