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Resolver EDO’s de primeira ordem escalar

Fator integrante & Metodo dos Coeficientes a determinar

Tiago Pereira

October 18, 2020

Nosso objetivo resolver equaes da seguinte forma

x

0 + a(t)x = b(t) (1)

Vamos discutir duas formas de resoluo

– Fator integrante: Serve para o caso geral. Mas gera integrais complicadas

– Mtodo do Chute. As contas so mais simples mas so serve para alguns b’s.

Primeiro um pequeno detour. Vamos notar que a soluo da EDO

y

0 = c(t)

y(t) =

Z
t

0
c(s)ds+ c

onde c uma constante. Lembre tambm que y apenas o nome da funo.

1 Fator Integrante

Vamos voltar para Eq. (1). O truque aqui supor que existe uma funo µ tal que

µ(t)[x0 + a(t)x] = (µ(t)x)0

Esse truque bom porque se isso for verdade multiplicando Eq. (1) por µ obtemos

µ(t)[x0 + a(t)x] = µ(t)b(t) ) (µ(t)x)0 = µ(t)b

Agora pela observao anterior (chamando y = µx) sabemos que

µ(t)x(t) =

Z
t

0
µ(s)b(s) + c

1
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x
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Vamos discutir duas formas de resoluo

– Fator integrante: Serve para o caso geral. Mas gera integrais complicadas

– Mtodo do Chute. As contas so mais simples mas so serve para alguns b’s.
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y
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Z
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1 Fator Integrante

Vamos voltar para Eq. (1). O truque aqui supor que existe uma funo µ tal que

µ(t)[x0 + a(t)x] = (µ(t)x)0

Esse truque bom porque se isso for verdade multiplicando Eq. (1) por µ obtemos
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Agora pela observao anterior (chamando y = µx) sabemos que

µ(t)x(t) =

Z
t

0
µ(s)b(s) + c

1E portanto

x(t) =
1

µ(t)

Z
t

0
µ(s)b(s) +

c

µ(t)

Chamamos µ de fator integrante. Como achar µ? Temos que resolver

(µx)0 = µx

0 + µa(t)x ) µ

0
x+ µx

0 = µx

0 + µa(t)x

implicando que
µ

0
x = µa(t)x

e portanto
µ

0 = a(t)µ

O truque funciona porque sabemos resolver essa EDO

µ(t) = µ0e

R t
0 a(s)ds

Exemplo 1: Considere a EDO
x

0 + x = 4

O fator integrante
µ

0 = µ ) µ(t) = µ0e
t

Aqui qualquer µ0 no nulo serve. A melhor escolha tomar µ0 = 1 porque isso leva a contas
mais simples e no afeta a condio inicial. Agora multiplicamos a EDO pelo fator integrante
e resolvemos

(etx(t))0 = 4et

e obtemos que

e

t

x(t) = 4

Z
e

t = 4et + c

e portanto

x(t) = 4 +
c

e

t

Exemplo 2: Considere
x

0 + tx = 2t

Novamente o fator integrante ser

µ

0 = tµ ) dµ

µ

= tdt

e integrante de ambos os lados obtemos

µ(t) = e

t

2

2
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implicando que
µ

0
x = µa(t)x

e portanto
µ

0 = a(t)µ

O truque funciona porque sabemos resolver essa EDO

µ(t) = µ0e

R t
0 a(s)ds

Exemplo 1: Considere a EDO
x

0 + x = 4

O fator integrante
µ

0 = µ ) µ(t) = µ0e
t

Aqui qualquer µ0 no nulo serve. A melhor escolha tomar µ0 = 1 porque isso leva a contas
mais simples e no afeta a condio inicial. Agora multiplicamos a EDO pelo fator integrante
e resolvemos

(etx(t))0 = 4et

e obtemos que

e

t

x(t) = 4

Z
e

t = 4et + c

e portanto

x(t) = 4 +
c

e

t

Exemplo 2: Considere
x

0 + tx = 2t

Novamente o fator integrante ser

µ

0 = tµ ) dµ

µ

= tdt

e integrante de ambos os lados obtemos

µ(t) = e

t

2

2
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µ(t)
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implicando que
µ

0
x = µa(t)x
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µ

0 = a(t)µ
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µ(t) = µ0e
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e
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e
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2

2
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Exemplo 1

E portanto

x(t) =
1

µ(t)

Z
t

0
µ(s)b(s) +

c

µ(t)
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implicando que
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https://sites.icmc.usp.br/tiago/index.html/edo.html


https://sites.icmc.usp.br/tiago/index.html/edo.html

Exemplo 1
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µ(t)

Z
t

0
µ(s)b(s) +
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O truque funciona porque sabemos resolver essa EDO

µ(t) = µ0e

R t
0 a(s)ds

Exemplo 1: Considere a EDO
x

0 + x = 4
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Considere a EDO

1 Passo: Calcular o fator integrante

E portanto

x(t) =
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µ(t)

Z
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implicando que
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0
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µ
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Exemplo 1

E portanto

x(t) =
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µ(t)

Z
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0
µ(s)b(s) +
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µ(t)
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Considere a EDO

2 Passo: Colocar na forma
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Z
t
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µ(t)
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0
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t = 4et + c
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µ
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t

2
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Exemplo 1
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Considere a EDO

2 Passo: Colocar na forma

E portanto
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Chamamos µ de fator integrante. Como achar µ? Temos que resolver

(µx)0 = µx

0 + µa(t)x ) µ
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0 = µx

0 + µa(t)x

implicando que
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0
x = µa(t)x
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0 = a(t)µ
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0 = µ ) µ(t) = µ0e
t

Aqui qualquer µ0 no nulo serve. A melhor escolha tomar µ0 = 1 porque isso leva a contas
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x(t) = 4
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t = 4et + c
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x(t) = 4 +
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Exemplo 1

E portanto

x(t) =
1

µ(t)

Z
t

0
µ(s)b(s) +

c

µ(t)

Chamamos µ de fator integrante. Como achar µ? Temos que resolver

(µx)0 = µx

0 + µa(t)x ) µ

0
x+ µx

0 = µx

0 + µa(t)x

implicando que
µ

0
x = µa(t)x

e portanto
µ

0 = a(t)µ

O truque funciona porque sabemos resolver essa EDO

µ(t) = µ0e
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x

0 + x = 4

O fator integrante
µ

0 = µ ) µ(t) = µ0e
t
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2

2

Considere a EDO

3 Passo: Resolver e isolar x

e

t
x(t) = 4

Z t

0
e

s
ds+ c
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Exemplo 1

E portanto
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µ(t)

Z
t

0
µ(s)b(s) +

c

µ(t)

Chamamos µ de fator integrante. Como achar µ? Temos que resolver
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Considere a EDO

3 Passo: Resolver e isolar x
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Z
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(µx)0 = µx

0 + µa(t)x ) µ
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x+ µx
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µ

0
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x

0 + x = 4
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Exemplo 2

Considere a EDO

E portanto

x(t) =
1

µ(t)

Z
t

0
µ(s)b(s) +

c

µ(t)

Chamamos µ de fator integrante. Como achar µ? Temos que resolver

(µx)0 = µx

0 + µa(t)x ) µ

0
x+ µx

0 = µx

0 + µa(t)x

implicando que
µ

0
x = µa(t)x

e portanto
µ

0 = a(t)µ
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µ(t) = µ0e

R t
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Exemplo 1: Considere a EDO
x

0 + x = 4

O fator integrante
µ

0 = µ ) µ(t) = µ0e
t
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µ
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1 Passo: Calcular o fator integrante

E portanto

x(t) =
1

µ(t)

Z
t
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µ(s)b(s) +
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µ(t)

Chamamos µ de fator integrante. Como achar µ? Temos que resolver
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mais simples e no afeta a condio inicial. Agora multiplicamos a EDO pelo fator integrante
e resolvemos

(etx(t))0 = 4et

e obtemos que

e

t

x(t) = 4

Z
e

t = 4et + c

e portanto

x(t) = 4 +
c

e

t

Exemplo 2: Considere
x

0 + tx = 2t

Novamente o fator integrante ser

µ

0 = tµ ) dµ

µ

= tdt

e integrante de ambos os lados obtemos

µ(t) = e

t

2

2

2 Passo: Colocar na forma
portanto

(et
2
x(t))0 = 2tet

2 ) e

t

2
x(t) = 2

Z
te

t

2
dt+ c1

Para resolver a integral utilizamos a mudana de varivel

u = t

2
e du = 2tdt

concluindo que

2

Z
te

t

2
dt =

Z
e

u

du ) e

t

2
+ c2

E portanto
e

t

2
x(t) = e

t

2
+ c

Exemplo 3: Considere
x

0 + tx = cos t

Esse primo do segundo exemplo. Mas um pouco mais chato porque teremos que deixar a
resposta de forma implcita. Do exemplo anterior sabemos que

µ(t) = e

t

2

e portanto

(et
2
x(t)) =

Z
e

t

2
cos tdt+ c

O problema aqui que no da pra resolver a integral e a resposta fica como

x(t) = ce

�t

2
+

Z
e

t

2
cos tdt

2 Coeficientes a determinar

Esse o famoso mtodo do chute pois para resolver a EDO chutamos uma soluo e tentamos
ajustar as coisas pra dar certo. A idia a seguinte, considere o Exemplo 1 anterior.

x

0 + x = 4

Vamos chutar que a soluo tem a mesma forma que o lado direto da igualdade. Como temos
uma constante chutamos que a soluo particular tambm ser constante

x

p

= c

substituindo na EDO obtemos

x

0
p

+ x

p

= 4 ) c = 4

3

/2 /2
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Exemplo 2

Considere a EDO

E portanto

x(t) =
1

µ(t)

Z
t

0
µ(s)b(s) +

c

µ(t)

Chamamos µ de fator integrante. Como achar µ? Temos que resolver

(µx)0 = µx

0 + µa(t)x ) µ

0
x+ µx

0 = µx

0 + µa(t)x

implicando que
µ

0
x = µa(t)x

e portanto
µ

0 = a(t)µ

O truque funciona porque sabemos resolver essa EDO

µ(t) = µ0e

R t
0 a(s)ds

Exemplo 1: Considere a EDO
x

0 + x = 4

O fator integrante
µ

0 = µ ) µ(t) = µ0e
t

Aqui qualquer µ0 no nulo serve. A melhor escolha tomar µ0 = 1 porque isso leva a contas
mais simples e no afeta a condio inicial. Agora multiplicamos a EDO pelo fator integrante
e resolvemos

(etx(t))0 = 4et

e obtemos que

e

t

x(t) = 4

Z
e

t = 4et + c

e portanto

x(t) = 4 +
c

e

t

Exemplo 2: Considere
x

0 + tx = 2t

Novamente o fator integrante ser

µ

0 = tµ ) dµ

µ

= tdt

e integrante de ambos os lados obtemos

µ(t) = e

t

2

2

3 Passo: Resolver e isolar x

portanto

(et
2
/2
x(t))0 = 2tet

2
/2 ) e

t

2
/2
x(t) = 2

Z
te

t

2
/2
dt+ c1

Para resolver a integral utilizamos a mudana de varivel

u = t

2
/2 e du = tdt

concluindo que

2

Z
te

t

2
/2
dt = 2

Z
e

u

du ) 2et
2
/2 + c2

donde
e

t

2
/2
x(t) = 2et

2
/2 + c

e portanto
x(t) = ce

�t

2
/2 + 2

Exemplo 3: Considere
x

0 + tx = cos t

Esse primo do segundo exemplo. Mas um pouco mais chato porque teremos que deixar a
resposta de forma implcita. Do exemplo anterior sabemos que

µ(t) = e

t

2

e portanto

(et
2
x(t)) =

Z
e

t

2
cos tdt+ c

O problema aqui que no da pra resolver a integral e a resposta fica como

x(t) = ce

�t

2
+

Z
e

t

2
cos tdt

2 Coeficientes a determinar

Esse o famoso mtodo do chute pois para resolver a EDO chutamos uma soluo e tentamos
ajustar as coisas pra dar certo. A idia a seguinte, considere o Exemplo 1 anterior.

x

0 + x = 4

Vamos chutar que a soluo tem a mesma forma que o lado direto da igualdade. Como temos
uma constante chutamos que a soluo particular tambm ser constante

x

p

= c

3
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Exemplo 3

Acha a velocidade terminal de um paraquedista
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Exemplo 3

Acha a velocidade terminal de um paraquedista

mg

-b v
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Exemplo 3

Acha a velocidade terminal de um paraquedista

Lei de Newton

Atrito viscoso

mv0 = mg � bv
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Exemplo 3

Ou ainda

mv0 + bv = mg
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Exemplo 3

Melhor

v0 +
b

m
v = g
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Exemplo 3

Melhor

v0 +
b

m
v = g

Fator integrante

µ(t) = e
b
m t

https://sites.icmc.usp.br/tiago/index.html/edo.html


https://sites.icmc.usp.br/tiago/index.html/edo.html

Exemplo 3

E portanto

ou

(e
b
m tv(t))0 = ge

b
m t

e
b
m tv(t) = g

Z t

0
e

b
m t + c
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Exemplo 3

lembrando que 

g

Z t

0
es

b
m ds =

mg

b
e

b
m t � mg

b
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Exemplo 3

E portanto

ou

(e
b
m tv(t))0 = ge

b
m t

e
b
m tv(t) = g

Z t

0
e

b
m t + c

g

Z t

0
es

b
m ds =

mg

b
e

b
m t � mg

b

=

https://sites.icmc.usp.br/tiago/index.html/edo.html


https://sites.icmc.usp.br/tiago/index.html/edo.html

Exemplo 3

Solução

v(t) =
mg

b
� ce�

b
m t

t

v
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