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Nosso objetivo é encontrar na resposta da EDO a um forçamento

x

00 + �x

0 + !

2
0x = f(t) (1)

Faremos pela função de transferencia e pela função de green.

Para isso vamos primeiro estudar a resposta da EDO a um impulso �(t). Para motivar
a “função”impulso �(t) vamos relembrar que na F́ısica o impulso é

J =

Z b

a
Fdt

onde F é uma força. Aqui a ideia é que F acontece apenas uma fração de segundos e dá
um impulso. Isso significa que se a forca aconteceu no intervalo (a, b) então

J =

Z b

a
Fdt

mas se foi executada fora do intervalo de tempo (a, b) então o impulso resultando é zero

0 =

Z b

a
Fdt

O impulso � abstrai essa ideia. Vamos falar que � tem a mesma propriedade

Z b

a
�(t)dt =

⇢
1 se 0 2 [a, b]
0 caso contrario

Propriedades do impulso �. Entre as propriedade importantes para nós estão

Z 1

�1
�(t)f(t)dt = f(0)
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Isso acontece que para qualquer " > 0

Z �"

�1
�(t)dt =

Z 1

"
�(t)dt = 0 portanto

Z 1

�1
�(t)f(t) =

Z "

�"
�(t)f(t)

e no limite " ! 0 temos a propriedade. Outra propriedade importante para nós é

Z t

0
�(t� s)f(s)ds = f(t)

De fato, vamos tomar u = t� s portanto du = �ds e s = t� u

Z t

0
�(t� s)f(s)ds =

Z u(t)

u(0)
�(u)f(t� u)(�du)

= �
Z 0

t
�(u)f(t� u)du

=

Z t

0
�(u)f(t� u)du

= f(t)

onde a última propriedade segue da primeira.

Resposta a um impulso e a função de Green

Primeiro introduzimos o operator

L :=
d

2

dt

2
+ �

d

dt

+ !

2
0

isso é apenas para compactar a nossa notação. Note que se x(t) resolve a EDO temos

Lx = f(t)

Ou seja, isso nos dá a EDO original Eq. 1.

A função de Green g(t) do operador L tem a seguinte propriedade

LG(t) = �(t)

ou seja, a G resolve a EDO para o impulso com g(0) = 0 e g0(0) = 0. Esse função nos para
a respostas para uma forcamento qualquer. De fato, tome

LG(t� s) = �(t� s)
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Se x resolve a EDO
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agora integramos a equacao

L

Z t

0
G(t� s)f(s)ds =

Z t

0
�(t� s)f(s)ds

como o operator L não depende de s, ele sai da integral. E pela propriedade 1 temos

L

✓Z t

0
G(t� s)f(s)ds

◆
= f(t)

por inspeção temos

x(t) =

Z t

0
G(t� s)f(s)ds

portanto a função de Green determina totalmente a resposta. Portanto sabendo a resposta
da EDO para um impulso sabemos a resposta para qualquer forçamento! Esse tipo de
integral é chamado de integral de convolução e temos uma notação especial para ela

g ⇤ f =

Z t

0
g(t� s)f(s)ds

onde ⇤ é chamado de produto de convolução. Um fato interessante da convolução é

Z t

0
f(t)g(t� s)ds =

Z t

0
f(t� s)g(s)ds

ou em nossa notação f ⇤ g = g ⇤ f que pode ser demostrado por substituição de variáveis.

Integrais de convolução viram produtos. Uma das propriedades centrais da Trans-
formada de Laplace é

L(f ⇤ g) = F (s)G(s)

ou seja a transformada manda a integral de convolução entre f e g no produto das
transformadas de f e g

Descobrindo a função de Green pela Transformada de Laplace

Vamos resolver
Lw(t) = �(t)

Relembrando o definição de L e transformando a igualdade por Laplace

p(s)G(s) = 1, onde p(s) = s

2 + �s+ !

2
0

2
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2
0
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Transformando por Laplace
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Função de Transferência

Vamos introduzir uma notação que sera relevante

W (s) =
1

p(s)

é na verdade a equação caracteŕıstica na variável s. Portanto

G(s) = W (s) ) w(t) = L�1 (W (s))

Esta formula é fundamental e nos diz como achar a função de Green como

g(t� s) = w(t� s)

A função W (s) é chamada função transferencia e iremos estuda-la nos próximas aulas.

3

Vamos introduzir uma notação que sera relevante

W (s) =
1

p(s)
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Portanto
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Ou seja, isso nos dá a EDO original Eq. 1.

A função de Green g(t) do operador L tem a seguinte propriedade

Lw(t) = �(t)

ou seja, a G resolve a EDO para o impulso com g(0) = 0 e g0(0) = 0. Esse função nos para
a respostas para uma forcamento qualquer. De fato, tome

Lw(t� s) = �(t� s)

Agora multiplicamos pela funcao f(s) a direta

LG(t� s)f(s) = �(t� s)f(s)

1
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p(s)X(s) = F (s)

<latexit sha1_base64="vvy89FGMipYbn3GN2CeRh0280NE=">AAAB+XicbVDLSgMxFL1TX7W+Rl26CRahbsqMFNSFUBTEZQX7gHYomTTThmYyQ5IplKF/4saFIm79E3f+jZl2Ftp6ILmHc+4lN8ePOVPacb6twtr6xuZWcbu0s7u3f2AfHrVUlEhCmyTikez4WFHOBG1qpjntxJLi0Oe07Y/vMr89oVKxSDzpaUy9EA8FCxjB2kh9244r6hx1susG3ZvSt8tO1ZkDrRI3J2XI0ejbX71BRJKQCk04VqrrOrH2Uiw1I5zOSr1E0RiTMR7SrqECh1R56XzzGTozygAFkTRHaDRXf0+kOFRqGvqmM8R6pJa9TPzP6yY6uPJSJuJEU0EWDwUJRzpCWQxowCQlmk8NwUQysysiIywx0SaskgnBXf7yKmldVN1a9fqxVq7f5nEU4QROoQIuXEIdHqABTSAwgWd4hTcrtV6sd+tj0Vqw8plj+APr8wf4h5FO</latexit>

X(s) = W (s)F (s)

<latexit sha1_base64="muF1S/Wc3haY/8eoQ9R43Gh5m0w=">AAAB+HicbVDLSgMxFL1TX7U+OurSTbAIdVNmpFBdCEVBXFawD2iHkkkzbWgmMyQZoQ79EjcuFHHrp7jzb0zbWWjrgUsO59zLvTl+zJnSjvNt5dbWNza38tuFnd29/aJ9cNhSUSIJbZKIR7LjY0U5E7Spmea0E0uKQ5/Ttj++mfntRyoVi8SDnsTUC/FQsIARrI3Ut4udsjpDV6htnltTfbvkVJw50CpxM1KCDI2+/dUbRCQJqdCEY6W6rhNrL8VSM8LptNBLFI0xGeMh7RoqcEiVl84Pn6JTowxQEElTQqO5+nsixaFSk9A3nSHWI7XszcT/vG6igwsvZSJONBVksShIONIRmqWABkxSovnEEEwkM7ciMsISE22yKpgQ3OUvr5LWecWtVi7vq6X6dRZHHo7hBMrgQg3qcAcNaAKBBJ7hFd6sJ+vFerc+Fq05K5s5gj+wPn8Ad7mRCw==</latexit>
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agora integramos a equação

L

Z t

0
w(t� s)f(s)ds =

Z t

0
�(t� s)f(s)ds

como o operator L não depende de s, ele sai da integral. E pela propriedade 1 temos

L

✓Z t

0
w(t� s)f(s)ds

◆
= f(t)

por inspeção temos

x(t) =

Z t

0
w(t� s)f(s)ds

portanto a função de Green determina totalmente a resposta. Portanto sabendo a resposta
da EDO para um impulso sabemos a resposta para qualquer forçamento! Esse tipo de
integral é chamado de integral de convolução e temos uma notação especial para ela

g ⇤ f =

Z t

0
g(t� s)f(s)ds

onde ⇤ é chamado de produto de convolução. Um fato interessante da convolução é

Z t

0
f(t)g(t� s)ds =

Z t

0
f(t� s)g(s)ds

ou em nossa notação f ⇤ g = g ⇤ f que pode ser demostrado por substituição de variáveis.

Integrais de convolução viram produtos. Uma das propriedades centrais da Trans-
formada de Laplace é

L(f ⇤ g) = F (s)G(s)

ou seja a transformada manda a integral de convolução entre f e g no produto das
transformadas de f e g

Descobrindo a função de Green pela Transformada de Laplace

Vamos resolver
Lw(t) = �(t)

Relembrando o definição de L e transformando a igualdade por Laplace

p(s)W (s) = 1, onde p(s) = s

2 + �s+ !

2
0

2

Isso acontece que para qualquer " > 0

Z �"

�1
�(t)dt =

Z 1

"
�(t)dt = 0 portanto

Z 1

�1
�(t)f(t) =

Z "

�"
�(t)f(t)

e no limite " ! 0 temos a propriedade. Outra propriedade importante para nós é

Z t

0
�(t� s)f(s)ds = f(t)

De fato, vamos tomar u = t� s portanto du = �ds e s = t� u

Z t

0
�(t� s)f(s)ds =

Z u(t)

u(0)
�(u)f(t� u)(�du)

= �
Z 0

t
�(u)f(t� u)du

=

Z t

0
�(u)f(t� u)du

= f(t)

onde a última propriedade segue da primeira.

Resposta a um impulso e a função de Green

Primeiro introduzimos o operator

L :=
d

2

dt

2
+ �

d

dt

+ !

2
0

isso é apenas para compactar a nossa notação. Note que se x(t) resolve a EDO temos

Lx = f(t)

Ou seja, isso nos dá a EDO original Eq. 1.

A função de Green g(t) do operador L tem a seguinte propriedade

LG(t) = �(t)

ou seja, a G resolve a EDO para o impulso com g(0) = 0 e g0(0) = 0. Esse função nos para
a respostas para uma forcamento qualquer. De fato, tome

LG(t� s) = �(t� s)

2

p(s)X(s) = F (s)
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X(s) = W (s)F (s)
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domínio temporal
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L(x(t)) = X(s)
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L
✓Z t

0
w(t� ⌧)f(⌧)d⌧

◆
= W (s)F (s)
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agora integramos a equação

L

Z t

0
w(t� s)f(s)ds =

Z t

0
�(t� s)f(s)ds

como o operator L não depende de s, ele sai da integral. E pela propriedade 1 temos

L

✓Z t

0
w(t� s)f(s)ds

◆
= f(t)

por inspeção temos

x(t) =

Z t

0
w(t� s)f(s)ds

portanto a função de Green determina totalmente a resposta. Portanto sabendo a resposta
da EDO para um impulso sabemos a resposta para qualquer forçamento! Esse tipo de
integral é chamado de integral de convolução e temos uma notação especial para ela

g ⇤ f =

Z t

0
g(t� s)f(s)ds

onde ⇤ é chamado de produto de convolução. Um fato interessante da convolução é

Z t

0
f(t)g(t� s)ds =

Z t

0
f(t� s)g(s)ds

ou em nossa notação f ⇤ g = g ⇤ f que pode ser demostrado por substituição de variáveis.

Integrais de convolução viram produtos. Uma das propriedades centrais da Trans-
formada de Laplace é

L(f ⇤ g) = F (s)G(s)

ou seja a transformada manda a integral de convolução entre f e g no produto das
transformadas de f e g

Descobrindo a função de Green pela Transformada de Laplace

Vamos resolver
Lw(t) = �(t)

Relembrando o definição de L e transformando a igualdade por Laplace

p(s)W (s) = 1, onde p(s) = s

2 + �s+ !

2
0

2

https://sites.icmc.usp.br/tiago/index.html/edo.html


https://sites.icmc.usp.br/tiago/index.html/edo.html

agora integramos a equação

L

Z t

0
w(t� s)f(s)ds =

Z t

0
�(t� s)f(s)ds

como o operator L não depende de s, ele sai da integral. E pela propriedade 1 temos

L

✓Z t

0
w(t� s)f(s)ds

◆
= f(t)

por inspeção temos

x(t) =

Z t

0
w(t� s)f(s)ds

portanto a função de Green determina totalmente a resposta. Portanto sabendo a resposta
da EDO para um impulso sabemos a resposta para qualquer forçamento! Esse tipo de
integral é chamado de integral de convolução e temos uma notação especial para ela

g ⇤ f =

Z t

0
g(t� s)f(s)ds

onde ⇤ é chamado de produto de convolução. Um fato interessante da convolução é

Z t

0
f(t)g(t� s)ds =

Z t

0
f(t� s)g(s)ds

ou em nossa notação f ⇤ g = g ⇤ f que pode ser demostrado por substituição de variáveis.

Integrais de convolução viram produtos. Uma das propriedades centrais da Trans-
formada de Laplace é

L(f ⇤ g) = F (s)G(s)

ou seja a transformada manda a integral de convolução entre f e g no produto das
transformadas de f e g

Descobrindo a função de Green pela Transformada de Laplace

Vamos resolver
Lw(t) = �(t)

Relembrando o definição de L e transformando a igualdade por Laplace

p(s)W (s) = 1, onde p(s) = s

2 + �s+ !

2
0

2

Convolução

agora integramos a equação

L

Z t

0
w(t� s)f(s)ds =

Z t

0
�(t� s)f(s)ds

como o operator L não depende de s, ele sai da integral. E pela propriedade 1 temos

L

✓Z t

0
w(t� s)f(s)ds

◆
= f(t)

por inspeção temos

x(t) =

Z t

0
w(t� s)f(s)ds

portanto a função de Green determina totalmente a resposta. Portanto sabendo a resposta
da EDO para um impulso sabemos a resposta para qualquer forçamento! Esse tipo de
integral é chamado de integral de convolução e temos uma notação especial para ela

g ⇤ f =

Z t

0
g(t� s)f(s)ds

onde ⇤ é chamado de produto de convolução. Um fato interessante da convolução é

Z t

0
f(t)g(t� s)ds =

Z t

0
f(t� s)g(s)ds

ou em nossa notação f ⇤ g = g ⇤ f que pode ser demostrado por substituição de variáveis.

Integrais de convolução viram produtos. Uma das propriedades centrais da Trans-
formada de Laplace é

L(f ⇤ g) = F (s)G(s)

ou seja a transformada manda a integral de convolução entre f e g no produto das
transformadas de f e g

Descobrindo a função de Green pela Transformada de Laplace

Vamos resolver
Lw(t) = �(t)

Relembrando o definição de L e transformando a igualdade por Laplace

p(s)W (s) = 1, onde p(s) = s

2 + �s+ !

2
0

2
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X(s) = W (s)F (s)
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x(t) = (w ⇤ f)(t)
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agora integramos a equação

L

Z t

0
w(t� s)f(s)ds =

Z t

0
�(t� s)f(s)ds

como o operator L não depende de s, ele sai da integral. E pela propriedade 1 temos

L

✓Z t

0
w(t� s)f(s)ds

◆
= f(t)

por inspeção temos

x(t) =

Z t

0
w(t� s)f(s)ds

portanto a função de Green determina totalmente a resposta. Portanto sabendo a resposta
da EDO para um impulso sabemos a resposta para qualquer forçamento! Esse tipo de
integral é chamado de integral de convolução e temos uma notação especial para ela

g ⇤ f =

Z t

0
g(t� s)f(s)ds

onde ⇤ é chamado de produto de convolução. Um fato interessante da convolução é

Z t

0
f(t)g(t� s)ds =

Z t

0
f(t� s)g(s)ds

ou em nossa notação f ⇤ g = g ⇤ f que pode ser demostrado por substituição de variáveis.

Integrais de convolução viram produtos. Uma das propriedades centrais da Trans-
formada de Laplace é

L(f ⇤ g) = F (s)G(s)

ou seja a transformada manda a integral de convolução entre f e g no produto das
transformadas de f e g

Descobrindo a função de Green pela Transformada de Laplace

Vamos resolver
Lw(t) = �(t)

Relembrando o definição de L e transformando a igualdade por Laplace

p(s)W (s) = 1, onde p(s) = s

2 + �s+ !

2
0

2
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W (s) =
X(s)

F (s)
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W (s) =
Sáıda

Entrada
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x

0 + ax = e

i!t
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Vamos introduzir uma notação que sera relevante

W (s) =
1

p(s)

é na verdade a equação caracteŕıstica na variável s. Portanto

G(s) = W (s) ) w(t) = L�1 (W (s))

Esta formula é fundamental e nos diz como achar a função de Green como

g(t� s) = w(t� s)

A função W (s) é chamada função transferencia e iremos estuda-la nos próximas aulas.
Exemplo: Forcamento harmonico

x

0 + ax = e

i!t

Nos sabemos que a solucao particular é

x(t) = Ae

i!t

E anteriormente determinamos a amplitude A. Portanto

Ai!L(ei!t) + aAL(ei!t) = L(ei!t)

A =
1

a+ i!

Como sabemos que
X(s) = AF (s)

X(s) = W (s)F (s)

A = W (i!)

3

Solução da particular
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x

0 + ax = e

i!t
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Vamos introduzir uma notação que sera relevante

W (s) =
1

p(s)

é na verdade a equação caracteŕıstica na variável s. Portanto

G(s) = W (s) ) w(t) = L�1 (W (s))

Esta formula é fundamental e nos diz como achar a função de Green como

g(t� s) = w(t� s)

A função W (s) é chamada função transferencia e iremos estuda-la nos próximas aulas.
Exemplo: Forcamento harmonico

x

0 + ax = e

i!t

Nos sabemos que a solucao particular é

x(t) = Ae

i!t

E anteriormente determinamos a amplitude A. Portanto

Ai!L(ei!t) + aAL(ei!t) = L(ei!t)

A =
1

a+ i!

Como sabemos que
X(s) = AF (s)

X(s) = W (s)F (s)

A = W (i!)

3

Solução da particular

Vamos introduzir uma notação que sera relevante

W (s) =
1

p(s)

é na verdade a equação caracteŕıstica na variável s. Portanto

G(s) = W (s) ) w(t) = L�1 (W (s))

Esta formula é fundamental e nos diz como achar a função de Green como

g(t� s) = w(t� s)

A função W (s) é chamada função transferencia e iremos estuda-la nos próximas aulas.
Exemplo: Forcamento harmonico

x

0 + ax = e

i!t

Nos sabemos que a solucao particular é

x(t) = Ae

i!t

E anteriormente determinamos a amplitude A. Portanto

Ai!L(ei!t) + aAL(ei!t) = L(ei!t)

A =
1

a+ i!

Como sabemos que
X(s) = AF (s)

X(s) = W (s)F (s)

A = W (i!)

3

Transformando
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Vamos introduzir uma notação que sera relevante

W (s) =
1

p(s)

é na verdade a equação caracteŕıstica na variável s. Portanto

G(s) = W (s) ) w(t) = L�1 (W (s))

Esta formula é fundamental e nos diz como achar a função de Green como

g(t� s) = w(t� s)

A função W (s) é chamada função transferencia e iremos estuda-la nos próximas aulas.
Exemplo: Forcamento harmonico

x

0 + ax = e

i!t

Nos sabemos que a solucao particular é

x(t) = Ae

i!t

E anteriormente determinamos a amplitude A. Portanto

Ai!L(ei!t) + aAL(ei!t) = L(ei!t)

A =
1

a+ i!

Como sabemos que
X(s) = AF (s)

X(s) = W (s)F (s)

A = W (i!)
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A função W (s) é chamada função transferencia e iremos estuda-la nos próximas aulas.
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Amplitude é a transferencia calculada na freq


