’Lista 2 - Funcoes de Variaveis Complexas

Exercicio 1 Sejam z1, 22, 23 € C.
a) Mostre que ||z1] — |22]| < |21 + 22].
|21]
|| = |z

21
22 + 23

b) Supondo |zz| > |z3|, mostre que

Exercicio 2 Represente graficamente os conjuntos dados abaixo e classifique-os em aberto, fechado,
limitado.
a) Re(z) < =3 b) Im(z) > 1 c) |z —2i] >2 d)|z+1 <2 e)lz—1+14 <3

f)z;é0,0garg(z)<g ) |2l >2, |arg(z)| <7 W) l<|z+1-2i<2

i) Re C) <%

Exercicio 3 Determine o dominio maximo de definicao das fungoes dadas a seguir:

2 3

z z oy 22+ (2 —1)
L S— b _z2_4 N G
a) f(2) (z — i) sen(y) ) f2) x oz ¢) f(2) (e# — 1) cos(y)

Exercicio 4 Calcule os limites: A
4z 41 zr—1
. 2 . 2 . .
V. Am s D iglery) oMoy YIS

Exercicio 5 Use a definicao de limite para provar que:
a) lim (az +b) = azp +b, como a,b e C.

Z— 20

b) lim !

z—a Z — o

= 00, onde « € C.

c¢) lim =0.

z—00 2 — 1
Exercicio 6 Calcule as derivadas das funcoes abaixo:

) f() =124 4i" ) f(5) = (22— iz 412 o) f(z) =

z4+ 3

Exercicio 7 Mostre que o produto de duas fungoes analiticas f e g é uma fungdo analitica, com
derivada (fg)' = f'g+ fg'.

Tyly — iz) 0 f(z) -~ 10)
Exercicio 8 Seja f(z) = 20 + 92 se 2 # . Mostre que 0 — 0 para z — 0 ao
0 se z=0 =

: . z)— f -
longo de qualquer reta passando pela origem, mas que lim —————= nao existe.
z—0 z—0
Exercicio 9 Use as equacgoes de Cauchy-Riemann para verificar, no caso de cada uma das funcoes
abaixo, qual é analitica e em que dominio. Em caso positivo, calcule a derivada de f’(z). Existe
alguma funcao inteira?

a) f(z) =25 b) f(2) = cF(eosy Fiseny) ) f(z) =7
e) f(z) =e Y(cosx +isenx) f) f(z) = (e¥ +e7Y)sen(x) +i(e¥ —e™Y) cos(z)
g) f(z) = e¥(cos(x) + isen(x))

Exercicio 10 Seja f(z) uma fungao inteira. Mostre que a funcdo g(z) = f(Z) também é inteira.
Mostre que h(z) = f(z) é derivavel em 0 se, e somente se, f'(0) = 0.

Exercicio 11 Mostre que a funcdo f(z) = 22 + iy ndo é analitica em nenhum ponto.



Exercicio 12 a) Mostre que u(x,y) = e *(zsen(y) — y cos(y)) é harmonica.
b) Determinar v de tal modo que f(z) = u(z,y) + iv(z,y) seja analitica.

Exercicio 13 Considere as fungdes f, g: (0,1) C R — C definidas por f(z) = z e g(z) = z + 22€'/*",
Mostre que a regra de L’Hospital nao vale para funcoes a valores complexos mostrando que
f(x) f'(=)

lim —= =1 li
0 gle) — T R g(a)

Exercicio 14 Considere agora as fungoes f,g: C — C dadas por f(z) =z e

o(z) = z—I—zQei/Zz, se z#0
0, se z = 0.

O que pode ser dito sobre regra de L.’Hospital neste caso? Mais especificamente, o que acontece com

lim, .

Exercicio 15 Demonstre um caso particular a regra de L’Hospital para fungoes analiticas: se f(zg) =
g(z0) =0 e ¢'(z0) # 0, entdo
/
e T(e)

=0 9(2)  g'(20)

Na verdade vale: Se f(z0) = f'(20) = -~ f* D(z0) = 0, g(20) = ¢'(20) = ---g* V(2) =0, e
g¥) () # 0, entdo

i £ _ 1®(20)
=20 g(2)  gW(z0)

Gabarito

Exercicio 2 a) aberto e ilimitado.

b) fechado e ilimitado.

¢) aberto e ilimitado.

d) fechado e limitado.

e) aberto e limitado.

f) nao é aberto, nao é fechado e é ilimitado.
g) aberto e ilimitado.

h) nao é aberto, nao ¢é fechado e ¢é limitado.
i) aberto e ilimitado.

Exercicio 3 a) Dy ={2 € C:2z#i e Im(z) # kn, k € Z}.
b) Dy ={2€C:2#0 e Re(z) # 0}.
c) Dy ={2€C:z#2kni,kcZ e Im(z) # 5 +mm,mc Z}.

Exercicio 4a) -9+ 15 b)4 «¢) -+ =i d) —4i
Exercicio 6 a) f/(z) = —2z + 20iz*
b) f'(z) = 2(2* = i)*(iz + 1)[32(iz + 1) +i(2* — )]

1N 61
c) f(@—m

Exercicio 9 a) O dominio de f é C, f é inteira e f'(z) = 322
b) f nao é analitica.



c¢) f nao é analitica.
1
d) f é analitica em C* e f'(z) = —— para z € C*.
z
e) O dominio de f é C, f é inteira e f'(z) = if(z).
f) O dominio de f é C, f é inteira e f'(z) = —i[(e¥ — e ¥)sen(x) +i(e¥ + e7Y) cos(z)]
g) f nao é analitica.

Exercicio 12 b) v = e *(ysen(y) + xsen(y)) + k, com k constante.



