Lista 8 - Fungoes de Variaveis Complexas

Exercicio 1 Classifique as singularidades:

a) f(z) = < b) f(z) = ~ — — _ _ 2/

sen(3z) z  sen(z)

sen(z)

e) f(Z):m f)cos<23) g)f(z)zz+2+ 5

Exercicio 2 Seja f(z) uma fungao analitica e diferente de zero no ponto z = zy. Mostre que a funcao

9(2) = Zf_(z)

tem pdlo simples em zg, com residuo igual a f(zp).

Exercicio 3 Determine os pélos, as ordens e os residuos correspondentes:

z —sen(z) e” 2% — 22

b) f(z) = m C) f(z) = (Z 4 1)2(22 _|_4)

a) f(z) =

6
Exercicio 4 Calcule as integrais utilizando o Teorema dos Residuos:

a) j{ 323¢!/*dz, a0 longo do circulo C de equagdo |z — 1| = 4.
C

243
b) jé +<S€nl()ﬂ22)dz, onde C é um quadrado, tendo vértices em 3 + 37, 3 —3i, -3+ 3i e —3 — 3.
C zZ\zZ —

c) jé e Y#sen(1/z)dz, onde C é o circulo |z| = 1.
C

zt
d) 740 202 j T 2)dz, ao longo do circulo C, cuja equagao é |z| = 3.

1
e j{ ﬁdz, onde C é a fronteira do semicirculo {z € C: |z| < Re Im(z) > 0} de raio R > 1.
C <

Exercicio 5 Mostre que uma func¢ao racional

Am 2™+ am_12™ 4+ 4 a1z + ao
bpz™ + by_12" 1 4+ ...+ bz + b

f(z) =

onde a,, # 0, b, # 0 e m < n, é analitica no infinito, e este ponto é um zero de ordem n — m da
funcao, caso n > m.

1 /
Exercicio 6 Calcule as integrais. | Use o Teorema do Argumento: — / (z)dz =Z—-P|.
2mi Jo f(2)
2) 7{ sen(ﬂz)dz
|2|=r COS(72)

524 — 6iz + 2
b) j{ - s -dz, onde C envolve todos os zeros de f(z) = 2% — 3i2%2 + 2z — 1 +i.
C

25— 3122 +22—1+1



Exercicio 7 a) Seja h uma fungao analitica em uma regiao simplesmente conexa R tal que B(0,1) =
{z € C:|z| <1} C R e tal que |h(2)| < 1 para |z| = 1. Mostre que a equacao h(z) = z tem apenas
uma solucao em Bj(0).

b) Ache o niimero de zeros, que satisfazem |z| < 2, do polindémio p(z) = 22° + 2% — 423 + 2 — 3.

Exercicio 8 Calcule:

) / dz

oo A1

+o0 d
b)/ %,a,b,céﬂ%eb2<4ac.
o @z +br+c

C)/+oo d onde a >b>0
o @raErry et

Exercicio 9 Mostre que:
2 do o 2 do o7
a) T = = b) = ol <1
o 2+sen?(0) 6 o l4acos(0) /1—a2

Exercicio 10 Calcule as integrais:

) /0+00 coS(aa:)dx’ 00 b /+oo 2 sen(z)

—————dx.
2 +4 oo T2 441+ 20
400 el
Exercicio 11 a) Calcule a integral / ————5vdz, com a > 0.
oo x(a? —2?)
400 400
b) Conclua que / Mdaj = 1(1 —cos(a)) e / Mc& =0.
oo x(a? —2?) a? oo x(a? — 2?)
Gabarito

k
Exercicio 1 a) z = %, k € Z, sao singularidades removiveis.
b) z = kr, k € Z, sao singularidades removiveis.
c) z =0 é polo de ordem 3, e z = +1,4+2,£3, ..., s@o pdlos de ordem 2.
d) z = 0 é singularidade essencial.

e) z =0 é p6lo de ordem 2 e z = 7 é singularidade removivel.
f) z = 0 é singularidade essencial.
g) z = 0 é singularidade removivel e z = —2 é um pdlo simples.
Exercicio 3 a) z = 0 é pélo de ordem 3. E, (resf)(z =0) = —é.
b) z = i%ﬂ sao polos simples. Neste caso temos, (resf)(z = in/2) = (resf)(z = —in/2) = %
c) z = —1 é pélo de ordem 2. E, (resf)(z =—1) = —%.
z = 2i é pblo de ordem 1. E, (resf)(z = 2i) = 72—22“
z = —2i é pblo de ordem 1. E, (resf)(z = —2i) = 72_5 !
Exercicio 4 a) é b) —6mi c¢) 8mi  d) 2mi (15—21 - ;e_tcos(t)> e) ?77
Exercicio 6 a) —1272 b) 10mi.
. T 27 T
Exercicio 8 a) 7 b) Nivreas c) ab(a £ D)
Exercicio 10 a) e 2@ b) e *(2cos(2) + sen(2))
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