Provinha — SME340

Solugoes por Victor Hugo de Souza Daniel

1. Se A é nilpotente (existe um inteiro k tal que A* = 0) entdo
0 A néao é invertivel
O A é invertivel

Suponha, por absurdo, que A seja invertivel. Entdo podemos verificar indutivamente
que A" é invertivel ¥n € N com (A")~! = (A~1)". Assim, A¥ = 0 ¢ invertivel,
contradi¢do. . A nao é invertivel.

Prova 2: A é inversivel se e somente se detA # 0. Seja k inteiro tal que A¥ =0 como
o determinante do produto de matrizes é o produto dos seus determinantes temos
0 = det(AF)
k
= [(det(A)] (1)

portanto det A =0

2. Se A é nilpotente entio e??

(] é um polindmio em £.
[0 é uma exponencial em ¢.

Seja k o menor natural tal que A*¥ = 0. Portanto, A® = 0 para todo inteiro n > k:
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3. Uma matrix ndo nula A é idempotente se A% = A
[ entdo A tem um autovalor com modulo 1.
0 entdo A tem um autovalor negativo.

Primeiramente, note que se A € C é autovalor de A, entao Jv # 0 tal que

Av =\
Além disso
A%y = A(Av)
= A(\v)
= Mo
=

Portanto, como A% = A,
Av=Av= 2 o= =N - ANv=0
Portanto
M-A=0=A=0oul=1.

e A tem um autovalor de modulo 1

4. Se A é idempotente entdao B = I — A é idempotente e mais AB=BA =0
O Verdadeiro
O Falso
Temos
AB=AI—-A)=AI -A2=A—-A=0
BA=(I-AA=TA-A2=A—-A
Além disso:
B?=B(I - A)=BI — BA= B —0= B, logo B ¢ idempotente.

5. Seja A é idempotente e B tal que AB = 0, entao

Oe“B=B.
OeB=0
Como A é idempotente, por inducgao tem-se que A" = A Vn > 1. Assim
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= B (2)

6. Seja A € R™ " entao
O se 0 é autovalor a equacdo Axr = 0 tem infinitas solucoes
[0 se 0 é autovalor entao as colunas de A sao LI
[ se 0 nao é autovalor entao detA = 0.

i Se 0 é autovalor de A, entao existe v # 0 tal que Av =0 = A(\v) = NAv =
A0 = 0. Portanto x = A\v é solugao para todo A € R e como dados A, u € R.

ii Seja A = [v1--v,] onde v; é a iésima coluna de A. Notamos que dado z =
(1. .., 0n)T € R temos que

n
Ar = Z Q;v;
i=1
Se x # 0 é autovetor com autovalor nulo entao
n
Z a;V; = 0
i=1

tem solugcao com algum «; # 0. Portanto as colunas sao LD.

iii Sabemos que det A = [[!"_; A;. Portanto detA = 0 se e somente se A = 0.

7. Considere A = < g _03 ), entiao o elemento (eA)21 é
ao
01

Indutivamente, é facil verificar que
2n
A" = ( v Y > Vn e N

De fato, vale para n = 0, ja que



Note que (A™)21=0 para todo n natural). Logo

S nl a
n=0 n=0

. Existe uma matriz B tal que A = B + rI é inversivel para todo r real.
L] Verdadeiro
O Falso

Verdadeiro. Basta tomar uma matriz B com autovalores complexos. Tal como
0 1
B p—
-1 0

. Dizemos que uma matriz é nilpotente se existe um k tal que N¥ = 0. Entéo
[0 N tem autovalores nulos
O N tem autovalores puramente imaginarios.

N tem autovalores nulo. Note que se Nv = Av entdo N¥v = Mv pela nilpotencia
concluimos que M= 0.



