EDO: Ressonancia
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O fenomeno de ressonancia ocorre quando um sistema que exibe oscilacoes amorteci-
das ¢é forcaado periodicamente. Aqui temos duas possibilidades interessantes. O sistema
“ignora” o forcamento e desenvolve oscilagbes com amplitude desprezivel. Ou absorve a
energia do forcamento de maneira 6tima entrando em ressonancia com o forcamento.

Vamos considerar a EDO

o +yx' 4+ wir = Agsinwt

sob a acao de um forgamento harmoénico de frequéncia w. O truque agora é utilizar a
formula da Fuler

et = coswt + i sin wt

e resolver a EDO na forma complexa
2 4 ya’ + wiz = Age™.

Lembrando que para recuperar a solucao x, do problema original basta tomar a parte
imagindria de solucao complexa X, que vamos encontrar. Chutamos a solucao particular
X, como ‘ ' '

Xp(t) = Be™' = X)(t) =iwBe™" = X)(t) = —w’Be™"

Substitutindo e ansatz na EDO e cancelando o termo e~™* obtemos

Ao
(wE — w?) + iwy

B(—w? +iwy+wd) =4 = B=

A melhor estrategia é escrever B na forma polar

ImB
ReB

B = re' relembrando que r?=BB & 60=tan"!

Determinando o médulo r como

P2 = Ao Ao (1)
(wE — w?) + iwy (W3 — w?) — iwy
Aj

(W2 — w?)? 4+ 12w?



Portanto

A
\/(wg _ w2)2 T 72w2

r =
Donde temos

Xp(t) _ rei(wt-‘r@)

Como a solucao da EDO ¢ a parte imagindria z, = Im X, temos

xp(t) = rsin(wt + 6).

Vamos analisar o ganho em amplitude

da solucao com respeito ao forcamento que nos diz a energia que sistema consegue obter
do forcamento. Inspecionando obtemos

1
g(w) - \/(W(Q) _ w2)2 + 72w2

Para determinar o maximo valor de g em funcao de w analisamos a derivada de ¢

dg 1 —dw(wt — w?) + 2wy?
dw 2 [(wE — w?)2 + H2w2]3/2

Portanto o méximo ¢ atingido quando o numerador se anula

—2w[2(wg — w?) =7*] =0

Logo, ou w =0 ou

1
_ 2
Wres = /Wy — 572
O ganho na ressonancia é
1
g(wres) -
YWo

Ou seja, o ganho em amplitude é inversamente proporcional a dissipagao .



