SME 341
12 Semestre - 2019
12 Lista de Exercicios

Equacoes Escalares

1. Determine a ordem das equacoes. Indique se elas sao homogéneas, lineares
ou nao-lineares:

9 d2y dy . N o
a) x T2 + T +2y =0 Linear homogénea de 2° ordem
x x
2r
b) d? +sin(t+x) =sinz  Nao linear e nao homogénea de 2° ordem
a3 dy . ~
c) e Z + cos? o= e® Linear ndo homogénea de 3° ordem
x x
d? d - - .
d) (d—z d_y =¢t> Nao linear ndo homogénea de 2° ordem
x x

2. Verifique se as fungoes propostas sao solugoes das EDQ’s apresentadas.
a) Y —y =0
Possiveis solugoes: y1(x) = e~ %, ya(x) = ke”

Note que

—X

! (A — NN o .
yi(@) =—e* e yi(z) =y(z)
Portanto y; resolve a EDO. Para a outra funcao candidata

"

yh(z) =ke® e yh(z) = ya(x)
logo y2 também resolve a EDO.
by —y=a
Possiveis solugoes: y1(x) = ax + e~ %, ya(x) = k(z + e %)

Note que

(@) =a+—e" e yi(z)=e"

Adicionando e subtraindo o termo ax obtemos

Yyl (r) = —ax +ax + e =y (x) —y1(z) = —ax

——
Y1
Portanto y; é solugao apenas se a = —1.
da 2 _
c) G +x2=0
foai - g1 142
Possiveis solugoes: z1(t) =t~1, zo(t) = Int

Note que

dx 1 1\? . dx
H—-p=-(3) —t= Srm0

O fungao z2 nao é solucao.



3. Resolva os problemas de valor inicial
2
a) ¥ + —y = y com condicao inicial y(1) =1
x

Podemos reescrever a equacao como

d 2 Yd v 2
S (1 — ) dx e portanto / S / <l — ) dx
Y T 1Y 1 T

Integrando obtemos

b) ¥’ 4+ 62y = 0 com condicao inicial y(7w) =5
Como no item anterior reescrevemos a EDO
dt Yo dy, e
Y _ _6rdr e portanto / - / 6zdx
Yy J5 Yy J
Integrando obtemos
‘ 2 2
y(:IT> _ 503(.1? —m)
¢) y' = cosx com condigdo inicial y(0) =0

y(z) =sinz
2
d) y + Y= —2%y com condicdo inicial y(1) = 2

y(z) = 2%(7%(-6“”—1)
T

4. As vezes é possivel resolver uma equagao nao-linear realizando uma mu-
danga de varidvel que converte a equagao original numa equagao linear.
Uma classe importante que equacao tem a forma

v +pt)y = at)y"
é chamada de equagao de Bernoulli.
a) Resolva a equagao de Bernoulli paran=0en = 1.
Para n = 0 resolva a equacao pelo método do fator integrante. Obtendo

it
y(t) =e” Jop(s)ds 4 / e P()ds g () du
Jo

Para n = 1 a equacao reduz a y' = [¢(t) — p(t)]y e obtemos
y(t) = e T -p)dsy

b) Mostre que se n # 0,1, entdao a substitui¢io v = y!=" reduz a
equacao de Bernoulli a uma equacao linear.

A ideia é escrever a EDO para v notando que v’
a EDO para y.

= my’ e substituindo



5. Resolva as seguintes equagoes de Bernoulli

a)y + % = zy? Y= ,!,'271) Cx
b)y' +y—y*=0 Y= e
c)y =ry(l—y), comr >0 !/:W

6. Certo material radioativo decresce a uma taxa proporcional a quantidade
de material presente. Se, para uma quantidade inicial de 100 mg, se
observa um decréscimo de 5% apds dois anos, determine.

a) A quantidade restante como funcdo do tempo

oo 1 95 \1/2 -
[omando o« = In (1()1)) , entao

m(t) = 100e™

b) O tempo necesséario para uma reducao de 10% da quantidade inicial

1
T =—1n0.9

(83

7. Uma particula de massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob a acao da forga
resultante f(z), onde f é continua. Seja V(x) uma funcdo definida em J
tal que para todo = € J tal que

V= ~f@)

(diz-se que a forga f deriva do potencial V). Seja x : I — J a fungao
de posigao da particula, (para cada instante ¢ € I, x(t) € J é a posicao
da particula em t). Assuma que o movimento da particula pela lei de
Newton:

tel:




8.

10.

Existéncia e Unicidade de Solugoes

Considere o problema de valor inicial no qual se procura a solugao da
equagao

j=—=
Y

que satisfaca a condicdo inicial y(0) = 0. Mostre que este problema nao
possui nenhuma solugao real para ¢ > 0. Qual das hip6teses do teorema
de Picard é violada? A solucao geral seria

;I/([) = \/2(/,0 + 7/(2)/2 — [)

mas para yg = top = 0 temos a raiz de um nimero negativo e portanto nao
existe solu¢ao. Note que a fungao 1/y nao é diferenciavel em y = 0 isso
viola o hipétese.

Considere o problema de valor inicial no qual se procura a solucao da
equacao

y =3y
que satisfaga a condi¢do y(0) = 0. Mostre que este problema nao tem
solugao unica. Qual das hipéteses do teorema de Picard é violada?

De fato, note que
nt) =0 e ylt)==t
ambas resolvem a EDO. S funcio y?/3 nao é diferenciavel em y = 0

Considere o problema de valor inicial no qual se procura a solugao da
equacao

y=vy
que satisfaca a condigao y(0) = yo com yo # 0. Mostre que a solugao deste
problema diverge a tempo finito t = 1/yp.

A solucao é
1

Yo — 1

Logo a solucao explode a tempo finito.

y(t) =



