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Capitulo 1

Introducao

19.08.2019 - 1.a]
Nesta notas estudaremos os espagos vetoriais, transformagdes lineares entre os mesmos,

alguns operadores importantes definidos nos mesmos.

O capitulo O serd dedicado as matrizes.

O capitulo B, trataremos do escalonamento de matrizes e dos sistemas lineares.

No capitulo B, introduziremos os espagos vetoriais e daremos uma série de propriedades e
exemplos dos mesmos.

No capitulo B, trataremos dos subespacos dos espagos vetoriais, além de propriedades e
exemplos.

Combinagdes lineares serdo estudas, bem como suas propriedades, no capitulo B.

O capitulo @ serd dedicado a nogao de dependéncia linear.

No capitulo B trataremos de base (ordenada) e no capitulo B a dimensdo de espagos
vetoriais finitamente gerados.

A matriz mudanca de base (ordenada) e propriedades associadas, serdo tratados no
capitulo [

No capitulo [, estudaremos as transformacdes, operadores e funcionais lineares, bem
como, suas propriedades e exemplos.

No capitulo 3, estudaremos a matriz de uma transformagdo, operadores ou funcional
linear, relativamente a base (ordenadas) dos espagos vetoriais reais (ou complexos) e do
contr-a dominio bem como, suas propriedades e exemplos.

No capitulo [@ introduziremos a nogao de auto-valores e auto-vetores, propriedades e
exemplos associados aos mesmos.

No capitulo [ estudaremos a diagonalizagdao de alguns operadores lineares, propriedades
e exemplos associados ao tema.

No capitulo I3 introduziremos os espacos euclidianos, propriedades e exemplos associados
a0s mesmos.

O capitulo [ serd dedicado aos estudo dos operadores lineares auto-adjuntos, proprieda-
des e exemplos associados aos mesmos.
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Capitulo 2

Matrizes numeéricas

2.1 Introducao

Neste capitulo trataremos de um elemento de grande importancia, em particular, no estudo
da Algebra Linear, a saber: Matrizes.

Lembraremos a defini¢do, as operagdes, propriedades das mesmas e algumas aplicagdes
que sdo, particularmente, importantes para o nosso contexto.

Introduziremos o escalonamento de matrizes e apresentaremos algumas aplicagdes desse
processo para inversdo de matrizes.

No Capitulo B apresentamos o método de Crammer para resolugao

2.2 Definicoes basicas

Definicao 2.2.1 Uma matriz é uma tabela retangular de niumeros reais ou complezos.
Tais numeros sGo denominados entradas da matriz.
Uma matriz serd sempre indicada por uma letra maiiscula: A,B,C,---.
Uma matriz horizontal serd denominada matriz linha.
Uma matriz vertical serd dita matriz coluna.
A ordem (ou tamanho) de uma matriz € o seu numero de linhas pelo seu niumero

de colunas.

Observacao 2.2.1

1. Em geral uma matriz, de tamanho n x m, com entradas
a; €R ou C, paracada i€{1,2---,n} e je{l,2,---,m}

tem a seguinte forma:

ai apz ... Qum

. a; dzxp ... Qm
A= . . . . = (aij)nm

An1 An2 ... Qum

onde n,m € N sao fizos.
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2. No item 0. acima, diremos que a matriz A tem n linhas e m colunas.

3. Quando, no item 0. acima, temos
n=m,

diremos que a matriz A é quadrada de ordem n.

4. No item 3. acima, as entradas
aii, para iE{],Z,"',Tl}

formardo, o que denominaremos de diagonal principal da matriz.

5. Uma matriz linha serd do tipo
A= ( ap ap ... Qg ) = (ay)im
onde m € N € fizo.

6. Uma matriz coluna serd do tipo

ai
. azi
A= : = (aij)n1
ani
onde n € N € fizo.
Para ilustrar temos o:
Exemplo 2.2.1 A matriz
1
A= i

-3

€ uma matriz, com entradas complezas, do tipo coluna, de tamanho 3 x 1.
Notemos que

an =1, ay=1i, e azy=-3.

Um outro é dado pelo:

Exemplo 2.2.2 A matriz
B=(1050 7 e)

€ uma matriz, cujas entradas sdo numeros reais, do tipo linha, de tamanho 1 x 4.
Notemos que

(11]£]0, (112£50, Cl13i7'[ e (l]4£€.
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Temos também o:

Exemplo 2.2.3 A matriz

C=

N A -
o U1 N
O O W

€ uma matriz, cujas entradas sao numeros reais, de tamanho 3 x 3, ou seja, uma matriz
quadrada de ordem 3.
Notemos que

an=1, anp=2, a3=3,
ay =4, ap=>5, ap=6,

ay =7, ap=38, ap=29,

Observemos que a diagonal principal da matriz A, serd dada por:

anp =1, ap=5 e a3z =9.
0]
Notagao 2.2.1
1. Denotaremos por:
M. (R) = {matrizes de tamanho n x m, cujas entradas sdo niumeros reais}
(2.1)

e de modo semelhante definimos

M;m(C) = {matrizes de tamanho n x m, cujas entradas sGo complezos}. (2.2)

2. Para simplificar a notagdo acima, denotaremos os conjuntos acima por

Mnm>
quando nao for importante o tipo de entradas da matriz, se niumeros reais ou
complezxos.
3. Quando

n=m,

ou seja, quando tratamos de matrizes quadradas, dentotaremos os conjuntos M, (R),
respectivamente M,,,,(C), stmplesmente por

M.(R), respectivamente M,(C),
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1sto €,

M. (R) = {matrizes de quadradas de ordem n, cujas entradas sGo numeros reais}
(2.3)

e de modo andlogo definimos

M. (C) = {matrizes de quadradas de ordem n, cujas entradas sdo complexos}

(2.4)
Exemplo 2.2.4 Nos Ezemplos EZZ1, EZZ3 e EZZZ3 acima, temos que
A e Mg]((C), B € M4(R) e C € M;3(R).
O
Podemos agora introduzir a:
Definigao 2.2.2 Sejam n,m,p,q €N, A € M, e B € M,,.
Diremos que as matrizes A e B sdo iguais, escrevendo
A =B,
s0,e e somente se, temos:
n=p, m=(
e a;j=by, para ie{l,2,...,n} e je{l,2,...,m}, (2.5)
onde A =(aj)nm e B=(by)m, (2.6)

ou seja, duas matrizes s@o 1guais serdao 1guais se, e somente se, tém o mesmo tamanho
e as correspondentes entradas sdo t1guais.

2.3 Operacoes com matrizes

Definigao 2.3.1 Sejam n,m,p,q €N, A € M, e B € M,,.
Definiremos a adicao das matrizes A e B, indicada por A + B, se, e somente se,

n=p, m=d, (2'7)

ou seja, se as matrizes A e B tém o mesmo tamanho.
Neste caso, definimos a matriz

C=A+BeMupm
como sendo a matriz de ordem n X m, que terd como entradas
¢y =ay+by, para ie{l,2,---,n} e je{l,2,---,m}, (2.8)

onde
A= (aij)nm) B = (bij)nm € C= (Cij)nm .
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Observacao 2.3.1 Notemos que, da Definicdo (E=31) actma, se
Ai(aij)nm) Bi(bl])nm e CiA—i_B,
entdo

se C= (Ci)nm»

teremos: (Cij)nm = (@i + bij)nm -

Para ilustrar temos o:

L [(2 31 (11
A_(3]2> : B_<10_2), ©9)

e 4 i
A+B(m):(m)<3 1+1>'

Exemplo 2.3.1 Se

entao

41 0
O

Para a operagdo de adigdo introduzida na Definicdo =311, temos as seguintes propriedades:

Proposicao 2.3.1

1. O conyunto M, € fechado como a operacao de adi¢cdo introduzida na Definicao
-2, isto €, a soma de duas matrizes n X m é uma matriz n X m, ou ainda

+: Mum X Mum — Munm
(A,B) — A+B’

2. A adi¢do em My, (introduzida na Defini¢do ) é comutativa, 1sto €,

A+B=B+A, para A,Be M,; (2.10)

3. A adigdo em M,,, € associativa, 1sto €,

(A+B)+C=A+B+C, para A,B,Cée Mun; (2.11)

4. A adicdo em M,,, admite um unico elemento neutro, isto €, existe uma (unica)
matriz 1 X m, denominada matriz nula, indicada por O, tal que

A+Owm=A, para A€ Mun; (2.12)

A matriz O, € a matriz de ordem 1 x m cujas entradas sdo todas zero, isto é,

Onm = (Oij)nm>
onde 0y3=0, para ic{l,2,---,n} e je{l,2,---,m}. (2.13)
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5. A adigcdo em M, admite um dnico elemento oposto, isto é, se A € My, eziste
uma (unica) matriz n X m, denominada oposta da matriz A, denotada por —A

tal que
A+ (—=A) =Onn

z

(2.14)

A matriz —A é a matriz de ordem n X m, cujas entradas sdo os opostos das

correspondentes entradas da matriz A, isto €, se

A= (aij)nm>

entGdo — A =(—ay).

Demonstracao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

Notacao 2.3.1 No caso que
m=nmn,
denotaremos a matriz quadrada, nula de ordem n por:

On,

ou seja, Oy = (04)nn,

onde O0y=0, para 1i,je{1,2,--- ,n}.

Temos também a:

Definicao 2.3.2 Diremos que uma matriz quadrada
A= (aij)nn € M,

é uma matriz diagonal se

ajy =0, para i#j,

com 1i,je{1,2,--- ,n}.

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Observacao 2.3.2 Notemos que uma matriz quadrada serd uma matriz diagonal se, e
somente se, os numeros fora da diagonal principal forem iguais a zero, mais explicita-

mente, uma matriz diagonal A = (ay) € M,,, deverd ter o seguinte aspecto:

aig 0 0

O 0 ... am

(2.19)
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Para ilustrar temos o:
Exercicio 2.3.1 As matrizes O,, e I,, sdo matrizes diagonazis.
Temos também a:
Proposicao 2.3.2 Se as matrizes A,B € M, sGo matrizes diagonais, entdo a matriz
A+ B,

€ uma matriz diagonal.

Demonstracgao:
Deixaremos a demonstracdo como exercicio para o leitor.
O
Podemos também a introduzir a:
Definigao 2.3.3 Sejam A = (aj)nm € Mam e x € R (ou C).
A matriz B = (byj)nm € Mam cujas entradas sdo:
by =xay, para ie€{l,2,---,n} e je{l,2---,m}, (2.20)

serd denominada produto do nimero real (ou complexo) « pela matriz A e indicada

por o - A.

Observagao 2.3.3 Segue da Defini¢do actma, que se x € R (ou x € C) e (ay) €
Mum, entao

o (@) nm = (& Qij)nm, - (2.21)
Para ilustrar temos o:

Exemplo 2.3.2 Se

e a=-—2, (2.22)
entao

oA CmeEm [ 4 —6 —2
N —6 -2 —4 ]
Com isto temos as seguintes propriedades:

Proposicao 2.3.3 Sejam «,f € R (ou C) e A,B € M.
Entao:
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. O congunto My, € fechado como a operacdo de muliplicacdo de niumero (real ou

complezo) por matrizes definida acima, isto €, a multiplicagdo de um nimero (real
ou complezo) por uma matriz n x m € uma matriz n X m, , ou ainda

+: R (ouC)XxMpym — Muyp
(x,A) — oA’

. Vale a distributiva do produto de niumero real (ou complezo) pela soma de matri-

zes, 1sto é:

x- (A+B)=a-A+«-B; (2.23)

. Vale a distributiva da soma de numeros reais (ou complezos) pelo produto de

matriz, isto é:

(x+pB)-A=ax-A+p-B; (2.24)

. Vale a associativa do produto de niumeros reais (ou complezos) pelo produto de

matrizes, 1sto é:

(«B)-A=a-(B-A); (2.25)
. Temos que
1-A=A; (2.26)
. Temos também que
0-A=0nm. (2.27)
. Temos também que
& Onm = Onp « (2.28)

Demonstracao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

Temos também a:

Proposicao 2.3.4 Se a matriz A € M,, € uma matriz diagonal, entdo a matriz

- A

serd uma matriz diagonal, onde o« € R (ou C).
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Demonstragao:
Deixaremos a demonstragdo como exercicio para o leitor.
0J
Temos agora a:
Deﬁnigéo 2.3.4 Sejam A= (aik)nm € Mnm; B = (bkj)mp € Mmp-
Definimos o produto da matriz A pela matriz B, como sendo a matriz
C= (Cik)np S Mn‘pa
cujas entradas sao dadas por
m
Cyj = Zaikbkj, para ie€{1,2,---;n} e je{1,2,---,p}. (2.29)

k=1

A matriz C, cujas entradas sdo dadas por (=2d), serd denotada por A - B.
Observacao 2.3.4

1. Para podermos realizar o produto da matriz A pela matriz B, isto ¢,
A-B,

€ necessario que o numero de colunas da matriz A, seja igual ao numero de linhas
da matriz B.

2. Em geral o produto, o produto de matrizes nao é comutativo, isto €, em geral
A-B#B-A,

mesmo que os produtos envolvidos possam ser realizados.

O seguinte exemplo ilustra a situacdo descrita acima:

= (00) ems(10): e

A. g (@D (0 0

Sejam

Entao teremos:

. B.A();(m)<0 0

ou seja, neste caso, teremos: A-B#B-A.
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3. O modo wntroduzido na Definicao de fazer o produto de matrizes € ertrema-
mente util em diversas situagdes.

Entre outras, podemos aplicar o produto de matrizes introduzido na Defini¢ao
B-34, para transformarmos sistemas lineares de equagdes algébricas do 1.0 grau
envolvendo matrizes, como mostra o exemplo:

Suponhamos que tenhamos o sistema linear

an x; + apx; = by
anx;+anx; =b; (2.31)
az X1 + az; x; = bs
onde ay, para i€{1,2,3} e je{l,2}
e by, para i€{1,2,3} (2.32)

sdo numeros (reats ou complezos) dados.

Considerando-se

apn agn
A= az; Qap y (2.33)
az; as

X = < i‘ > (2.34)

e b=| 1, |, (2.35)

o sistema linear pode ser reescrito na forma da seguinte equagdo matricial:
A-x=b. (2.36)
Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagcdo da igualdade acima.
Temos as seguintes propriedades para o produto de matrizes:

Proposicao 2.3.5

1. O produto de matrizes é associativo, 1sto é:
A-(B-C)=(A-B)-C, (2.37)
onde A € My, BE My, e Ce M.
2. Vale a distributiva do produto de matrizes pela soma de matrizes, 1sto é:
A-B+C)=A-B+A-C, (2.38)

onde A € My e B,C € My
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3. Vale a distributiva da soma de matrizes pelo produto de matrizes, 1sto é:
(A+B)-C=A-C+B-C, (2.39)
onde A,B € My, e C € My,

4. Vale a associativa do produto de nimeros reais (ou complezos) por matrizes, isto
é:

x-(A-B)=(x-A)-B=A-(x-B),
onde x €R (ouC), A€ Mpn e BE My,.
5. Se A € M, entdo

(2.40)

A - Omp = Oyp,
Opn-A = Oppr . (2.41)
Demonstragao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

O
Com isto temos o seguinte exercicio, cuja resolugdo deixaremos a cargo do leitor:

Exemplo 2.3.3 Mostre que a matriz

€ solugcao da equacgado
7> —57°+87Z—-4=0,

onde, para n € N, definimos:

A" ZA...A..-A .

(2.42)
n—vezes
Temos agora a:

Definigao 2.3.5 Seja n € N. Denotaremos por

In = (6ij)nn € Mn)

a matriz quadrada de ordem m, cujas entradas sdo:

[0, para  i#]
61]': 1 )

para i1=}j

onde i,j €{1,2,--- ,n}, serd denominada matriz identidade de ordem n.




20 CAPITULO 2. MATRIZES NUMERICAS

Com isto temos a:

Proposicao 2.3.6 Se A € M, entdo

.- A=A-I,=A. (2.43)
Demonstracao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.
O
Proposicao 2.3.7 Se ae matrizes A,B € M,, sdo matrizes diagonais, entdo a matriz
A-B
serd uma matriz diagonal.
Demonstragao:
Deixaremos a demonstragdo como exercicio para o leitor.
OJ

2.4 Matriz inversivel ou nao singular

Observacao 2.4.1 Para numeros reats (ou compleros) temos a seguinte propriedade:
se o # 0, entdo existe o', tal que

ax =1,

Para matrizes em geral, i1sto pode nao ocorrer, como mostra o sequinte exemplo:

Consideremos
. 1T 0
A:(O o>’ (2.44)

entdo nao eriste uma matriz B € M;(R), tal que

A-B=1. (2.45)

. [ b b
B = 2.46
( by by > ’ (246)

tal que que valesse a identida (EZ3), entdo deveriamos ter

A . p ENED) - (@) ( b(;] b(;z )

10
7&(0 1>:IZ>

para qualquer by, by; € R, (ou C) mostrando que para a matriz A, dada por (EZ4), ndo
eziste uma matriz B, que satisfaz (2Z4).

De fato, se eristisse a matriz
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Em vista disso temos a:

Definicao 2.4.1 Seja A € M,,.
Se existir uma matriz X € M, tal que

AX=X-A=1I,, (2.47)

diremos que A é uma matriz inversivel.
A matriz X serd dita uma matriz inversa da matriz A.

Observacao 2.4.2 Segundo a Defini¢cdo actma, SO faz sentido perguntar se uma
matriz quadrada é inversivel.

Para ilustrar temos o:

Exemplo 2.4.1 A matriz

. 3 -4
xz<_2 , ) (2.48)

. (3 4
A:(Z 3> (2.49)

€ uma matriz tnversa da matriz

po1s

A . x EED) ¢ (@) ((1) ?)

(e29),(223) « (e3)

= X-A,

mostrando, pela Defini¢cdo B-Z-1, que a matriz X, dada por (ZZ3), é uma matriz inversa
da matriz A, dada por (EZ3).
O

Temos agora a:

Proposicao 2.4.1 (unicidade da matriz inversa associada a uma matriz inversivel) Su-
ponhamos que a matriz A € M,, é uma matriz inversivel.
Se X e X € M,, sdo matrizes inversas associadas a matriz A entdo devemos ter

X=X.

Demonstracgao:
Se X e X sdo inversas associadas a matriz A, entdo teremos, em particular, que

X-A=1I, (2.50)
e A-X=I,. (2.51)
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Assim
x = x.1,
= x.(A-X)
= (x.A)-X
(e=m) I, - X
(E53) >~<)

ou seja, X=X,

completando a demonstragéo.
O

Observacao 2.4.3 Logo se uma matriz quadrada é inversivel, seque da Proposi¢cao B 7.1,
ezistird uma unica matriz X satisfazendo (ZZ1).
Devido a este fato, podemos introduzir a:

Definicao 2.4.2 Uma matriz A € M,, que admaite matriz inversa serd dita nao singular.
Neste caso a matriz inversa associada a matriz A serd denotada por A~'.
Uma matriz A € M,, que nao admite matriz inversa, serd denominada singular.

Com isto temos a:

Proposicao 2.4.2 Sejam A ,B € M,, matrizes nao singulares.
Entdo a matriz A - B € M,, é uma matriz ndo singular.
Aldisso, temos que
(A-B)'=B'-A". (2.52)

Demonstracao:
Como A é uma matriz ndo singular, da Defini¢ées 21 e 23, segue que:

A-AT=ATA=1,. (2.53)
Mas a matriz B também é uma matriz ndo singular, assim
B-B'=B'-B=1I,. (2.54)

Portanto,

B'-A)-(A-B) = [B'-AT)-A]B
(=2) [
(E=3) ( 1

B - (AT-A)|B
B™'-1.,)-B
(?) B—] .B

=, (2.55)
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Por outro lado

(A -B) - (3—1 -A‘1) =/ A - [B . (B_1 -A_1)}
A (BB AT
= A1) AT
=) A A
=y, (2.56)

Portanto, de (ZEH), (EEH) e das Definigdes 21 e 23, segue que a matriz A - B é néo
singular e, além disso, teremos
(A-B)'"=B"-A",

como queriamos demonstrar.

O
Como consequéncia temos o:
Corolario 2.4.1 Sejam ke N e A;,...,Ax € M,, matrizes nao singulares.
Entdo a matriz
Al - Ay A € Mn
€ uma matriz ndo singular.
Além disso, temos
(A AT =AT A (2.57)
Demonstragao:
Usar a Proposigdo 272 acima e indugao matemadtica.
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.
O
O

Observacao 2.4.4

1. Mostramos na Proposi¢ao acima, temos que o subconjunto das matrizes
ndo singulares em M, € fechado em relagdo ao produto de matrizes, ou seja, se
A,B € M, sdo ndo singulares, entdo a matriz quadrada A - B também serd ndo
singular.

2. Vimos no item B. da Observacgao [E.3.4, que se

. (00 (10
A:<1]>7£Oz € B:<1O>7£Oz,

A-B=0;.

mas

Observemos que tanto a matriz quadrada A, quanto a matriz quadrada B sdo
matrizes singulares.

Dewzaremos a verificagcao deste fato como exercicio para o leitor.
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3. Se uma das duas fosse ndo singular 1sso0 nao poderia ocorrer, como mostra o
resultado a seguir.

Temos agora a

Proposicao 2.4.3 Se a matriz A = (aij)nn € M,, € uma matriz diagonal, cuja diagonal
principal ndo contém zeros , isto €,

aii?'éo) para iG{],Z,---,TL}

entdo a matriz A serd uma matriz ndo singular (isto €, existe a matriz inversa da
matriz A).
Além disso, teremos

A7l = S . (2.58)

aTI.TI.

Demonstracgao:
Deixaremos a demonstragdo como exercicio para o leitor.
OJ

Proposicao 2.4.4 Suponhamos que A € M,, é uma matriz ndo singular e que a matriz
B € My, € tal que

A-B=0y. (2.59)

Entdo deveremos ter: B = Oy,. (2.60)

Demonstragao:
Como a matriz A é uma matriz ndo singular, das Definigbes EZ1 e EZ3, segue que (veja
(=22))

A-AT=ATA=1,. (2.61)
Mas,
B="1,.B
= (AT A)-B
= A (A-B)
(=) A1 Onp
()

ou seja, B =0y,

como queriamos demonstrar.

Deixaremos para o leitor a resolugdo do:
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Exemplo 2.4.2 Sejam A ,B € M, (R) tais que
A-B=1,.
Mostre que

B-A=1I,
B

e, portanto, =A"". (2.62)

Observacgao 2.4.5

1. Uma aplicagao para as propriedades associadas a matrizes desenvolvidas acima,
€ considerar a equag¢do matricial:

A-x=Db, (2.63)
onde: A€ M,,
be My, sdo dadas
e xe My

é uma matriz a ser encontrada (se existir).

2. Notemos que, na situacdo do item . acima, se matriz quadrada A € uma matriz
ndo singular entdo

x=A".b, (2.64)

serd a unica solugcdo da equagdo matrictal (ZB3).

Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

3. De modo semelhante com fizemos no item @. da Observagdo [E-3.4, podemos
associar a equag¢do matricial (EB3) acima, a um sistema linear de n equagdes
algébricas lineares, a n incognitas do tipo

an X+ apx;+ -+ am Xy = by

anxr+apXxX)+ -4+ am Xy = bz
(2.65)

\anlxl+an2X2+"'+anan:bn
onde a;, para i,je€{1,2,---,n}

e by para ie€{1,2,--- ,n},

sdo mumeros (reats ou complezos) dados.

Logo as correspontes entradas da matriz coluna x serdo as (unicas) solugdes do
sistema linear assoctado & equag¢do matricial (EB3).
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Para finalizar esta se¢do, introduziremos a:

Definicao 2.4.3 Dada uma matriz quabrada
A= (aij)nn S Mn(R)>

definimos o trago da matriz A, denotado por tr(A), como sendo a soma de todos 0s
elementos da diagonal principal da matriz A, isto é,

tI‘(A) = i aij . (266)
i=1

Para ilustrar temos o:

Exercicio 2.4.1 Encontre o trago da matriz

3 =11
A= 2 0 1 (2.67)
1 -1 2
Resolucao:
Temos que
tr(A) = Z Qi
i=3
= 34042=5. (2.68)
O
Temos as seguintes propriedades para o trago de matrizes:
Proposigao 2.4.5 Sejam A,B,C € M, (R) e x € R.
Entdo:
tr(A 4+ B) = tr(A) + tr(B), (2.69)
tr(oc-A) = atr(A). (2.70)
Demonstracgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.
O

Temos também a:

Proposicao 2.4.6 Sejam A = (ax)nm € Mum, B = (bxi)mn € M.
Entdo
tr(A-B) = tr(B-A). (2.71)
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Demonstragao:

Notemos que se

A-B= (Cij)nn (272)
e B A= (di)mm, (2.73)

entdo, da Defini¢do 34 (veja (29)), teremos:

Cy = Z aybyj, paracada i,je€{l,2,---,n} (2.74)
k=1
e di = tham, paracada l,sc{1,2,---,m}. (2.75)

r=1

Logo

m n
comutativa da adigédo e do produto de numeros
= E E byiaix

k=1 \i=1
) —
(: ) Z di
k=1

E=DE B A),

ou seja, tr(A-B)=tr(B-A),

completando a demonstracdo do resultado.
O

Podemos também introduzir a:

Definigao 2.4.4 Se A € My, defintmos a matriz transposta da matriz A = (aij)nm,
denotada por At, como sendo a matriz At = (bij)mn € Mmn, dada por

by = a5, parcada je{1,2,---,n} e 1i€{l,2,---,m}. (2.76)
Observacao 2.4.6

1. A relagcao que existe entre uma matriz e sua matriz transposta € que as colunas
da 1.a, serdo as linhas da 2.a e vice-versa.

2. Notemos que

se m=n,
entdo A,A'c M,.

A verificagcao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.
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Para ilustar temos o

Exemplo 2.4.3 Se

entao
1 4
At=1| 4 2
0 3
Também temos o:
Exemplo 2.4.4 Se
1 1 2
A= 1 2 3 ,
2 3 -5

entao

At=11 2 3

Em particular, neste caso, temos

At

I
>

Temos as seguintes propriedades para a transposi¢do de uma matriz:

Proposicao 2.4.7 Sejam A,B € M, e C,D € M,,.
Entao:

1. temos que
(A" =A;
2. temos que
(A+B)'=A'+BY
3. segue que

(C-D)'=D"'-C%

4. temos que
(x-A)l=oa- Al

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)
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5. se a matriz A é uma matriz diagonal (veja a Definicdo E=Z3), entao

Al =A. (2.81)
Em particular, temos
Int =1,
e 0. =0,.
6. temos:
tr (A') = tr(A). (2.82)
Demonstracao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.
O
Para finalizar, temos o:
Coroldrio 2.4.2 Sejam A = (Qij)mn, B = (b)) mn € Mmn(R).
Entao:
tr (B'-A) = tr(A - BY). (2.83)
Demonstragao:
Consequéncia imediata da Proposigdo ZZZ3 acima.
O

2.5 Matrizes triangulares superiores e inferiores

Comegaremos com a:

Definigao 2.5.1 Uma matriz quadrada A = (aij)nn € My, serd dita triangular superior
se

aj; =0, para i>j com 1i,je{l,2,---,n}. (2.84)
Temos também a:

Definigao 2.5.2 Diremos que a matriz quadrada A = (ayj)nn € My, € triangular inferior
se

a; =0, para i<j com i,je{l,2--- ,n}. (2.85)
Observacgao 2.5.1
1. Uma matriz triangular superior A = (aij)nn € My, deverd ter o sequinte aspecto:
an a2 ... Qn
0 ap»n ... an

e e (2.86)

O 0 ... am
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2. Uma matriz triangular inferior A = (aij)nn € My, deverd ter o seguinte aspecto:

an 0 0
a; ap ... O

L R (2.87)
Qn1 Qn2 ... Opn

Com isto temos as seguintes propriedades:

Proposicao 2.5.1
1. Se as matrizes A,B € M,, sado matrizes triangulares superiores, entdo as matrizes
A+B, A-B e «o-A
serdo matrizes triangulares superiores, onde x € R (ou C).
2. Se as matrizes A,B € M,, sao matrizes triangulares inferiores, entdo as matrizes
A+B, A-B e «o-A
serdo matrizes triangulares inferiores, onde x € R (ou C).

3. Se a matriz A € M,, € triangular superior, cuja diagonal principal tem todas as
entradas ndo nulas, entdo a matriz A é uma a matriz ndo singular (isto é, existe
a matriz inversa da matriz A).

Além disso, a matriz A~ também serd uma matriz triangular superior.

4. Se a matriz A € M,, é triangular inferior, cua diagonal principal tem todas as
entradas nao nulas, entdo a matriz A é uma a matriz ndo singular (isto é, existe
a matriz inversa da matriz A).

Além disso, a matriz A~ também serd uma matriz triangular inferior.

Demonstracao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

2.6 Determinante

Temos a:

Definicao 2.6.1 Seja A = (aij)nn € M, uma matriz quadrada.
Sen =1, definimos o determinante da matriz A, denotado por det(A), como sendo

det(A) = ai;. (2.88)
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Sen > 1, para cada i,j € {1,2,---,n}, definamos uma matriz, denotada por Ay,
como sendo a matriz quadrada de ordem n — 1, obtida da matriz A, retirando-se a

1-éstma linha e a 7-ésima coluna da matriz A, isto €,

ai e aj G-1) aj (G+1) e Ain
A= | Qo e Gaeng=n Aa-nGHn e Gt
1
J Qi+ntr «-« QG- AEEnG+) --- o Qitn
an e an(H) anUH) e Ann

(2.89)

Assumindo que o determinante de uma matriz de ordem (n—1) x (n—1) for definido,

definimos o determinante da matriz A, como:
det(A) = Z ayj | Al
j=1

onde |Ayl=(—1)"det(As;), para cada je€{1,2, - ,n}

O nimero
’Aij’ )

defintdo em (D), serd denominado cofator do elemento a;; da matriz A.

A matriz
B = (A4]) € Mn—1)m-1),

serd denominada matriz cofatora da matriz A e denotada por cof(A).

Com isto temos a:

Proposicao 2.6.1

1. Se
ap an
A= ,
azr ax
entao
det(A) = anan —aynax,
15to €,
apn apz |
det = aj;ayp —az;ay.
azr ax
2. Se

app a2 agz
A=| ay ap ay |,
as; das; ass

(2.90)

(2.91)

(2.92)



32

CAPITULO 2. MATRIZES NUMERICAS

entao
det(A) = @y Ay A3z — A7 A3 A32 — A2 A7 A33 + Qg2 Ap3 A31 + Q73 A21 A3 — Qg3 A A31,
1sto €,

app a2z ags
det az; Qzp AQps3
az; asz ass

= a7 a2 A33 — Q7 Q23 032 — Q42 A2 A33 + A2 Q23 A37 + Q43 A7 A3 — A3 A Az . (2.93)

. Se O,, € a matriz nula, quadrada de ordem n, entdo

det(0,) = 0. (2.94)

. Se I,, é a matriz identidade de ordem n, entdo

det(L,) =1. (2.95)

. Se A = (aj)nn € My, € um matriz diagonal, entdo o determinante A € igual ao

produto dos elementos da sua diagonal principal, ou seja,

det(A) =aj - - Anny- (2.96)

. Se A = (aj)nn € M, € triangular superior, entdo o determinante A € igual ao

produto dos elementos da sua diagonal principal, ou seja,

det(A) = Qa1 AQpn . (2.97)

. Se A = (aij)nn € M, € triangular inferior, entdo determinante A € igual ao produto

dos elementos da sua diagonal principal, ou seja,

det(A) =aj; - - aAnn - (2.98)

Demonstracgao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

O

Observacao 2.6.1 Poderiamos definir o determinante de uma matriz quadrada, a partir
dos cofatores de qualquer coluna ou qualquer linha fizada da matriz A = (aij)nn, que
obteriamos o mesmo valor, isto €, fizrado i, € {1,2 --- ,n}, temos que

det(A) = Z iojl Aiil (2.99)
j=1

onde |Ai;l = (=1)t™ det(Aij), para cada je{l,---,n},
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ou, fizado j, € {1,--- ,n}, temos que

det(A) = Z aijo |Aijo| N
i1
onde |Ay,| = (—1)""det(Ay,), para cada i€{1,2,---,n}.

Conclusao: para cada i,,j, € {1,2,---,n} fizados, temos que
n n
det(A) = Z Qi | ALl = Z aij, [Agj, |
j=1 i1

A demonstragdo dos fatos acima serao deizada como exercicio para o leitor.

A seguir dexibiremos algumas propriedades importantes do determinante de uma matriz
quadrada.
Para isto precisaremos da:

Definicao 2.6.2 Dada uma matriz A € M,, podemos realizar as sequintes operagbes com
suas colunas (ou linhas, respectivamente):

1) trocar duas colunas (ou linhas, respectivamente),
11) multiplicar uma coluna (ou linha, respectivamente) por o € R (ou C), ndo nulo;

11) adictonar uma coluna (ou linha, respectivamente) multiplicada por x € R (ou C),
a outra coluna (ou linha, respectivamente).

Tais operacbes serGo denominadas operagoes elementares sobre as colunas (ou li-
nhas, respectivamente) da matriz A.

Com isto temos a:

Proposicao 2.6.2 Sejam A = (aij)nn € My e k €{1,2,--- ,n} fizado.
Consideremos as matrizes B,C € M,,, dadas por:

Bi = (a.1 -+, Gupe1) ba Quern) - Qun) (2.100)
e Crp=(aq - Qi1 Cik Qysn) - Qun) (2.101)
onde, para cadaj €{1,2,--- ,n}, a,, b, ec,, denotam as j-éstmas colunas das matrizes

A, B e C, respectivamente.
Para k, €{1,2,---,n} firado e B,y € R (ou C),

se  Qu, = B bix, TV Cuky (2.102)
entdo det(A) = det (By, )+ v det(Cy,). (2.103)
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Demonstracgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

Observacao 2.6.2

1. Notemos que a matriz By, dada por (E-I00) (analogamente, a matriz Cy, dada por
(ETmm) ), € obtida trocando-se a k-ésima coluna da matriz A pela coluna

b.x (analogamente, pela coluna c.y).

2. Podemos reescrever (ECI3), da segquinte forma:

det (a*1 c Qe (Bbac+ven) Qupany oo a*n)
=B det (a1 -+ G bar Gugern) o Gun)
+v det (@ -+ Qupet) Cok Qugkt) ¢ Gun) - (2.104)

3. Vale um resultado andlogo ao da Proposi¢ao actma, para as correspondentes

z

operagdes sobre as linhas da matriz, isto €, se k € {1,2,--- ,n}, considerando-se

Q1x

Ax—1)x
By = brs (2.105)

A k+1)x

ns)

A1x

Ak—1)*
e Cy= Ciex (2.106)

A k1)

Qs )
onde, para cada j € {1,2,---,n}, denotaremos por
Ay ) b]* € Cj* y

as j-éstmas linhas da matrizes A, B e C, respectivamente.

Para k, €{1,2,---,n} firado e B,y € R (ou C),

Se  Qrx = P brox TV Cryxs (2.107)
entdo det(A) = det(By,) + v det(Cy,). (2.108)



2.6. DETERMINANTE 35

4. Notemos que a matriz By, dada por (EZI08) (analogamente, a matriz Cy, dada por
(1m8) ), € obtida trocando-se a k-ésima linha da matriz A pela coluna

by. (analogamente, pela coluna cy.).

5. Podemos reescrever (EI03), da seguinte forma:

Ay A1y A1y
A—1)x A—1)x A—1)x
det | B by +vcr. | = detdet [ + v det Cix (2.109)
A(k+1)x A(k+1)% A(x+1)x
an*) an*) an*)

Como conseqiiéncia da Proposi¢do EZ62 acima, temos o:

Corolario 2.6.1

1. Se A = (aij)nn € My, entdo
det (@ -+ Gty B @k Quist) -+ Qun) =B det (@ -+ a0 am) . (2.110)

2. Se A = (ajj)nn € My, entdo

det (au1 -+ @ty (buc 4 Ca) Qupert) -+ Qun)
=det (@ -+ Qupt) buk Qugn) o0 Qan)
+ det (Cl*k St Q1) Cuk Qs(kg1) " - Cl*n) . (2.111)
Demonstracgao:
De . :
Basta tomar
y=0

na Proposi¢dao 52 acima.
De Q. :
Basta tomar

na Proposi¢do 52 acima.

Observacao 2.6.3

1. Otemd. do Coroldrio 51 acima, nos diz que o determinante de uma matriz que
tem uma coluna multiplicada por uma constante, pode ser obtido multiplicando-se
o determinante da matriz em questdo, pela tal constante.
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2. O item B. do Coroldrio acima, nos diz que o determinante de uma matriz
que tem uma coluna obtida da soma de duas colunas, pode ser obtido somando-
se os determinante das matrizes que tém cada dela uma das colunas que estavam
sendo somadas.

3. Vale um resultado andlogo ao do Coroldrio EZE1. e dos itens 0. e B acima, para
as correspondentes operacoes sobre as linhas da matriz A .

Deiwzaremos o enunciado e as demonstragcdoes dos mesmos como erercicio para o
leitor.

Conseqiiéncia do Coroldrio EZE1 acima, temos o:

Corolério 2.6.2 Seja A = (aij)nn € M,, de modo que, para algum k, € {1,2,---,n},
tenhamos a ky-éstma coluna da matriz A, ou seja,

0
Qo = | 2 | > (2.112)
0
Entao
det(A) =0. (2.113)
Demonstragao:
Basta tomar
B=0

no item M. do Coroldrio E&1 acima.

Observacao 2.6.4

1. O Coroldrio actma, nos diz que se uma coluna de uma matriz quadrada é
nula, entdo o determinante da matriz serd igual a zero.

2. Vale um resultado andlogo ao do Coroldrio acima, para uma linha da matriz
A, mais precisamente, se uma linha de uma matriz quadrada € nula, entdo o
determinante da matriz serd i1gual a zero, como nos diz o:

Corolario 2.6.3 Seja A = (aij)nn € My, de modo que, para algum k, € {1,2,--- ,n},
tenhamos a k,-éstma linha da matriz A, ou seja,

Qs = (O O) ,  para algum ko €{1,2,--- ,n}. (2.114)

Entao
det(A) =0. (2.115)
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Demonstragao:
Sera deixada como exercicio para o leitor.
O
Um outro resultado importante é dado pela:
Proposigao 2.6.3 Sejam A = (aij)nn € Ma, jo < Ko, com K, ,jo €{1,2,---,n} fizados.
Entao
det (a, -+ @y, o0 Ay, oo, Q) =—det (@ - ayy, o Qg o Qi) . (2.116)
Demonstragao:
Sera deixada como exercicio para o leitor.
O

Observacao 2.6.5

1. A Proposigdo EZE3 acima nos diz que se trocarmos duas colunas de uma matriz
quadrada (no caso, trocamos a k,-ésima coluna coma a j,-ésima coluna), o de-
terminante da matriz obtida apds a troca serd igual a menos o determinante da
matriz 1nicial.

2. Vale um resultado andlogo trocando-se ”coluna” por ”linha”, isto €, se trocarmos
duas linhas de uma matriz quadrada, o determinante da matriz obtida apds a
troca, serd igual a menos o determinante da matriz inicial, como afirma o:

Proposicao 2.6.4 Seja A = (aij)nn € My, jo < ko, com ko,jo €{1,2,---,n} fizados.

Entdo
1% (OA
ako* aJO*
det | -+ | =—det| : . (2.117)
a]o* ako*
Qnx Qnx
Demonstracgao:
Sera deixada como exercicio para o leitor.
0
Como conseqiiéncia da Proposi¢do 63 acima, temos o:
Corolario 2.6.4 Seja A = (aij)nn € My, tal que
A, = Qs,, para algum X,,jo €1{1,2,---,n}, (2.118)

1sto €, se a matriz A tem duas colunas itguais.
Entao
det(A) =0. (2.119)
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Demonstracgao:

Como consequéncia da Proposi¢cdo E53 acima, segue que se trocarmos a k,-ésima coluna
com a jo-ésima coluna da matriz A, o determinante da matriz obtida apds a troca, serd menos
o determinante da matriz A.

Mas a matriz obtida quando efetuamos a troca da k,-ésima coluna com a j,-ésima coluna,
é igual a prépria matriz A.

Com isto teremos:

det(A) = —det(A),
ou seja, det(A)=0,

como queriamos demonstrar.
O

Observacao 2.6.6 Vale um resultado andlogo ao Coroldrio [B.6.4, trocando-se ”coluna”
por "linha”, 1sto €, ou seja, se a matriz A tem duas linhas iguais, entdo seu determinate
€ nulo, mais precisamente, temos o:

Corolério 2.6.5 Seja A = (ajj)nn € My, tal que
Q.+ = Qjox, para algum X,,jo €1{1,2,---,n}, (2.120)

1sto €, se a matriz A tem duas linhas 1guazis.
Entdo

det(A) =0. (2.121)

Demonstracgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor.

Como consequéncia da Proposigdo E652, temos o:

Corolario 2.6.6 Sejam A = (aj)nn € My, v € R (0u C) e j, < ko, para jo,k, €
{] »25"' ,TL}.
Entao

det(a. - @, ~° Qo) (G TV Qujy) Qugiorr) *+0 Qun)
=det(a, --- Aujy "0 Qu(ko—1) Ouky A(ko+1) * " Qin)
= det(A), (2.122)

ou seja, se trocarmos uma coluna de uma matriz, pela mesma somada com um mailtiplo
de uma outra coluna, o determinante da matriz obtida, serd igual ao da matriz inicial.

Demonstragao:
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Da Proposigdo B3, segue que

det(aa -+,  Qupke1) (Quky TV Qijy) Qo) = Cun)
(zm)
= "det(aa -+, v Qukeo1) Guky Qufkot1) *° Cun)
+v det(a*1 Qg Qa(ko—1) Qujy Qs(ko+1) " a*n)

Corolario =3 0

=det(a.q -+ A, 0 QukooT) Quky Qu(or) 5 Qan)

como queriamos demonstrar.
O

Observacgao 2.6.7 Valem um resultado andlogo ao acima para a correspondente opera,¢cao
sobre as linhas da matriz A, ou seja, se trocarmos uma coluna de uma matriz, pela
mesma somada com um multiplo de uma outra coluna, o determinante da matriz ob-
tida, serd igual ao da matriz inicial. mais precisamente, temos o:

Corolério 2.6.7 Sejam A = (aij)un € My, ¥ € R (ou C) e j, < Ko, para jo,k, €
{1 ’2>"' ,Tl}.

Entdo
Ay A1
Ay, Ao«
det e = det : . (2.123)
CLkO"‘ + Y ajO* ako*
Onx Anx = det(A)
Demonstragao:

Deixaremos como exercicio para o leitor.

Observacao 2.6.8
1. Resumindo: se A € M, e A € R (ou C) entdo:
(i) trocar duas colunas (ou linhas) da matriz A, faz com que o determinante da

matriz obtida, seja menos determinante da matriz A;

(1) adictonar A vezes uma coluna (ou linha) da matriz A a uma outra coluna (ou
linha), faz com que o determinante da matriz obtida seja igual ao determi-
nante da matriz A;
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(112) multiplicar uma coluna (ou linha) da matriz A por A, faz com que o determi-
nante da matriz obtida seja igual ao determinante da matriz A multiplicado
por A.

23.08.2019 - 2.a]

Além disso temos o seguinte resultado importante

Proposicao 2.6.5 Sejam A,B € M,,.

Entado
det(A - B) = det(A) det(B). (2.124)
Demonstracgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a demonstragdo da identidade acima.
O
Temos também as seguintes propriedades para a transposicao de uma matriz:
Proposicao 2.6.6 Sejam A,B € M,,.
Entado
det(A') = det(A); (2.125)
Demonstracgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a demonstragao.
O
Com isto podemos introduzir a seguinte definigdo:
Definigao 2.6.3 Seja A uma matriz quadrada de ordem n (isto é, A € M,,).
Diremos que a matriz A € uma matriz simétrica se
At=A. (2.126)
Temos também a:
Definicao 2.6.4 Diremos que a matriz A é uma matriz anti-simétrica se
At =—A. (2.127)

Deixaremos para o leitor a resolugdo do

Exemplo 2.6.1 A matriz

>

I
(SN
N
w o U

€ uma matriz simétrica, pois
At=A.

e do
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Exemplo 2.6.2 A matriz

€ uma matriz anti-stmétrica, pois
B'=-B.

Temos as seguintes propriedades associadas as matrizes simétricas ou anti-simétricas:
Proposicao 2.6.7 Sejam A,B € M,,.

1. Se as matrizes A e B sao matrizes simétricas, entao a matriz A + B também serd
uma matriz simétrica, ou seja,

(A+B)!=A+B. (2.128)

2. Se as matrizes A e B sdo matrizes anti-stmétricas, entdo a matriz A + B também
serd uma matriz anti-simétrica, ou seja,

(A+B)'=—(A+B). (2.129)

3. Se a matriz A € matriz simétrica e « € R (ou C), entdo a matriz « - A também
serd uma matriz simétrica, ou seja,

(- A =a-A. (2.130)

4. Se a matriz A € um matriz anti-simétrica e x € R (ou C), entdo a matriz « - A
também serd uma matriz anti-simétrica, ou seja,

(- A =—-A. (2.131)

5. Se as matrizes A e B sdo matrizes simétricas, entdo a matriz A - B também serd
uma matriz sitmétrica se, e somente se,

A-B=B-A, (2.132)
ou seja, se elas comutam, segundo o produto de matrizes.

6. Se as matrizes A e B sdGo matrizes anti-stmétricas, entdo a matriz A - B serd uma
matriz sitmétrica se, e somente se, vale (EI33), ou seja, se elas comutam, segundo
o produto de matrizes.

7. Se a matriz A é uma matriz stmétrica e a matriz B é uma matriz anti-simétrica,
entdo a matriz A - B serd uma matriz anti-simétrica se, e somente se, vale (E132),
ou seja, se elas comutam, segundo o produto de matrizes.
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Demonstracgao:
Do item [. :
Se as matrizes A e B sdo matrizes simétricas, pela Definicdo T3, teremos:

A'=A e B'=B. (2.133)
Como
(A+B) = At 4B
"= A 1B,

segue, pela Definigdo 53, que a matriz A + B serd uma matriz simétrica.
Do item B. :
Se as matrizes A e B sdo matrizes anti-simétricas, pela Definigdo 4, teremos:

At=—A e B'=-B. (2.134)
Como
(A+B) Aty B
= A+ (-B)
=—(A+B),

segue, pela Definicdo EE4, que a matriz A + B serd uma matriz anti-simétrica.
Do item B. :
Se a matriz A é uma matriz simétrica, pela Definicdo ZE3, teremos:

At=A. (2.135)
Como
(- A) = o Al
=) 4. A

segue, pela Definicdo B3, que a matriz o A serd uma matriz simétrica.
Do item . :
Se a matriz A é uma matriz anti-simétrica, pela Definicio ZZ54, teremos:

At=A. (2.136)
Como
(oc-A)t(:) o- Al
= o (-A)
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segue, pela Definicdo 4, que a matriz « A serd uma matriz anti-simétrica.
Do item B. :

Se as matrizes A e B sdo matrizes simétricas, pela Definicdo TG 3, teremos:
A=A e B'=B. (2.137)
Como

=g A

=5 p,

segue, pela Definicdo EZE3, que a matriz A - B serd uma matriz simétrica.
Do item B. :

Se as matrizes A e B sdo matrizes anti-simétricas, pela Definicdo 54, teremos:

At=—-A e B'=-B. (2.138)
Como
(A'B)t()Bt'At
=3
=7 (-B) - (-A)
=B-A
= A-B,

segue, pela Definicdo B3, que a matriz A - B serd uma matriz simétrica.
Do item @. :

Se a matriz A é simétrica e a matriz B é anti-simétrica, pelas Defini¢bes E653 e ZE4,
respectivamente, teremos:

A=A e B'=-B. (2.139)
Como

(AB)t(_)BtAt

— —(B-A)
(=)

- _(A'B))

segue, pela Definicdo ICE4, que a matriz A - B serd uma matriz anti-simétrica, finalizando a
demonstragdo.

O
Temos também a:
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Proposicao 2.6.8 Seja A € M,,. Entao podemos encontrar unicas matrizes B,C € M,,,
de modo que B € uma matriz simétrica, C € uma matriz anti-stmétrica e

A=B+C. (2.140)
Demonstragao:
Consideremos
A+ At
B~ J; , (2.141)
A—A"
e C= > (2.142)

Notemos que

Bt(le:u) A+ AH\"
N 2
1 t
_ ! t
hnen)

= % (A+AY*
A A
)%(At-l—A)
A AY

=) g

(

I

(

I

(

I

mostrando, pela Definicdo E63, que a matriz B é uma matriz simétrica.

ct @) (A—At)t
= 2

] t
= [
(=) 1
2
— JA -1 AT
(=) 1
)
(@)1 t
= 5(AT=A)
(=)

Temos também que

(A-AY

{A"+ (=1) (A}

1 t
5 (A=Y
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mostrando, pela Definicdo E64, que a matriz C é uma matriz anti-simétrica.

Além disso,

erz) o () A + A N A—At

(
B+C 3 3
CAFATHA-A
B 2
_2A
2
=A,

completando a resolugéo.
O
Como uma aplicagdo de determinantes e de transposicdao de matrizes temos o seguinte
resultado:

Proposicao 2.6.9 Seja A € M, (R) uma matriz.
A matriz A é uma matriz ndo singular se, e somente se,

det(A) £0. (2.143)

Neste caso
1
.

= 3otA) [cof(A)]* (2.144)

onde cof(A) € a matriz cofatora associada d& matriz A (veja (EZ90)).

Demonstracgao:
Serd deixada como exercicio para o leitor.

Com isto podemos resolver o:

Exemplo 2.6.3 Verifique se a matriz quadrada de ordem 3,

3 2 1
A=| -1 2 3 |,
31 3

€ um matriz ndo-singular.
Caso afirmativo encontre sua matriz inversa.

Resolugao:
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Observemos que:

(=), com j=1 ERRYES 2 3
=(-1)*6—-3) =3, (2.145)
(=), com j=2 112 -1 3

|A12] = (—1) 33
= (=13 (-3+9) =—6, (2.146)
(=), com j=3 1143 -1 2

|A13] = (=1) 39
— (-1} =1+46)=5. (2.147)

Logo

det(A) (=) (E=) @) e 5 A+ an |An] + ans A
=3-3+2-(—6)+(—1)-5
=9—-12-5
— 840. (2.148)

Logo, pela Proposigdo ZZ6d acima, segue que a matriz A é um matriz ndo singular, isto
é, existe a matriz inversa A~'.
Para encontrar a matriz A~' calculemos:

2 -1

132+
Ay = (—1) 13

=7, (2.149)

=6, (2.150)

=9, (2.151)

=38, (2.152)
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|3
Azl = (=1)" 1 3

= (19— 1)

~ -8, (2.153)
Asl = (1|52

= (-1)(6+2)

~38. (2.154)

Portanto

Al Al A
cof(A) = | Azl Al Ay

Azl [As] Az
3 —6 5
(m),(m),(m)(),(EE),(M),(M),(W),() 7 6 _9 (2 155)
8§ -8 8
Assim
_1 (=) 1
A= f(A)®
et (A oA
3 -7 8
(eTmm) o (zm=3) —1 ¢ 6 -3
8 5 -9 8
=3 7
8 8
_1 3 =3 4
4 4
5 9
S
8 8

OJ
Uma outra aplicagdo de determinantes é para resolugdo de sistemas lineares de equagdes
algébricas do 1.0 grau, como veremos no Capitulo B.

2.7 Exercicios

Exercicio 2.7.1 Mostre que:



48 CAPITULO 2. MATRIZES NUMERICAS

1. Se a matriz A é uma matriz inversivel, entdo a matriz x = Oy (matriz coluna
n x 1, identicamente nula) é a unica solugdo da equagdo matricial A -x = O.

2. Se a matriz A é uma matriz inversivel, entGo a equagdo matricial A-x =b possuz
uma unica solugdo.

Exercicio 2.7.2 Encontre, se existir, a matriz inversa associada a matriz A € M,,, em
cada um dos casos abaizo:

2 3

1 m 0 O 200
NVA=]0 -5 2 2)A=]|0 -5 0 3)A=1]1 30

0 0 -1 0 0 e 11 4

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10 10 1 211
4)A=111 12 13 14 15 5)A=1010 6) A=1|1 3 1

16 17 18 19 20 10 1 11 4

1 2 3 4 5



Capitulo 3

Escalonamento de matrizes e sistemas

lineares

3.1 Introducao

Neste capitulo introduziremos a nogao de escalonamento de matrizes para resolugao de siste-
mas lineares homogéneos ou ndo-homegoéneos associadas as respectivas equagdes matriciais.

3.2 Definicoes basicas

Observacao 3.2.1 Consideraremos a sequir questoes relacionadas com o sistema linear

de m equagdes a n incdégnitas ndo-homogéneo, a saber,

p
anx)+apx;+ -+ am Xn = by

aynXx;+apx;+ -+ amx, =by

\amlxl +am2X2+"'+aman:bm

que na forma matricial pode ser escrito na sequinte forma:

A-x=D,
onde
app apz - in
) a Qazp -+ A
A= . . . . = (aij)mxn)

Am1 AGm2 -+ Qmn

X1 by

X = e b= :

XTL bm

49

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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Notagao 3.2.1 Dada a matriz C = (cij) € My, para cada j € {1,2,---,1}, denotaremos
por
Cyj
C2j
C*j — . )
Ck]'

a j-ésima coluna da matriz C.

Podemos agora introduzir a:

Definicao 3.2.1 Consideremos as matrizes A € M., e b € M,,,, como na Observacgado
EZ.

A matriz
an ap -+ ap by
ap axp -+ ay b
(a*1"'a*n b*) - . )
Ami aGm2 - Amn bn

serd denominada matriz aumentada associada ao sistema ndo homogéno (EI).
Uma solugao da equag¢do matricial (B2) (se existir) serd uma matriz

W
u= EMn]»
Un
tal que
A-u=B.

O congunto de todas as solugées da equagdo matrictal (B) serd denominado conjunto
solugao da equagdo matricial (B3).

Observacao 3.2.2 Da identificagdo (B) com (B), segue que encontrar uma solugdo
para o sistema linear (Bl) € equivalente a encontrar uma solugdo da equagdo matricial

Verifiquemos isto no:

Exemplo 3.2.1 Coloque o sistema linear

X1 —|—2X2 +X3 = 0
+%x; +x3 = —1 (3.5)
X1 + X2 = 1

na forma matricial.
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Resolugao:
Notemos que o sistema liner (E3) é equivalente a equagdo matricial

A-x=D, (3.6)
1 21 X1 1
A=101T 1], x=]| x e b= —1
1T 10 X3 0

Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.
Logo uma solugdo do sistema linear (B3), sera:

x1=1, x=0 e xz3=-—1.

0

Observacao 3.2.3 A matriz aumentada associada ao sistema do Ezemplo EZ1 acima,

serd a matriz
1

—1

1
0
1 0

—_— N

S — —

Definicao 3.2.2 Diremos que as equag¢des matriciais
A-x=b e C-x=d
sdo equivalentes se, e somente se:
1. A,C e My,
2. b,de M,
3. e as duas equagdes matriciais possuem o mesmo conjunto solugdo.
Observacao 3.2.4 Observemos que as equac¢des matriciais
A-x=b e C-x=d

sao equivalentes se, e somente se, os sistemas lineares associados as correspondentes
equagdes matriciais sGo equivalentes (isto €, os sistemas associados possuem 0 mesmo
conjunto solugd@o).
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Daremos a seguir alguns procedimentos para encontrar solugdo de sistemas lineares ndo
homogéneos (e homogéneos).

O que faremos é resolver um sistema linear, fazendo operagdes basicas no mesmo (ou seja,
multiplicando-se as equagdes do mesmo por constantes ndo nulas, somando-se equagdes do
mesmo, etc.).

Observe que a cada equagdo do sistema linear corresponde uma linha da matriz aumentada
associada ao sistema linear dado.

Logo a cada operagdo com as equagdes do sistema linear corresponderd a uma correspon-
dente operagao sobre as linhas da matriz aumentado associada ao mesmo e reciprocamente.

Para ilustrar consideraremos o sistema linear de equagdes do 1.0 grau:

X +x; +5x3 = 11

2x; +x2 +7x3 = 15 «— A-x=b, (3.7)
2X1 +4 X3 = 8
115 11
onde A=| 217 |eb=| 15 ]|. (3.8)
2 0 4 8
X1 +X2 +5 X3 = 11 1T 1 5 11
2x7 +x; +7x3 = 15 — 2 1 7 15 | =S, (matriz aumentada)
2x4 +4x3 = 8 2 0 4 8
T2*—2x%x19)
X1 +x2 +5x3 = 11 1 1 5 11
—X2 -3 X3 = —7 — o -1 -3 —7 = S]
2 X +4x3 = 8 2 0 4 8
T@*—2x%x19)
X1 +x2 +5x3 = 11 1 1 5 11
—x; —3x3 = —7 — o0 -1 =3 -7 | =5
—2x; —6x3 = —14 0 -2 —6 —14
1]: ” a + 2(1)
X +2x3 = 4 1 0 2 4
—x; —3x3 = —7 — 0 -1 -3 —7 | =83
—2x; —6x3 = —14 0 -2 -6 —14
T (3% —2x29
X1 +2x3 = 4 1 0 2 4
—X2 -3 X3 = —7 — o0 -1 -3 —7 = S4
0O = 0 O 0 0 0
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X1 +2 X3 = 4 10 2 4
X2 +3 X3 = 7 — 01 3 7 = 85.
0 = 0 0 00O

O sistema linear obtido acima é o mais simples (que pode ser obtido por meio da operagdes
elementares sobre o sistema linear dado inicialmente) que é equivalente ao sistema original.
Para resolver o sistema linear acima bastard tomarmos, por exemplo:

x3 = € R (ou C)
assim, das duas primeiras equagdes do sistema linear acima e a esquerda, obteremos:
X1=4—-2a e x=7-—3«x.
Assim o conjunto solugdo do sistema linear dado incialmente serd
{(x1y%2,x3) =(4—2x,7—3x,x), para x € R( ou C)}.

Na secdo a seguir, trataremos das operagdes elementares sobre a matriz aumentada asso-
ciada ao sistema linear ndo homogéneo.

3.3 Matrizes elementares

Observemos que as operagoes que fizemos na matriz S; para obter a matriz S;,, sdo operagdes
elementares sobre as linhas (ver Definicdo ZTE2).
Para facilitar o entendimento do que vird mais adiante introduziremos a:

Definigao 3.3.1

1. A operagdo de trocar duas linhas de uma matriz, daremos o nome de operagdo do
tipo 1.

2. A operacdo de multiplicar uma linha por um niumero ndo nulo, daremos o nome
de operagao do tipo II.

3. A operagdo de adicionar o multiplo de uma linha a outra linha, daremos o nome
de operagao do tipo III.

Tais operagdes sdao, como ja dissemos, operagoes elementares sobre as linhas da matriz
(ver Definigdo EB3).
No Exemplo BEZXT acima, as operagoes elementares que realizamos sao:

So (ti&l}ll) S] (ti&III) SZ (ti&l}ll) 53 (tiLIII) 84 (tﬂl) S5.

Seja
L
a identidade de ordem m.
Introduziremos também a:
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Definicao 3.3.2
1. Fazendo uma operagdo do tipo I na matriz 1., obtemos uma matriz quadrada de

ordem m, que chamaremos de matriz elementar do tipo I e serd denotada por
E;.

2. Uma matriz elementar do tipo II € uma matriz quadrada de ordem m, obtida da

matriz 1, por uma operagdo do tipo II e serd denotada por Ej;.

3. Uma matriz elementar do tipo III é uma matriz quadrada de ordem m, obtida
da matriz 1., por uma operacao do tipo III e serd denotada por Ejj.

Observacao 3.3.1 Dada uma matriz A € My, fazer uma operag¢do do tipo I (ou do
tipo II ou do tipo III, respectivamente) € equivalente a multiplicar a matriz A por uma
matriz do tipo I (ou do tipo II ou do tipo III, respectivamente ), isto é,

A (operagdo elemtar do tipo I) EI A
(ou
A (operagdo ele&ntar do tipo II) EH ) A)
e - .
A (operagdo elenﬂar do tipo III) EHI ) A,
respectivamente).

A demonstragcdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor

Ilustraremos a propriedade acima com o seguinte exemplo:

Exemplo 3.3.1 Seja

11 5 11
A=| 217 15 (3.9)
2 0 4 8
Trocando-se a 2.a linha da matriz A, pela 2.a linha, menos duas vezes a 1.a linha,
obteremos:
1 1 5 11 1 1 5 11
21715 gt 0 -1 -3 —7 | =B (3.10)
2 0 4 8 2 0 4 8

A mesma operacdo acima na matriz identidade I3, nos fornece a sequinte matriz
elementar do tipo III:

= (3.11)

c o —
c — o
- o o

=

|

|

N
©c — o
— o o
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Notemos que:

1 00 115 11
Ep- A= 5 9 217 15
0 0 1 204 8
11 5 11
o1 23 =7
20 4 8
)

ou seja, as operagoes produzem a mesma matriz, como for dito na Observacao E=Z1

acima.
O

Um resultado importante é dado pela:

Proposicao 3.3.1 Uma matriz elementar de qualquer tipo é uma matriz nao singular
(isto é, é uma matriz inversivel) e sua matriz inversa é do mesmo tipo que ela, ou seja,
E; (respectivamente, Eye Eq1) € uma matriz ndo-singular e a matriz inversa | (res-
pectivamente, ;' e By ! também € uma matriz elementar do tipo 1 (respectivamente,
do tipo 1 e do tipo 11).

Demonstracgao:
Serd deixado como exercicio para o leitor.

Para ilustrar temos o:

Exemplo 3.3.2 Mostre que a matriz elementar (veja o Ezemplo E=Z1).

1
Em=1| —2
0

oS = O
— O O

€ do do tipo III, admite uma matriz inversa e estd é uma matriz elementar do tipo I

Resolugao:
Observemos que a matriz Ej;; é uma matriz triangular inferior (veja a Definigdo Z22).
Logo

item O. da Proposigdo BB

det(Eqr) 1,

portanto, pela Proposigdo BEZXT, a matriz E;; € uma matriz ndo singular, isto é, existe a
matriz inversa E; .
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Além disso, pela Proposi¢do 5, temos:

t

1 -2 0
EHFI (TZ3) e:exercicio 1 0 1 0
det (Ep) 0 0 1

1 00 100

= =210 | & 010

0 01 0 01

Portanto a matriz inversa da matriz Eyj;, ou seja, a matriz Ey;; ', também é uma matriz
elementar do tipo III.

O
Podemos agora introduzir a:

Definicao 3.3.3 Sejam A,B € M.

Diremos que a matriz A € l-equivalente (ou equivalente por linhas) & matriz B, se
a matriz A pode ser obtida da matriz B, por meio de uma sequéncia finita de operagdes
elementares sobre as linhas da matriz B.

Neste caso escreveremos

A~B.
Observacao 3.3.2
1. Da Observagao E-Z1, seque que
A~B se esomentese, A=E;-E,;---E;-E-B,
onde E1,E,,... ,Es sGo matrizes do tipo I, do tipo II, ou do tipo III.
2. Sejam A,B,C € Mn.
Dewzaremos como exercicio para o leitor verificar que:

(a) reflexiva:

A ~B, para cada A € Mun;

(b) stmétrica:
se A~B, entdo B~A;

(c) tTransitiva:
Se A~B e B~C, entdo A ~C.

1sto €, ~ € uma relagao de equivaléncia em M.

Um resultado importante sobre l-equivalénica é dado pela:
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Proposicao 3.3.2 Sejam A,B € M.
Se
A~B,

entdo podemos encontrar uma matriz quadrada P € M, ndo singular, tal que

B=P-A

ou, equivalentemente A =P '.B. (3.12)

A matriz P é um produto de matrizes elementares (que, pela Proposi¢do E-Z1, sdo
1nversiveis).

Demonstracgao:
Segue da Proposicdao BE=X e do item 0. da Observagao B2, que basta definir

P=E,---E - E, (3.13)

finalizando a demonstragdo do resultado.

Notacao 3.3.1 Se A € M., e b € M,,1, denotaremos por
D=(ADb)

a matriz de My, (nt+1), onde as m primeiras colunas da matriz D, sdo as colunas da
matriz A e a m+ 1 coluna da matriz D, é a coluna da matriz b, ou seja, se A = (a;) e
b = (by), entdo

(A b)=(ag a2 -+ G bi).

A relagdo entre matrizes l-equivalentes e a equagbes matriciais equivalentes é dado pela:

Proposicao 3.3.3 Sejam A,C € M, eb,d € My,.
A matriz (A b) € Mymsn) € l-equivalente a matriz (C d) € Myym41), Se, e somente
se, a equac¢ao matricial
A-x=Db

€ equivalente a equacdo matricial
C-x=d,

ou seja, tém o mesmo conjunto solugdo.

Demonstracgao:
Observemos que, da Proposigdo B3 acima, existe P € M, ndo singular, tal que

(Cd)=P-(ADb)
e (Ab)=P'.(C4d).
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Como consequéncia da definigdo do produto de matrizes (veja a Definicdo =34), segue
que

C=P-A, (3.14)

e d=P.b, (3.15)
ouseja, A=P'.C
e b=P'.d.

Deixaremos a verificagdo do fato acima como exericio para o leitor.
Logo, se u € M,,, é solugdo da equagdo matricial

A-x=Db
entdo, segue que A-u=>. (3.16)
Assim
C.u™= (P-A)-u
=p. A
= p.p
(EZ3) d.

Portanto a matriz u € M,,;, serd solugdo da equagdo matricial C - x = d.
Além disso, vale a reciproca da afirmacdo, cuja verificagdo serd deixada como exercicio

para o leitor, completando a demonstragao.
O

Observagao 3.3.3 Vale observar que a Proposi¢do 23 acima, pode ser aplicada para
as matrizes aumentadas associadas a sistemas lineares, ou seja, as matrizes aumen-
tadas sdo l-equivalentes se, e somente se, os sistemas lineares correspondentes sdo

equivalentes.

Como consequénica da Proposigdo E23, temos o:

Corolario 3.3.1 Sejam A,B € M.
Entdo
A~B em M.

se, e somente se, para x € My1, as equagdes matriciais

A'X:Om1
e C-x=0.

sao equivalentes, onde O,,1, denota a matriz coluna nula de M,,;.
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Demonstragao:
Basta tomar
b=d=0,,

na Proposi¢dao E23 acima.
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.
O

Observacao 3.3.4 No Ezemplo [Z=Z1, tratado anteriormente, obtivemos, apds as operagoes
de l-equivaléncia sobre a matriz

1 1 5 11
A= 2 1 7 15 |,
2 0 4 8
a matriz
10 2 4
B=]1013 7],
0000

cuja forma nos facilitou a resolver o sistema linear inicial associado (a saber (B1)).

Observemos que o sistema linear assoctado a esta ultima matriz é o mais simples
de ser resolvido e, além disso, ele é equivalente ao sistema linear dado inicialmente,
cuja matriz aumentada € a matriz A.

A seguir daremos um nome as matrizes que tem essa forma especial.
Antes, porém temos a:

Definicao 3.3.4 Dada uma matriz A = (aiy) € My, se i, € {1,2,---,n}, definimos
o coeficiente lider da i,-ésima linha, ndo-nula, ou seja, de ai ., da matriz A, como

sendo o primeiro elemento nao nulo dessa linha, escolhido da esquerda para a direita,
mais precisamente,

aiojo ?AO) (317)
onde jo,€{1,2,---,m}

€ o menor indice de modo que vale (E13), ou seja,

ai,; =0, (3.18)
para jE€{1,2,---,jo—1}.

Agora estamos em condigOes de caracterizar a forma da matriz aumentada associada ao
sistema linear mais simples obtido no Exemplo B3 (isto é, a matriz B):

Definicao 3.3.5 Uma matriz A € M. € dita estar na forma escalonada reduzida

por linhas, denotada por FERL, se ela tem as sequintes propriedades:
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1. Todas as linhas nulas da matriz A, ocorrem nas linhas inferiores da mesma,
2. O coeficiente lider de uma linha ndo nula de A € igual a 1;

3. Em qualquer duas linhas ndo nulas da matriz A, o coeficiente lider pertencente a
linha de baizo, ocorrerd a direita do coeficiente lider da linha de cima;

4. Uma coluna que contém um coeficiente lider, deverd ter zeros nas outras entradas.

Temos os seguintes exemplos:

Exemplo 3.3.3 As matrizes:

010 2 100 0 0 0
1 001 =51, o120 |, <000>estdonaFERL.
000 0 00 1
1[2] 00 1.0 0
2.0 1 10 e 0 0 nio estdo na FERL.
00 00 0 [1] o

Os elementos destacados mao cumprem as propriedades requeridas, mo caso, as
propriedades [J. e @. da Defini¢cdo =T 3 acima, respectivamente.

Com isto temos a:

Proposicao 3.3.4 Toda matriz A € My, € l-equivalente a uma (dnica) matriz, que
indicaremos por Ag, que estd na FERL, isto €, existe P € M., nao singular, tal que

Ag=P-A. (3.19)

Demonstracgao:
Deixada como exercicio para o leitor a demonstragdo deste resultado.
O
A seguir daremos o método que seria utilizado na demonstragdo da Proposi¢cao B4 acima,
aplicado a um exemplo.
O método é denominado Eliminacao de Gauss-Jordan:

Exemplo 3.3.4 Encontre o conjunto solu¢do do sistema linear

-2 X3 —|—7 X5 = 12
2x; +4x; —10x3 +6%4 +12x5 = 28 (3.20)
2 X1 +4 X2 —X3 +6 X4 -5 X5 = —1
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cuja matriz aumentada € dada por

00 —2 0 7 12
(Ab)=| 2 4 —10 6 12 28 |, (3.21)
24 -5 6 -5 —1

00 =2 0 7

onde A=| 24 —-10 6 12 |, (3.22)
24 =5 6 =5
12
e b=| 28 |. (3.23)

Resolucgao:

O que faremos é realizar operagdes elementares sobre as linhas da matriz aumentada (E=20)
acima, para obter a sua FERL (que existe, pela Proposigdo B34).
Primeiro passo:

Trocar as linhas nulas da matriz aumentada (A b) com outras linhas, ndo nulas, de modo
que as linhas nulas ocorram nas linhas inferiores da nova matriz.

No caso da matriz aumentada (B=20), ndo hé linhas nulas, logo ndo faremos nenhuma
mudanca na matriz aumentada (A b).

Localize a coluna mais a esquerda, que ndo seja totalmente nula .

No nosso exemplo:

00 =2 0 7 12

24 —10 6 12 28 |; (3.24)
24 -5 6 —5 —]
.

Segundo passo:

Trocar a primeira linha com uma outra, caso necessdrio, para que o primeiro elemento da
coluna localizada no primeiro passo seja ndo nulo.
No nosso exemplo:

Troquemos a 1.¢ linha da matriz (BE24), com a 2. linha :

2] 4 —10 6 12 28
00 -2 0 7 12 |; (3.25)
2 4 -5 6 —5 —1

Terceiro passo:
Se o primeiro elemento da coluna do segundo passo for a # 0, multiplicar todos os ele-

1
mentos da primeira linha por 1 (para que o coeficiente lider da primeira linha da matriz

obtida seja igual a 1).
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No nosso exemplo:

1
1.% linha da matriz (E23) multiplicada por =:

2
1] 2 53 6 14

00 -20 7 12 (3.26)
2 4 -5 6 -5 —1

Quarto passo:

Somar a primeira linha, multiplicada por constante, se for necessdrio, com as linhas de
baixo, para obter zeros em todas as entradas abaixo do coeficiente lider da primeira linha.

No nosso exemplo:

1.¢ linha da matriz (B=Z8) multiplicada por —2, somada com a 3.“ linha :

1] 2 53 6 14

oo 20 7 12 (3.27)
0]l o 5 0 —17 —29

Quinto passo:

Separar a 1.¢ linha da matriz (EZ27) acima e voltar ao Primeiro passo.
Aplicar os cinco passo acima as outras linhas, tantas vezes quanto for necessario, até a
ultima linha ndo nula.

No nosso exemplo:

6]
O 0 -2 0 7 12 (3.28)
o 0 5 0 —17 =29
Primeiro passo:
No nosso exemplo:
1 2 -5 3 6 14
o0 -2 0 7 12 ; (3.29)

00 5 0 —17 =29

Segundo passo:

N&o hd necessidade de aplicar o Segundo passo a matriz (E=29).

Terceiro passo:
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No nosso exemplo:

—1
2.% linha da matriz (E229) multiplicada por -

1 2 -5 3 6 14

0 0 0 _77 —6 (3.30)

00 5 0 —17 =29

Quarto passo:

No nosso exemplo:

2.% linha da matriz (B=20), multiplicada por —5, somada com a 3.* linha:
1 2 -53 6 14

—7

00 0 0

N —

Quinto passo:
Separar as 1.¢ e 2.a linhas da matriz (E331) acima e voltar ao Primeiro passo.

12 -53 6 14
-7
0010 5 6 |5 (3.32)

00 o0 o0 1 2

Aplicar os cinco passo acima a outra linha restante.
Primeiro passo:

No nosso exemplo:

1 2 -53 6 14

7
0010 5 -6 |5 (3.33)

00 0 0 1 2
T

Segundo passo:
N&o hé necessidade de se aplicar o Segundo passo a 3.a linha da matriz (E23).
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Terceiro passo:
N&o hd necessidade de se aplicar o Terceiro passo a 3.a linha da matriz (B=3).
Quarto passo:
N&o hd necessidade de se aplicar o Quarto passo a 3.a linha da matriz (B33).
Com isto, no caso do nosso exemplo, chegamos a matriz:

00 1 0 — —6 (3.34)

Para finalizar, aplicaremos o:
Sexto passo:

Comecgando por uma linha ndo nula, somar cada linha multiplicada por constante, com
as outras linhas, para zerar as outras entradas acima do coeficiente lider de cada linha.

No nosso exemplo:

7
2.% linha da matriz (B=34), somada com = da 3.¢ linha:

2
12 -5 36 14
00 1 00 1 (3.35)
00 0 01 2
1.% linha da matriz (E33), somada do —6 vezes a 3.“ linha:
12 530 2
00 1 001 (3.36)
00 0 012
1.¢ linha da matriz (B38), somada a 5 vezes a 2. linha:
120307
(Cd)=| 0010 01 (3.37)
0O000O0T1 2
Observemos que a matriz (C d) estd na FERL.
Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.
O sistema linear cuja matriz aumentada é a matriz (C d) sera:
X1 +2 X2 +3 X4 = 7
X3 =1 (3.38)

X5:2
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Portanto se, por exemplo, considerarmos para cada t,s € R,

X =t,
X =S8,
x3=1,
X5 =2,
deveremos ter x4 = 7_%_28,
ou seja, (t,s,],LtT_ZSJ), (3.39)

serd uma solugao do sistema linear dado incialmente, para cada t,s € R, ou seja: o conjunto
solugdo associado ao sistema linear (B=20) sera:

. 7—t—2s
S = {(x1,xz,x3,x4,x5) = (t,s,1,T,2> ; para s,tER} .

Ou ainda, o conjunto solugdo da equagdo matricial (BE=ZI), serd

t
S

S:{uEM51;u: , para cada t,seR}.

7—t—2s
3
2
O
Temos também a:

Definicao 3.3.6 Dada uma matriz A € My, defintmos o posto da matriz A, denotado
por rank(A), como sendo o numero de linhas ndo nulas de sua FERL associada.

Temos agora a:
Proposicao 3.3.5 Se A € M., entao
rank(A) < min{m,n}. (3.40)

Demonstracgao:
Deixada como exercicio para o leitor a demonstragdo deste resultado.

OJ
Nas segOes a seguir faremos algumas consideragdes sobre o sistema linear nao homogénio

(NH) A-x=b, (3.41)
onde AeMy,, beMy e xe My.

Na préxima segdo comegaremos estudando o sistema linear homogénio associado:

(H) A-x=0Om (3.42)
isto é, (NH) com b= Oyy.
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3.4 O sistema linear homogéneo

Observacao 3.4.1

1. O sistema linear homogéneo (H) (ou seja, de (BE2232)), tem sempre solugdo, a saber,

a matriz identicamente nula,
u=0,, € M, y

que serd denominada solugao trivial.

. Pode-se mostrar que se Agx € a matriz na FERL, associtada a matriz A, entdo a

equagdo matricial
A-x= Om1

(ou seja, (H), ou ainda (BZ2)), serd equivalente a equagdo matricial
AR X = Om])

ou seja, resolver o sistema homogéneo €é equivalente a resolver o sistema ho-
mogéneo associado a matriz na sua FERL.

. Observemos que se

u,v e My

sa@o solugdes da equagdo matricial (H) (ou seja, de (BEZ2)), entdo, para «,p € R
(ou C), a matriz
(x-u+p-v)e My

também serd solugdo de (H) (ou seja, de (BEZ2)).

De fato, pois como

A-u= 0 (3.43)
e A-v=0py, (3.44)
teremos:
A-(oc-u+[5-v)()A-(oc-u)JrA-(B-v)
(=)
=" a-(Auwu)+p-(A-v)
(E:E)Oml (E)Onﬂ

:(X'Om1+6'om1

=3 =3
¢ = )Oml ( = )Om.]

= Om1 + Om]
= Om] )

mostrando a validade da afirmacao.
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4. Mais geralmente, se
gy, Up € My

sdo solugées de (H) (ou seja, de (BZ2)), entdo, para
Xy €ER (ouC),
a matriz
U+ 0 U, € My
também serd solugdo de (H) (ou seja, de (BEZ2)).
Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.
Apliquemos essas idéias ao:

Exemplo 3.4.1 Encontre o conjunto solugdo associado a equagdo matricial homogénea

A-x =0z, (3.45)

1 0 0
onde A=| 0 1 -1 0 | € Mss. (3.46)
0 0 1

Resolucgao:
Notemos que a matriz A estd na FERL.
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.

Com isto temos o sistema linear homogéneo associado a matriz A serd dado por:
(

X1 —2% +3x4 =0
+x3  —X4 = 0 ,
L +X5 = 0
X1 =2% —3%x4
ou seja, X3 = X4 . (3.47)
X5 = 0

Portanto, se, para cada «;, «; € R, considerarmos
X2 = Xq € X4 =0y,

teremos que

201 — 3
X1
u= o0
X2
0
-3
2
: 0
= - 0 + o - 1 (3.48)
1
0
0
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serd uma solugdo da equagdo matricial homogénea (BZ3) e reciprocamente.
Portanto, qualquer solugdo u € M,; da equagdo matricial (H), dada por (BZ3), serd da
forma:

u=oq-u+ oy u, (3.49)

2 -3

1 0
onde u;=1| 0 e W= 1 (3.50)

0 1

0 0
O

Observacao 3.4.2
1. Se considerarmos

Wi{XE M51(R);A'X:O31}, (351)

ou seja, o conjunto formado por todas as solugées da equagdo matricial (H) (dada
por (BZH)), entdo teremos que toda solu¢do da equagdo matricial (H) (dada por
(BZ3)) serd dada por (BZJ).

2. Além disso, nao podemos descartar nenhuma das duas solug¢ées W, ou u;, de modo
a obter todas as solugbes da equagdo matrictal (H) (dada por (BEZH)).

Como sdo em niumero de duas, denotaremos este niumero por dim(W), ou seja,

dim(W) = 2.

3. Observemos que o posto da matriz A, do Ezemplo [B-Z-1 (dada por (BZA)) € 3, isto
G
rank(A) = 3,
e a equa¢do matricial (H) (dada por (BZ3)), possui duas solugdes, que possuem

a propriedade B., isto é, qualquer solu¢do da equagdo matricial (H) (dada por
(B23) ), pode ser obtida na forma (BZY).

Desta forma, teremos:

dim(W) =2

= T2

numero de varidveirs  posto de A

Baseado nisto temos o:
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Teorema 3.4.1 Sejam k€ N e A € M, de posto 1gual a k.
Entdo o conjunto das solugbes da equagdo matricial homogénea

A-x = Oy (3.52)
consiste dos
U=0 W+ U+ -+ Kk Uk € My, (3.53)
onde &; € R (ou C), paraiec{1,2,--- ,n—Xk}, sendo os elementos

LL'LEMM\{OM}) para cada 16{1)2)"')n_k})

podem ser obtidos resolvendo-se a equag¢do matricial (H) (dada por (ER2)), associado a
matriz na FERL, associada a matriz A onde, nenhuma das solug¢ées U, pode ser obtida
das restantes, na forma de (B23), ou seja, para cada i, € {12,--- ,n—Xk}, ndo existem

Oy g Oig—1y ®igt1y - yotnk €E R (ou C),
de modo que Ui, = 0 - U+ -0 K1 - Uig—1 + Kig41 - Wigp—1 -+ Kk - Uny

Além disso, temos

dim(W) = n — rank(A). (3.54)
Demonstragao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a demonstragdo deste resultado.
OJ
Como consequéncia temos o:
Corolario 3.4.1 Seja A € M ;..
Se o posto da matriz A 1gual a n, ou seja,
rank(A) =n, (3.55)

entdo a unica solugdo da equag¢do matricial (H) (dada por (B23)), serd a matriz nula,
15to €,
u = On] € Mm .
Reciprocamente, se a unica solugdo da equagdo matricial (H) (dada por (BEB2)) € a
matriz nula, entdo posto de A serd igual a n, ou seja,

rank(A) =n.

Demonstragao:
Notemos que, do Teorema BEZ_1 acima, temos que
dim(W) =n — rank(A)
—

(=)

=0.
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Como O,; € M,,;; é sempre solugdo da equagdo matricial (H) (dada por (B532)), segue que
W ={Ow},
ou seja, a unica solugdo da equagdo matricial (H) (dada por (E532)) é a matriz nula, isto é,
u=0, €My.

Reciprocamente, se a tinica solugdo da equagio matricial (H) (dada por (B=2)) é a matriz
nula, entdo teremos que

W= {Onl}»
isto ¢, dim(W)=0. (3.56)

Logo, do Teorema BEZ1 acima, segue que

dim(W) =n — rank(A),
——
(&=3),

ou seja, rank(A)=mn,

como queriamos demonstrar.

O
Com isto temos o:
Corolario 3.4.2 Seja A € M.
Se
m<n, (3.57)

entdo o sistema linear homogéneo (H) (dada por (BR2)) tem, pelo menos, uma solugdo
ndo trivial.

Demonstracgao:
Se
k = rank(A),

da Proposi¢ao B2, segue que

(cm)
k < min{m,n}

(E29)

=)
<'n,

ouseja, k<mn.

Logo do Coroldrio EZ71 acima, segue que existe solugdo, ndo identicamente nula, da

equagdo matricial (H) (dada por (E52)) , como queriamos demonstrar.
0

Analisemos os seguinte exemplos a seguir:
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Exemplo 3.4.2 Seja

Encontre o conjunto solugcao da equagdo matricial

A-x= 031 . (359)
Resolucgao:
Neste caso temos que
m=3 e n=3. (3.60)
Temos que
A~ Ag )
1 0 —1
onde Ag=1] 01 —1 |. (3.61)
00 O

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Portanto posto da matriz A é igual a 2, ou seja,

rank(A) = 2. (3.62)

Logo, pelo Teorema BEZ acima, segue que

(=)

dim(W) =" n — rank(A)
(e2m) e ()

3-2=1,

ou seja, existe uma solugdo, ndo nula, da equagdo matricial homogénea, dada por (B=d), que
indicaremos por u; € M3, e qualquer outra solugdo u da equagdo matricial

A-u= 03,

serd da forma

u=o«-u,

para algum o € R (ou C).
Para encontrar a solugdo u; € M3y, basta resolver o sistema associado a matriz Ag, que
deixaremos como exercicio para o leitor.
O
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Exemplo 3.4.3 Seja

0 0 3 -1
0 -1 7 6

Encontre o conjunto solugcao da equagdo matricial
A-x= 031 . (364)

Resolucgao:
Neste caso temos

m=3<n=4. (3.65)

Logo, do Corolario B2 acima, podemos concluir que existe pelo menos uma solugdao nao
trivial da equacdo matricial homogénea (EE4).
Na verdade temos que A ~ Ag, onde

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Portanto, posto da matriz A é igual a 2, ou seja,

rank(A) = 2. (3.66)

Logo, pelo Teorema BEZ1 acima,

(=)

dim(W) "="n — rank(A)

(E53) e (&5

V42
:2)

ou seja, existem duas solugdes u;,u; € My (R) da equagdo matricial homogénea (BE4), tal
que toda solugdo u € Mj3(R) da equagdo matricial homogénea (BEE4), serd dada por

U= - U+ o - Uy,

para algum oy, ; € R (ou C) e, além disso, nenhuma delas poderd ser descartada.
Para encontrar as solugdes u;,u; € M3 (R), basta resolver o sistema associado a matriz
Ag, que deixaremos como exercicio para o leitor.
O
130.08.2019 - 3.a]
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3.5 O sistema linear nao homogéneo
Trataremos nesta segdo do sistema linear ndo homogéneo (NH)
A-x=b.
Comegaremos introduzindo a:
Definicao 3.5.1 A equac¢ao matricial
A-x=Db

serd dita consistente se tem, pelo menos, uma solucado.
Se ndo tiwer solugdo serd dita inconsistente .

De modo semelhante, temos que um sistema linear, de m equagdes a n incdégnitas,
serd dito consistente, se ele adminte pelo menos uma solug¢do, caso contrdrio, serd
dito inconsistente.

A seguir exibiremos dois sistemas lineares, um consistente e o outro inconsistente.

Exemplo 3.5.1 O sitema linear ndo homogéneo

X1 +2x; +x3 = 0
X2 +X3 = —1 (367)
X1 +X = 1
€ consistente, pois
x1=1, =0 e x3=-—1

€ uma solugdo do sistema linear ndo homogéneo (BED).
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Por outro lado, temos o:

Exemplo 3.5.2 O sitema linear

X1 +x2 =1
X1+ X2 = 2
€ inconsistente.

A verificagcao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Observacao 3.5.1

1. Lembremos que, das Proposi¢des 23 e [3-3-4, resolver a equag¢do matricial (NH)

A-x=b (3.68)
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¢ equivalente a resolver a equag¢do matricial (NH):

AR'X:bR,
onde A~ Ag
e b’VbR,

onde as matrizes Ag € M, e br € M1 sd@o as formas escalonadas reduzidas por
linhas das matrizes A e b, respectivamente.

. Notemos que, também da Proposi¢do [3-3.4, podemos encontrar uma matriz P € M,

nao singular, tal que

Ar=P-A
e bg=P-b,
ou ainda, (A b)~ (Ag bg). (3.69)

Logo podemos assumir, sem perda de generalidade, que as matrizes A € M,,,(R)
eb e M, 1(R) estdo na FERL, 1isto €,

A= AR e b= bR, (370)

pois as equagdoes matriciais associadas a cada uma das matrizes, sao equivalentes,
1sto €, tém o mesmo conjunto solugdo.

. Suponhamos que a equag¢do matrictal (NH) (ou seja, a equagdo matricial (EB3)),

seja consistente, ou seja, admita, pelo menos, uma solugao.

Seja k € NU{0} o posto da matriz A, ou seja,

rank(A) = k. (3.71)

Como a matriz A estd na FERL e temos (BZd), pela Definigio m — k linhas
inferiores nulas.

Portanto m — k equagdes do sistema linear associado a equagdo matricial (NH)
(ou seja, a equagdo matricial (BEEBR)), tem a segunte forma:

O-x1+---4+0-x,=by, para cada ic{k+1,---,m}.

Logo deveremos ter

bi =0, paracada ie€{k+1,---,m}.

Baseado nos argumentos desenvolvidos acima podemos enunciar o:
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Teorema 3.5.1 Se a matriz A € M, estd na FERL e tem posto k, entao a equacao ma-
tricial (NH) (ou seja, (BEBR), ou ainda, o sistema linear associado a matriz aumentada
(A b)) € consistente se, e somente se,

s = = by =0. (3.72)

Em particular, se o posto da matriz A for igual a m, entdo a equacdo matricial
(NH) (ou seja, (BB3), ou ainda, o sistema linear associado a matriz aumentada (A b))
serd consistente.

Demonstracgao:
A necessidade segue da Observagdo B2
A demonstracdo da suficiéncia serd deixada como exercicio para o leitor.

Se a matriz A € M,,,,, nao estd na FERL entio temos o:

Teorema 3.5.2 Seja A € M.

A equagao matricial (NH)(ou seja, a equagdo matricial (BB3), ou ainda, o sistema
linear assoctado a matriz aumentada (A b)) é consistente se, e somente se, o posto da
matriz aumentada (A b) for igual ao posto da matriz A, isto €.

rank(A b) = rank(A). (3.73)
Demonstracgao:
Sera deixada como exercicio para o leitor.
O
Facamos uma aplicagao desse resultado ao:
Exemplo 3.5.3 O sistema linear
X1 —X2 = 0
—X1 = 1 (3.74)
X2 = —]

é consistente ou tnconsistente?

Resolucao:
Observemos que a matriz aumentada associada ao sistema linear ndo homogéneo (E74) é
dada por:

Ab)=[ -1 0o 1 |. (3.75)

Notemos também que
(A b) ~ (AR bR)>

10 —1
onde (Agbg)=| 0 1 -1 |. (3.76)
00 0
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Em particular

A~ Ag,

1
onde Ag=1] 0 (3.77)
0

o = O

Deixaremos a verificagdo destes fatos como exercicio para o leitor.
Assim, da Defini¢do B=38, de (B7H) e (B=1), segue que
rank(A) =2 = rank(A b).

Logo, do Teorema B52 acima, segue que o sistema linear ndo homogéneo (B74), que esta

associado a matriz aumentada (A b), serd consistente.
0

Observacao 3.5.2 Notemos que o sistema linear (BZ[4), é consistente, pois ele admite
como uma solugdo
X = —1 e xp=-—1.

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.
Um outro resultado interessante é dado pelo:

Teorema 3.5.3 Seja A € M.
Suponhamos que a equagdo matricial

A-x=b, (3.78)

(ou seja, o sistema linear ndo homogéneo assoctado a matriz aumentada (A b)), seja

consistente e que
Uy € M. (3.79)

seja uma solugdo particular do mesmo.
Entdo uma solug¢do da equagdo matricial (BZ8) serd dada por:

w=u,, +v, € My, (3.80)
onde v, € My

€ uma solugdo da equagcao matricial homogénia associada, 1sto €, da equagdo matricial
A-y=0q. (3.81)

Demonstracgao:
De fato, se w € M,,; uma solugdo da equagdo matricial (NH) (ou seja,(B=0)), isto é:

A-w=b, (3.82)

e U, € My é solugdo particular de (NH) (ou seja, (E0)): A-u,, =b, (3.83)
segue que, v, =w-—u,,, (3.84)

serd solugdo da equagdo matricial (H) associada a (NH): A -y = Oy;. (3.85)
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De fato, pois

A-v, =) A (w—u,)
(=3)
= A-w—A-u,
= &=,
=b—-D>
= Om] )

mostrando a validade da afirmagdo (B=24) acima.
Com isto podemos concluir que a matriz

w=u,, +v, € My

é igual a solugdo particular de (E83) (equagdo matricial ndo homogénea (NH) (ou seja (B22)),
dada por u,,, € M,;;), somada como solugdo geral de (E23) (equagdo matricial homogénea (H)
associada (ou seja, (EX1)), dada por v,, € My,;), completando a demonstragdo da necessidade.
Reciprocamente, se u,,, € M;,; uma solugdo particular da equagdo ndo homdgenea (NH)
(ou seja (BA)) e v,, € My, é solugdo da equagdo matricial homogénea associada (H) (ou seja,

(B=)), entdo a matriz
w=u, +V,, (3.86)

serd solugdo da equagdo matricial ndo homogénea (B=2)
De fato, pois
A-w A (U +V4)
(=) A-ug,, +A-v,
——

——

=, &=,

b
:b+om1
:b)

mostrando que a matriz w € M,,; serd solugdo da equagdo matricial
A-x=Db,

completando a demonstragéo.

Observacao 3.5.3 O Teorema 523 acima nos permate tirar a:
Conclusao: qualquer solugdo do sistema linear ndo homogéneo (BZZ3), assoctado a
matriz aumentada (A b), pode ser obtida de conhecendo-se um solug¢do particular do

mesmo, somada com a solugdo geral do sistema linear homogéneo associado, ou seja,
de (B=D).

Apliquemos o resultado acima ao:
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Exemplo 3.5.4 Encontre o conjunto solu¢cdo da equacao matricial ndo homgénea

A-x=b, (3.87)
1 3 5 -1
.| -1 2 -5 4
onde A = 001 1 1 (3.88)
1 4 6 =2
1
2
e b= (3.89)
)

Resolucao:
Pode-se mostrar que

(A b) ~ (Ag bg),
1 0 0 10
. 0O1 0 3
onde Ap = 00 1 —4 (3.90)
000 O
—13
e bp= ‘? , (3.91)
0
10 0 10 —13
. . O1 0 3 3
ou seja, (Arbg) = 001 —4 1 (3.92)
000 O 0

Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.
Notemos que:

rank(Ag bg) "= 3

=) rank(Ag),

logo rank(A b) = rank(A).

Portanto, pelo Teorema BEJ, segue que a equagdo matricial (NH) (ou seja, (BE=2)) é
consistente.
Também pode-se mostrar que

(3.93)



3.5. O SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEOQO 79

é uma solugdo da equagdo matricial ndo homogéna
AR X = bR .

Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
Portanto, da Proposigdo BEZ33, serd solugdo da equagdo matricial ndo homogénea (B=X1).
Notemos também que,

—10x
-3«
e 4«

= - , paracada o€ R (ouC), (3.94)

é a solugdo geral da equagdo matricial homogénea associada, ou seja,
AR X = 04] . (395)

Logo, do Teorema BE53 acima, segue que qualquer solugdo da equagdo matricial (NH) (ou
seja, de (B=21)), serd da forma:

(e=Zm)
w = uNH+VH
~13 —10
() e @m) [ 3 —3
= 1 + 4
0 1
—13—-10«x
= ?;iz , paracada « € R (ouC),
x
isto é,
—13-10«x
S= ?;iz ;€ R (ou C)
x

é o conjunto solugdo da equagdo matricial (NH), ou seja, de (E87), completando a resolugéo
([l
Para completar nosso estudo sobre da equagdo matricial (NH) (ou seja, (B78), ou ainda

do sistema linear associado a matriz aumentada (A b)), temos os seguintes resultados:
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Teorema 3.5.4 Sejam A € M, e b € My,;.
Suponhamos que a equagdo matricial (NH)

A-x=Db, (3.96)

€ consistente.
A equagdo matricial (NH) (ou seja, (B398) ), admite uma unica solugdo se, e somente
se, posto da matriz A é igual a n, ou seja,

rank(A) =n. (3.97)

Demonstragao:

Suponhamos que a equagdo matricial (NH) (ou seja, (B29H)), admite uma tinica solugéo, ou
seja, podemos encontrar um tnico u,, € My, que satisfaz a equagao matricial ndo homogéna
(NH) (isto é (E=m)).

Ent&o, do Teorema B53, segue que a equagdo matricial homogénea (H), associada a (E=3),
isto é,

A -y =Opnm (3.98)

adimitird uma unica solugdo tnica, a saber, a solugdo trivial
u, =0 € My

Logo, do Corolério BZT, segue que o posto da matriz A deverd ser igual a n (veja (BE23)),
mostrando a validade de (B@17) e completando a demonstragido da necessidade.

Reciprocamente, se vale (EX07), ou seja, se posto da matriz A é igual a n, ou seja, entéo,
do Corolédrio BZ, segue que a solugdo trivial

u, = Om S Mn])

deverd ser a tunica solugdo da equagdo matricial homogénea (H) associada (isto é, (EZ3)) a
equagdo matricial ndo homogénea (NH) (ou seja, (E98)).

Portanto, do Teorema BE3, teremos que a equagdo matricial ndo homogénea (NH) (ou
seja, (B80)) admitird uma tnica solugdo, finalizando a demonstragéo.

O
Como consequéncia temos o:
Corolario 3.5.1 Nas condigbées do Teorema acima, suponhamos que
m<mn, (3.99)

Podemos encontrar uma unica solugdo da quagdo matricial (NH) (ou seja, de (E98))
se, e somente se, posto da matriz A for igual a n, isto €,

m=n. (3.100)
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Demonstragao:
Suponhamos que exista tinica solugdo da equagdo matricial ndo homogénea (NH) (ou seja,
de (ET@)).
Entdo, do Teorema B54 acima, segue que n serd igual ao posto da matriz A, isto é,
rank(A) =n. (3.101)
Mas
n = rank(A)
(ezm)
< min{m,n}
<m
(e=m)
< n,
ou seja, M=nmn. (3.102)
Portanto
rank(A) =
(eTm3)
e m ='mn,

completando a demosntragdo da necessidade.
Reciprocamente, se
rank(A) =n,

do Teorema B4, temos que podemos encontrar uma unica solugdo da equagdo matricial
(NH) (ou seja, de (E9H)) completando a demonstragdo da suficiéncia e do resultado.
U

3.6 A inversa de matrizes nao singulares

Para finalizar, exibiremos um método para encontrar a matriz inversa associada a uma matriz
ndo singular, utilizando as matrizes elementares desenvolvidas na segdo BE=3.
Para ilustrar consideremos o:

Exemplo 3.6.1 Encontre o posto sa matriz quadrada de ordem 4
0
1
1 —1
0

e verifique se ela € inversivel.
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Resolugao:
Notemos que a matriz A é equivalente a matriz quadrada

1000
0100
0010’
0 0 01

que estd na FERL.
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo posto da matriz A serd igual a 4, ou seja,

rank(A) =4.
Além disso,
1 1 0 0 1 0 0 10 0 1 1
det(A) =101 =1 0]=0] 0 =1 0|40 0 1 0|=1| 0 1 —1
0 0 1 1 0 1 10 1 10 0
= 241
— _440.

Portanto, da Proposigdo 5, segue que a matriz A é ndo singular, ou seja,
rank(A) =4

e A é uma matriz inversivel, completando a resolugao.
O

Logo, no Exemplo BEE, ocorreu uma relacdo entre o posto da matriz e a sua inversibili-
dade.
O que ocorreu no Exemplo BB acima é um fato geral, como afirma o:

Teorema 3.6.1 Seja A € M,, sdo equivalentes:
1. A é uma matriz ndo singular (ou seja, tnversivel);
2. posto da matriz A € 1gual a n, ou seja,

rank(A) =mn; (3.103)

3. A~1,, 1sto §,
Ag =1, (3.104)

onde a matriz Agx € a FERL assoctada a matriz A.
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Demonstragao:
Mostremos que se 0. ocorre, entao A. ocorrera:
Se a matriz A € M,, é uma matriz ndo singular e u € M,; é uma solugdo de

A-u=0y, (3.105)

entdio u=A"-0,; = O, ,

isto é, a unica solugdo da equagdo matricial (EXT03) € a solugdo trivial u == Oy;.

Logo, do Coroldrio BZ, segue que o posto da matriz A dever ser igual a n (veja (B=3)),
mostrando a validade de O. .
Mostremos que se @. ocorre, entao B. ocorrera:

Se vale (E13), ou seja, se o posto da matriz A é igual a n entdo, pela Definigdo BEZH,
ndo existem linhas nulas na matriz Ag (a FERL associada a matriz A).

Além disso, cada linha de Agx € M,,, tem coeficiente lider 1 e zero nas outras posicdes da
coluna, isto é,

AR:ITI)

mostrando a validade de B. .
Mostremos que se B. ocorre, entao . ocorrera:
Se vale (BI04), ou seja,

Ag = In,
entdo, como A ~ Ag, podemos encontrar uma matriz quadrada P € M,,, ndo singular, tal que
[,=Ar=P-A.
Portanto a matriz A é uma matriz ndo singular e
Al =P, (3.106)

completando a demonstragdo do item . e do resultado.

Como consequéncia temos o:

Corolario 3.6.1 Seja A € M,,.
A matriz A é uma matriz ndo singular (isto é, inversivel) se, e somente se, ela é
produto de matrizes elementares.

Demonstragao:
Da demonstragdo do Teorema BE 1 (veja (B10d)), temos que

A=P".

Mas, da Proposigao B33, temos que a matriz P é o produto de matrizes elementares, que
sdo inversiveis, completando a demonstragao.
O
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Observacao 3.6.1 O item @. do Teorema FE 1, nos fornece um modo de encontrar a
1nversa de uma matriz quadrada, que é uma matriz ndo singular (ou seja, tnversivel).

Tlustraremos o método com o:

Exemplo 3.6.2 Encontrar a inversa da matriz

1 0 0 1
o 1T 1T 0
A= 0 1 -1 0 (3.107)
-1 0 0 1
Resolucgao:
Notemos que
det(A) #0.

Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
Logo, da Proposicdo 59, temos que a matriz quadrada A é inversivel.

Para encontrar a matriz inversa associada a matriz A, agiremos da seguinte forma: con-
sideremos a matriz

100 1:1000
01 1 0:0100

A=16 1 10.001 0 (3-108)
10 0 1:00 01

Faremos um numero finito operagdes elementares sobre as linhas da matriz A, para trasn-
forma-la na matriz identidade 14.

Quem garante que podemos fazer isto é o item B do Teorema BTG T.

Além disso, todas as operagdes elementares que fizermos na matriz A, faremos na matriz
I4 (que esta a direita em (ET03)).
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Comecemos:

4.% linha +1.¢ linha

(A 14)

3.% linha —2.9 linha
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Afirmagao:
B=A",

1 —1

— 0 0 N

2 2
T 1

0 = = 0
2 2

isto ¢, A=

1T =1

0 5 5 0

1 1

200 3

De fato, do item B. do Teorema EE, temos que:

A~T,,

entdo [, =P A, para alguma matriz ndo singular P € M,,.

Logo
P-(A:I,)=(P-A :P-1,)

=L, &=

P
- (In : P) y
ouseja, (A:I,)~(I,:P).

Do Corolario BET acima (na verdade de (BE108)),
P=A",

portanto
(A: L)~ (L : A7),

completando a resolugéo.

3.7 Regra de Crammer

Para finalizar temos o:

Teorema 3.7.1 (Regra de Cramer)
Seja A e M, ,be M.
Entao
det(A) #0,

se, e somente se, a equac¢cao matricial

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)
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admite uma Unica solucao, dada por

Uo = (Ui)ns (3.114)
=A".b,
cujas componentes sao dadas por:
w = det(A;) ara cada 1i€{l,2 n} (3.115)
1 det(A) ) p ) ) ) Y .

onde a A;, € obtida da matriz A, trocando-se a 1-éstma coluna a,.i, da matriz A, pela
matriz coluna b.

Demonstracgao:
Deixaremos a verificagao deste como exercicio para o leitor.
OJ
Apliquemos este resultado ao:
Exemplo 3.7.1 Resolva o sistema linear
X1 +3x; —x3 = 0
X1 +x2 +x3 = 0 (3.116)
X1 —X3 = —1

Resolugao:
Observemos que o sistema linear dado pode ser escrito como a seguinte equagao matricial
nao homgénea:

A-x=b, (3.117)
1 3 —1
onde =11 1 (3.118)
1 0 —1
0
e b= 0 . (3.119)
—1
Observemos que
det(A) =) 11641
=8#0. (3.120)

Logo, do Teorema BT, segue que a matriz quadrada A é ndo singular.
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Além disso, da regra de Cramer (isto é, (E2T13)), teremos:

0 3 1
Av=|[o] 1 1
0 -
=341
_4; (3.121)
1 [o] -1
A= |1 [o] 1
1 —1
=1+1
. (3.122)
13 [0
As=11 1 @
10
— 143
Y (3.123)
Portanto
U
u = %)
us
ﬁ
A
= | A
A
&
A
4 1
8 2
(l I)II)’(I |)||)£ I})I)e(l 23) z _ 1 (3 124)
3 4 |
2 1
8 4
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Logo, solugdo da equagdo matricial (BTT47) serd:

1
2
1
a )
1
4
ou ainda, a solugdo do sistema linear (ETT1H), seré:
X] = 1 X; = 1 e X3= 1
1 — 2 ) 2 — 4 3 — 4 )
completando a resolugao.
O
Como cosequéncia temos o:
Corolario 3.7.1 Seja A € M,, , b e My;.
Entao
det(A) #0, (3.125)
se, e somente se, a equacao matricial
A-x = Oy (3.126)
admite uma unica solugcdo, dada por
U, = Oy (3.127)

Demonstracao:

As muitas das demonstragdes deixadas como exercicio ou omitidas, podem ser encontradas
na bibliografia sugerida ao final das notas.

3.8 Exercicios

Exercicio 3.8.1 Considere o sequinte sistema linear:

ax+by=k
cx+dy=1 , (3.128)
ex+fy=m

onde a,b,c,d,e,f,k,l,m € R estdo firadas. Discutir a posi¢do relativa das retas no
plano cartesiano xOy,

ax+by =k,
cx+dy =1,
e ex+fy=m,

quando:
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1. o sistema linear (BZZ) acima ndo admite solugdo.
2. o sistema linear (BE3) admite uma unica solugdo.

3. o sistema linear (BZ) admite inifinitas solugdes.

Exercicio 3.8.2 Escreva cada um dos sitemas lineares abaizo na forma matricial, isto
€, na foram A -x =Db, descrevendo as matrizer A,x,b:

X1 +3%x+4x3 =1 X1 +x=4 X1 +x2—x3=0
1 X +x3 =10 2) X3+ x4 = —1 3) X +x3=1
X1—3X3:—1 X1+X2+X3—4X4=2 4X]—3X2:8

Exercicio 3.8.3 Encontre o conjunto solugdo de cada um dos sistemas lineares abaizo,
utilizando 1nversdo de matrizes, se for possivel.

X1 +2x+3x3=0
]) ZX] +5X2+3X3:O 2)
X1+8X3:O

X1 +2%x+3x3=1
4X1+Xz+8X3 =2 3)
2X2+3X3=—1

X1 +x—x3=0
X2+X3:1
4X] —3X2:8

Exercicio 3.8.4 A diferenca entre dois numeros reais € 14 e o triplo do menor deles é
0 quddruplo do maior. Determine os dois numeros reais.

Exercicio 3.8.5 Hd um ano atrds, um homem era 5 vezes mazis velho do que seu filho
€ hoje. Daqui a 7 anos, ele serd 6 vezes mais velho do que seu filho é hoje. Determine
as idades do homem e do seu filho.

Exercicio 3.8.6 Um tratador de animais de um zooldgico precisa dar 42 mg de vita-
mina A e 65 mg de vitamina D, por dia, a um determinado animal. Ele possut dois
suplementos alimentares disponiveis: o primeiro contém 10% de vitamina A e 25% de
vitamina D, enquanto que o outro contém 20% de vitamina A e 25% de vitamina D.
Quanto de cada suplemento deve ser dado ao animal diariamente.

Exercicio 3.8.7 Em cada um dos sistemas lineares abaizo encontre condi¢cdes sobre os
numeros reais a,b,c € R, de modo que o sistemas lineares correspondentes tenham
respectivamente uma unica solucao, infinitas solugdes, e nenhuma solugdo:

( 2x+y—z=a

a) { x—by=-—1

x+ay=3
x+ay=0
4) y+bz=20
cx+z=0

2 x+by=—1
ax+2y=>5
x+2y—4z=4

5) 3x—y+13z=2
dx+y+alz=a+3

3)

6)

2y+3z=>D
| x—z=c¢

x+ay—z=1
—x+(a—2)y+z=-1

\ 2x+2y+(a—2)z=1

Exercicio 3.8.8 As entradas para um parque de diversées custam R$ 7,00 para adultos,
R$ 2,00 para jovens e R$0,50 para criancas. Se 150 pessoas entrarem no parque e a ar-
recadacdo final for R$ 100,00, determinar o nimero de adultos, de jovens e de criangas
que entraram

Sugestao: os numeros procurados deverdo ser inteiros nao negativos.



Capitulo 4

Espacos vetoriais

Neste capitulo introduziremos o conceito de espaco vetorial real ou complexo, bem como
propriedades e exemplos, que serdo utilizados em todo o decorrer destas notas.

4.1 Introducao

Antes de apresentarmos a definigdo de espago vetorial real ou complexo, passaremos a analisar
em paralelo dois objetos, a saber, o conjunto formado pelas fungbes f : R — R, que serd
denotado por .# (R ; R), ou seja,

F(R;R) ={f; f: R — R é uma fungéo}. (4.1)
e o conjunto das matrizes quadradas de ordem n, com coeficientes reais, que denotaremos
por M,,(R), ou simplesmente, por M,,.
A soma de duas fungdes f e g de . (R; R) é definida como sendo a fungdo
f+ge Z(R;R),
dada por (f+ g)(x) =f(x)+g(x), para x € R. (4.2)
Note também que se A € R, que chamaremos de escalar, podemos multiplicar a fungdo f
pelo escalar A, da seguinte forma
Afe Z(R;R),
dada por (A-f)(x) =Af(x), para x € R. (4.3)

Com relagdo a M,,(R), podemos definir a soma de duas matrizes quadradas de ordem n,
A= (aij)nxn e B= (bij)nxna como

A+B= (Clij + bij) (4.4)

nxn ?

ou seja, somando-se as correspondentes entradas das matizes, e esta soma resultard em um
elemento de M,,(RR).

Com a relagdo a multiplicagdo de uma matriz quadrada de ordem n, A = (aij)nxn, POr
um escalar A € R, definimos

AA= (}\ aij)nm, (45)

91
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ou seja, multiplicando-se por A cada entrada da matriz,0 qual também resultard em um
elemento de M,,(RR).

O que estes dois conjuntos acima, munidos dessas operagcoes de adigao de seus elementos
dos correspondentes conjuntos e multiplicagdo de seus elementos por escalares, tém comum?
Vejamos:

Verifica-se facilmente a partir das propriedades dos nimeros reais que, para quaisquer
fungbes f,g,h € Z(R; R) e para A, u € R, sdo validas as seguintes propriedades:

1. f+g=9g+ T,

2. f+(g+h)=(f+g)+h;

3. se O representa o fungdo nula, isto é,
O(x) =0, paracada x € R,
entdo teremos: O+ f =f;
4. a fungdo —f, definida por

(—f)(x) =—I[f(x)], paracada x € R,
satisfaz f+ (—f) =0,
5. A~ (1) = (Ap) - f;
6. A+p)-f=A-f+pu-f;
7.N-(f+g)=A-f+A-g;
8. 1-f=1.

Por outro lado, para quaisquer matrizes A,B,C em M,(R) e para A, u € R, também sdo
vélidas as seguintes propriedades:

1. A+B=B+A;

2. A+(B+C)=(A+B)+C;

w

. se O representa a matriz nula, isto é,

OTI i (O)TLXTL}
entdo teremos: O, +A =A;

4. se A = (ay)nxn ,entdo a matriz —A, definida por

— A= (_aij)nxny
satisfaz: A+ (—A) = Oy ;
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5. A (n-A)=(Apn)-A;
6. A+t -A=A-A+pu-A;
7.2 (A+B)=A-A+A-B;
8. 1-A=A.

Podemos ver que tanto o conjuntos das fungdes definidas na reta a valores reais, como o
conjunto das matrizes quadradas de ordem n, quando munidos de somas e multiplicagdo por
escalares correspondentes, apresentam propriedades algébricas comuns.

Na verdade muitos outros conjuntos, quando munidos de operagdes apropriadas, apresen-
tam propriedades semelhantes as acima.

E por isso que, ao invés de estudarmos cada um desses modelos separadamente, estu-
daremos um conjunto arbitrdrio e ndo vazio, V, sobre o qual supomos estar definidas uma
operagdo de adigdo, isto é, para cada u, v € V, associamos um tinico elemento de V, chamado
a soma de u com v e denotado por u+ v, e uma multiplicagdo por escalar, isto é, para cada
u € Vel € R, associamos um unico elemento de V, chamado de produto de u pelo escalar A
e denotado por A-u .

4.2 Definicoes e exemplos
Mais precsimante, temos a:

Definicao 4.2.1 Um conjunto V, ndo vazio, munido de uma opera¢do de adi¢do, isto

z

=
+:VxV-oYV

e de uma operacao de multiplicacdo por escalar real, ou seja,
- RxV-oV

serd denominado espago vetorial real (ou sobre R) se sdo vdlidas as seguintes proprie-
dades:

(Evl) (comutativa da adigdo)
u+v=v+u, (4.6)

para cada w,v € V;
(EV2) (assoctativa da adigdo)
u+(v+w)=(u+v)+w, (4.7)

para cada u,v,w €V,
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(EV3) (existéncia de um elemento neutro da adigdo) existe um elemento O €V, tal que
O+u=u, (4.8)
para cada u € V;

(Ev4) (existéncia do elemento oposto) para cada u € V, podemos encontrar v € V, de

modo que
u+v=0; (4.9)
(EV5) (assoctativa da multiplicagdo)
A(p-u) =) - u, (4.10)
para cadau eV e, peR;
(EV6) (distribuitiva da multiplicagdo)
A+w -u=A-u+p-u, (4.11)

para cada w eV eA,ueR;
(EVT) (distribuitiva da multiplicagdo pela adigdo)
A(u+v)=A-u+A-v, (4.12)
para cada u,vEV e A € R,
(EV8) (existéncia de elemento unitdrio da multiplicagdo)
T-u=mu, (4.13)
para cada u € V.
De modo semelhante temos a:

Definicao 4.2.2 Um conjunto V, nao vazio, munido de uma opera¢do de adi¢do, isto

z

€,
+:VxV-oV

e de uma operagdo de multiplicagdo por escalar complezo, ou seja,
- CxV-oV

serd denominado espago vetorial complexo (ou sobre C) se sdo vdlidas as seguintes
propriedades:

(Evl-c) (comutativa da adi¢do)
u+v=v+u, (4.14)

para cada u,v €V,
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(EV2-C) (associativa da adigdo)

u+ (v+w)=(u+v)+w,

para cada u,v,w €V,

95

(4.15)

(Ev3-c) (ezisténcia do elemento neutro da adi¢do) eziste um elemento O € V, tal que

O+u=u,

para cada u €V,

(4.16)

(EV4-C) (ezisténcia do elemento oposto) para cada u € V, podemos encontrar v € V, de

modo que
u+v=0;

(EV5-C) (assoctativa da multiplicagdo)
A(p-u) =AW u,
para cadauw eV e A, ueC;
(EV6-C) (distribuitiva da multiplicagdo)
A+u-u=A-u+p-u,
para cadaw eV e A, ueC;
(EVT7-C) (Distribuitiva da multiplicagdo pela adigdo)
Aru+v)=A-u+A-v,
para cada uw,veV eAeC;
(EV8-C) (existéncia de elemento unitdrio da multiplicagdo)
T-u=u,
para cada u € V.
Notacao 4.2.1
1. No caso da Defini¢ao -2-1, a terna

(V>+>')>

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

serd dita espago vetorial real (ou sobre R), e quando as operagées envolvidas
forem as naturais de V, diremos apenas que V é um espago vetorial real (ou sobre

R).
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2. No caso da Defini¢cao -2-3, a terna
(V> +, ) )

serd dita espago vetorial complexo (ou sobre C), e quando as operagées envolvi-
das forem as naturais de V diremos, apenas, que V é um espago vetorial complexo
(ou sobre C).

Observacgao 4.2.1 E comum chamarmos os elementos de um espago vetorial real ou
complezo, de vetores, independentemente da natureza dos mesmos.

Também chamaremos de escalar o numero real ou complezo, quando este desempe-
nha o seu papel na agdo de multiplicar um vetor por esse numero real ou complezo.

Proposicao 4.2.1 Seja (V,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo).
O elemento O € V, que satisfaz (ER) (respectivamente, (E1H)) € unico.

Demonstragao:
De fato, seja O’ € V satisfazendo(ER) (respectivamente, (E13)).
Temos:
/ (E3) /
O "= \(2_/ +0
elemento neutro de +
(£9) /
2 o o
elemento neutro de +
(=) 0,
istoé, O=0",

completando a demonstragao.
O

Observagao 4.2.2 Devido a Proposi¢do I-2.1 acima, chamaremos o vetor O de o elemento
neutro da adigdo do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).

Temos também a:

Proposicao 4.2.2 Seja (V,+,:) um espagco vetorial real (respectivamente, complezo).
O elemento neutro v € V, que satisfaz (EQ) (respectivamente, (EIQ)) € dnico.

Demonstracao:
Dado u € V, suponhamos que existem v,v’ € V sdo tais que

ut+v=0 (4.22)
e ut+v' =0. (4.23)
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Entdo teremos:

2y i0

(E:E)v+(u+v’)

v

= (v+u)+v’
=) (w+v)+v’

= o +v'

(E:E)V,,

ouseja, v=v',

completando a demonstragao.
OJ

Observagao 4.2.3 Devido a Proposi¢do [[-2-4 acima, denotaremos o vetor v por —u e
chamaremo-lo de vetor oposto do vetor u em (V,+,-).

Podemos agora introduzir a:

Notagao 4.2.2 Seja (V,+,-) um espacgo vetorial real (respectivamente, complezo).
Denotaremos por w—v, o vetor u+ (—v), isto €,

u—v=u+(—v). (4.24)
Observacao 4.2.4

1. Notemos que se (V,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo),
as quatro primeiras propriedades referem-se apenas a opera¢do de adigdo e sdo
(isto ¢é, (EM), (E2), (EB) e (EXQ)) conhecidas, respectivamente, por propriedade
comutativa, associativa, ezisténcia do elemento meutro (da adi¢do) e ezxisténcia
do elemento oposto (da adi¢do).

A quinta e a oitava propriedades (isto é, (EEI0) e (E13)) sdo exclusivas da multi-
plicagdo por escalar e também podem ser chamadas de associativa (da multiplicagdo)
e elemento unidade (da multiplicagdo), respectivamente.

A serta e a sétima propriedades (isto €, (ELD) e (EEI)) relacionam as duas
operagdes e sao ambas conhecidas por distributivas.

2. O adjetivo "vetorial”, utilizado nas Defini¢cbes [[-2-1 e .24, deverd ser entendido
de uma forma mais ampla, sendo uma referéncia aos elementos de um espago
vetorial real (ou complezo) (V,+,-), independentemente de serem ou ndo vetores
estudados em Geometria Analitica.

O exemplo mais simples de espago vetorial real é dado pelo:
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Exemplo 4.2.1 O conjunto dos numeros reais, a saber R, munido da adi¢do, indicada
pr +, e da multiplicacdo, indicada por -, usuais de R, é um espago vetorial real, ou
seja, (R,+,-) € um espago vetorial real.

Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

Temos também o:

Exemplo 4.2.2 O conjunto dos numeros complezos, a saber C, munido da adi¢do, in-
dicada pr +, e da multiplicagdo usual de numero real por numero complezo, indicada
por -, € um espago vetorial real, ou seja, (C,+,-) € um espaco vetorial real.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

Temos também os seguintes exemplos sdo espagos vetoriais reais:

Exemplo 4.2.3 Seja n € N fizado. Consideremos o conjunto formado por todas as
n-uplas ordenadas de numeros reais, que indicaremos por R", isto é,

R™ ={(x1,%X2, " yxn); Xt € R, para cadaic{1,2,---,n}}, (4.25)

munido das operagdes de adigdo de duas n-uplas ordenadas, indicada por +,, como
sendo:

para X = (X1,X2, - >Xn)>U = (91 yY2,y e ayn) e R",
definimos: x +,y= (X1 +Y1,X2+Yaz, - ,Xn +Yn) € R", (4.26)

ou seja,
+ = R"xR"— R",

n

e o produto de uma n-upla por um escalar A € R, indicada por -, como sendo:

n’

bara X = (Xl y X2yt »Xn) eRn)
definimos: A - x = (Ax;,AX2, - ,AX,) € R, (4.27)
ou seja,
: Rx R"— R™

n

Entdo (R™,+,_,-.) € um espago vetorial real.

Resolucao:
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Observacao 4.2.5 Observemos que no Exemplo [.2.3 acima:
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1. o vetor nulo do espago vetorial real (R™,+_,- ) serd a n-upla nula, isto €,

0O =(0,0,---,0). (4.28)
n posigbes
Notemos que
O e R".
2. além disso, se
X = (X1 y X2yt )Xn) ERH)

entdo o vetor oposto, associado ao vetor x, serd n-upla

—X = (_X1 )XZ y " )_Xn) . (429)

Notemos que
—x € R".

3. Para facilitar a notagdo, da qui em diante, indicaremos as operagbes +, e - , por
+ e -, deizando-se subentendedido tratar-se das introduzidas no Exemplo I-Z23.

A verificagdo destes fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.

Podemos tratar também do:

Exemplo 4.2.4 Seja n € N fizado. Consideremos o conjunto formado por todas as
n-uplas ordenadas de numeros complexos, que indicaremos por C", isto €,

C"={(z1,2z2,"*yzn); 21 € C, para cadaic{1,2,--- ,n}}, (4.30)

munido das operagoes de adigdo de duas n-uplas ordenadas, indicada por +,_,, como
sendo:

bara Zi(Z1,Zz,"',Zn),Wi(Wth,---,Wn)ECn,
definimos: z 4+ W= (z1+Wi,z0+Wy, -,z +w,) € C", (4.31)
ou seja,
+ C"xCr—C",

n

e o produto de uma n-upla por um escalar real

AER, (4.32)
indicada por -, como sendo:
bara z= (Z1 yZ2y )Zn) € Cna
definimos: A - z=(Az;,Azz, -+ ,Az,) € C", (4.33)
ou seja,
c RxCY— C™.

n

Entdo (C*,+,_,-.) € um espaco vetorial real.
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Observacao 4.2.6 Observemos que no Exemplo acima:

1. o vetor nulo do espago vetorial real (C*,+_ ,- ) serd a n-upla nula, isto €,

0O =(0,0,---,0). (4.34)
n posigdes
Notemos que
OecC".
2. além disso, se
z= (21,2, yz,) € R™,

entdo o vetor oposto, associado ao vetor z, serd n-upla

—z= (21,22, ,—Zn). (4.35)

Notemos que
—ze(C".

3. Para facilitar a notagdo, da qui em diante, indicaremos as operagbes +, e -, por
+ e -, deizando-se subentendedido tratar-se das introduzidas no Exemplo I-Z22.

A verificagdo destes fato serd deirxada como ezxercicio para o leitor.

113.09.2019 - 4.a]

Outro exemplo importante é dado pelo

Exemplo 4.2.5 Sejam m,n € N fizados.
Denotemos por
V =Mpxn(R),

o conjunto das matrizes de ordem m x n com todas as entradas reais, munido de
operagbes de adigdo de matrizes, indicada por + (introduzida ma Defini¢do e
de multiplicagdo de miumero real por matriz, indicada por - (introduzida na Defini¢cdo
Z73).

Entdo (Myxn(R),+,:) € um espago vetorial real.

Resolucao:
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Observacao 4.2.7 Observemos que no Exemplo [ 2.3 acima:

1. o vetor nulo do espago vetorial real (Muyxn(R),+,), serd a matriz nula, isto €,

Omn = (aij)an )

onde ay;=0, paracada i€{1,2,---,m}ejec{l,2, --n}. (4.36)

Notemos que
OTTLTI E Man(R) M
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2. além disso, se
A= (aij) € men(R))

entao o vetor oposto, associado ao vetor A, serd a matriz

—A = (—aij)mxn . (437)

Notemos que
_A. e Man(R) .

A verificagdo destes fatos serd deirxada como exercicio para o leitor.

Uma versdo diferente do Exemplo EZ23 acima, é dado pelo:

Exemplo 4.2.6 Sejam m,n € N fizados.

Denotemos por
V = Muxn(C),

o conjunto das matrizes de ordem m xn com todas as entradas sao numeros complezos,
munido de operagdes de adicdo de matrizes, indicada por + (introduzida na Defini¢do
) e de multiplicagdo de numero real por uma matriz, indicada por - (introduzida
na Defini¢cao E-Z3).

Entdo (Mxn(C),+,:) € um espaco vetorial real.

Resolucgao:
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Outro exemplo importante é dado pelo:

Exemplo 4.2.7 Seja n € N fizado.
Denotemos por
V=2, (R)

o conjunto formado pelos polinémios de grau menor ou igual a n, com coeficientes
T€als.
Notemos que

p € Zu(R)
se, e somente se, p(x)=a,+a;x+---+a,x", para xR, (4.38)
onde a,,a;,---,a, € R.

Definimos a adi¢do de elementos de &,,(R) e a multiplicagdo de elementos de &, (R)
por escalar da seguinte maneira:
Sep,q e Z,(R), de (E238), podemos encontrar

a0)b0>a1)b1>"' aan)bnER)
de modo que, Px)=a,+ax+--+ax"
e q(x) =b,+byx+---+byx", para xR, (4.39)
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Deste modo, definiremos p + q, como a soma das funcdes p e q, ou seja, a fungdo
(p+9q):R — R, dada por:

(p+q)(x) =p(x)+q(x)
=(ao+by)+(ai+by)x+---+(an+by)x", para xeR, (4.40)

ou seja,
+ : Z.(R) x Z.(R) - Z,.(R).

Se p € Z,.(R) podemos encontrar
aoabo>a1 >b1 y T )anabn GR)
de modo que, px)=a,+arx+---+a,x", para x€R, (4.41)

Logo, para A € R, definimos a fungdo A -p como sendo, a multiplicagcdo do nimero
real A pela funcgdo p, ou seja, a funcdo A-p:R — R, dada por:

Apx)=Aas)+Aa))x+---+Aay)x", para x <R, (4.42)

ou seja,
- Rx Z,.(R) = Z.(R).

Entao (Z.(R),+,-) é um espaco vetorial real.

Resolucao:
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Observacao 4.2.8 Observemos que no Exemplo [[.2.1 acima:

1. se

P,q € Zn(R),
entao (p+q) € Zi(R),
ou seja, adi¢cdo de polinémios de grau menor ou tgual a n, com coeficientes reais,
terd como resultado um polinémio de grau menor ou igual a n, com coeficientes

reails, ou ainda:
+ : Z,(R) x Z,(R) - Z,(R).

p € Zn(R),
entdo (A-p) € Zu(R),
ou seja, a multiplicagdo de um numero real por polinémio de grau menor ou igual

a n, com coeficientes reais, terd como resultado um polinémio de grau menor ou
igual a n, com coeficientes reais, ou ainda:

. Rx Z,(R) = Z.(R).
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3. o vetor nulo do espacgo vetorial real (Z,(R),+,-), serd o polinémio identicamente
nulo, 1sto €,

O.,:R— R,
dada por O.(x) =0, para x€R. (4.43)

Notemos que
On € ZW(R),

ou seja, U € um polindmio de grau menor ou tgual a n, pois

On(x) =04+0x+---+0x" para x €R.

4. se p € Z.(R), entdo o vetor oposto, associado ao vetor p, serd o polinémio

—p:R—- R,
dada por (—p)(x) = —p(x), para x€R. (4.44)
Notemos que
—P € f@n(R))
pois podemos encontrar
a0)b0»a1 )b1 y T )an)bn ER)
de modo que, P(x)=a,+arx+---+a,x* para x € R,
assim —p(x) =—a,—a;x+---—ax* para x € R,

ou seja, —p € um polinémio de grau menor ou igual a n.
A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

Uma variagdo do Exemplo EZX17 acima, é dado pelo:

Exemplo 4.2.8 Seja n € N fizado.
Denotemos por
V= 2,(C)

o conjunto formado pelos polinémios de grau menor ou igual a n, com coeficientes
complexos.
Notemos que

p € Z.(C)
se, e somente se, 7Pp(z)=a,+az+---+a,z", para ze€C, (4.45)
onde a,,a1, --,a, €C.

Definimos a adi¢do de elementos de &,,(C) e a multiplicagdo de elementos de &, (C)
por escalar da seguinte maneira:
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Sep,qe Z,(C), de (EZ3), podemos encontrar

ao,bo,a7,by,---,a,,b, €C,
de modo que, rz)=a+ajz+---+a,z"
e q(z) =bo+biz+---+byz", para z€C, (4.46)

Deste modo, definiremos p + q, como a soma das funcdes p e ¢, ou seja, a funcao
p+q:C—C, dada por:

(p+4)(z) =px) +q(z)
=(ap+by)+(ar+by)z+---+(an+by)z", para ze€C, (4.47)

ou seja,
+ : Z,(C) x 2,(C) - £,(C).

Sep e Z,(C) podemos encontrar

ao,bo,a1,by,---,a,,b, € C,
de modo que, riz)=a+ajz+---+ayz", para ze€C, (4.48)
Logo, para
AER, (4.49)

definimos a fungdo A -p como sendo, a multiplicacdo do niumero real A pela fungdo p,
ou seja, a fungdo A-p:C — C, dada por:

Aplz)=Aa))+Aa)z+---+Aax)z", para zeC, (4.50)

ou seja,
- Rx 2,(C) = Z,(C).

Entdo (Z,(C),+,-) € um espaco vetorial real.

Resolucgao:
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

O préximo exemplo também é importante:
Exemplo 4.2.9 Sejam I C R um wntervalo de R e
V=71 R),
o conjunto formado por todas as fungées f:1 — R, ou seja,

F(I;R)={f;f: 1> R € uma func¢do}. (4.51)
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Para f,g e Z(I;R) e A € R, definamos as fungdes

f+g,A-f: IR,
dadas por (f+ g)(x) = f(x) + g(x) (4.52)
e (A-f)(x) =Af(x), para xe€]l. (4.53)

Com isto temos definidas duas operagdes, uma operagcdo de adigdo de elementos de
ZF (I, R) e uma de multiplicagdo de numeros reais por elementos de % (I;R) e, além
disso, teremos:

Entdo (Z(1; R),+,-) € um espaco vetorial real.

Resolucao:
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Observacao 4.2.9 Observemos que no Exemplo [.2.9 acima:

1. o vetor nulo do espago vetorial real (% (1;R),+,-) serd a fungdo identicamente
nulo, 1sto €,

0:1-R,
dada por: O(x) =0, para xecl. (4.54)

Notemos que
0 e Z(I,R).

2. se f € Z(I; R) entdo o vetor oposto, associado ao vetor f, serd a func¢do

—f: 1R,
dada por: (—f)(x) =—f(x), para xe€l. (4.55)

Notemos que
—fe Z(I;R).

A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

Um andlogo do Exemplo EZZ1, para fungles a valores complexos é dado pelo:
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Exemplo 4.2.10 Sejam [ C R um wntervalo de R e
vV =7(1;C),
o conjunto formado por todas as fungdes f:1 — C, ou seja,
F(1;,C)={f;f:1 - C € uma funcgdo}. (4.56)
Para f,ge Z#(1;,C) e A € R, definamos as fungdes
f+g,A-f:1-C,

dadas por (f+g)(x) =f(x) + g(x) (4.57)
e (A-f)(x) =Af(x), para xecl. (4.58)

Com 1isto temos definidas duas operagdes, uma operagdo de adigdo de elementos de
ZF (1, C) e uma de multiplicagdo de numeros reais por elementos de % (1;C) e, além
disso, teremos:

+ . (I, C)x 7(I;C) —» Z#(I;C)
e o Rx F(I1;C)— F(1;C).
Entdo (Z(1; C),+,-) € um espaco vetorial real.

Resolugao:
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Um outro caso importante é dado pelo:

Exemplo 4.2.11 Indiquemos por
¢(I;R),

o conjunto formado por todas as funcgodes continuas definidas num intervalo I C R,
munido das operagdes de adigdo de fungdes e multiplicacdo de niumero reais por fungdes,
introduzidas no Exemplo -2-9 acima.

Entdo (¢(1;R),+,-) € um espago vetorial real.

Resolucao:
A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

Observacao 4.2.10 Observemos que no Exemplo -Z2-11 acima:
1. se

f,ge€(l; R),
entdo (f+g) e ¢(I;R),

ou seja, adicao de fungbes continuas no intervalo I, terd como resultado uma
fungdo continua no intervalo 1, ou ainda:

+ . F1;R)x€(I;R) - F(I; R).
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2. se
fe % (I; R),
entdo (A-f) e ?¢(I;R),
ou seja, a multiplicagdo de um niumero real por uma fung¢do continua no intervalo
I, terd como resultado uma func¢do continua no intervalo I, ou ainda:
: Rx%(I;R) - €(I; R).
3. o wvetor nulo do espago vetorial real (C(I;R),+,:) serd a fun¢do identicamente

nulo, 1sto ¢,

O0:1—-R,,
dada por: O(x) =0, para x€1. (4.59)
Notemos que a fungdo
0 e€%(I;R),

ou seja, € um fung¢do continua no intervalo I.

4. se f € €(1; R), entdo o vetor oposto associado ao vetor f serd a funcdo

—f: 1R,
dada por: (—f)(x) =—f(x), para xe€l.

Notemos que a fungdo
—fe?(l; R),

ou seja, € um funcdo continua no intervalo 1.
A verificagcao destes fatos serd deixada como ezxercicio para o leitor.

Um andlogo ao Exemplo EZZTT], para fungdes a valores complexos, é dado pelo:

Exemplo 4.2.12 Indiquemos por

¢(1;C),

o conjunto formado por todas as fungdes continuas definidas num intervalo I C R,
munido das operagdes de adigdo de fungdes e multiplicacao de numero reais por fungades,
introduzidas no Exemplo -2-9 acima.

Entdo (€(1;C),+,-) € um espaco vetorial real.

Resolucgao:

A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

Podemos estender o Exemplo EZZTT acima, como mostra o:



108 CAPITULO 4. ESPACOS VETORIAIS

Exemplo 4.2.13 Seja k € N fizado. Denotemos por
¢ (1; R),

o conjunto das funcgdes continuas, com deriwadas continuas até ordem k € N, emum
intervalo aberto | C R, ou seja

E*(1;R) ={f: 1= R; V) ¢ continua em 1, para cadaj €{1,2,---,n}}, (4.60)

onde, fU denota a derivada de ordem j, da fungdo f.

munido das operagdes de adi¢cdo de fungdes e multiplicacdao de niumero reais por fungdes,
definidas em no Exemplo 229 acima.
Entdo (¢*(1; R),+,-) € um espago vetorial real.

Resolucao:
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Observacao 4.2.11 Observemos que no Exemplo -2.13 acima:

1. se

f,g € 6%(I; R),
entdo (f+g) € €%(1; R),

ou seja, adicdo de fungdes continuas, com deriwvada continua até a ordem k, no
intervalo 1, terd como resultado uma fung¢do continua, com derivada continua até
a ordem k, no intervalo I, ou ainda:

+ : F1;R) x €X(1; R) — €*(1: R).

Isto € consequéncia do fato que deriwada da soma de duas fung¢des que tem deri-
vada € a soma das respectivas deriwvadas, ou seja,

(f+g)'(x)=f(x)+9g'(x), paraxel,
e que a soma de fungbes continuas é uma funcdo continua.
2. se

f e €4(1; R),
entdo A-f) e €%(1; R),
ou seja, a multiplicagdo de um niumero real por uma fun¢do continua, com de-

rwada continua até a ordem k, no intervalo 1, terd como resultado uma fungdo
continua, com deriwada continua até a ordem Kk, no intervalo 1, ou ainda:

- RxEI;R) — €F(1; R).
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Isto € consequéncia do fato que derivada da multiplicacdo de um numero real
por uma funcdo que tem derivada € a igual a multiplicagdo do niumero real pela
derivada da fung¢do, ou seja,

(A1) (x) =Af'(x), paraxel,
e que a multiplicagcdo de um numero real por uma funcgao, € uma fung¢ao continua.

3. o vetor nulo do espago vetorial real (CX(I;R),+,-) serd a func¢do identicamente
nulo, 1sto €,

0:1-R,,
dada por: O(x) =0, para x€l. (4.61)
Notemos que a fungdo
0 c€¢*(1;R),

ou seja, € um fungdo continua, com derivada continua até a ordem K, no intervalo
L.

4. se f € €%(1; R), entdo o vetor oposto associado ao vetor f serd a fungdo
—f: 1> R,
dada por: (—f)(x) =—F(x), para xel.
Notemos que a fung¢do
—f € €(1; R),

ou seja, € um fung¢do continua, com deriwada continua até a ordem Kk, no intervalo
L.

A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

Um anédlogo ao Exemplo EZ2T3 acima, para o caso de fungdes a valores complexos, é dado
pelo:

Exemplo 4.2.14 Seja k € N fizado. Denotemos por
¢X(1; C),

o conjunto das fungdes continuas, com deriwadas continuas até ordem k € N, emum
intervalo aberto | C R, ou seja
E(1;C) ={f: 1= R; V) ¢ continua em 1, para cadaj €{1,2,---,n}}, (4.62)
onde, fY denota a derivada de ordem j, da funcdo f.
munido das operagdes de adi¢cdo de fungdes e multiplicacdao de niumero reais por fungades,

definidas em no Exzemplo 229 acima.
Entdo (¢*(1; C),+,:) € um espago vetorial real.
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Resolugao:

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

O
Temos também o:

Exemplo 4.2.15 Seja (a,b) um intervalo aberto de R. Indiquemos por

¢>((a,b); R),

o conjunto das fungdes definidas em (a,b), a valores reais, que possuem todas as deri-
vadas continuas em (a,b), ou seja,
€>°((a,b):R) ={f:(a,b) = R; fV ¢ continua em (a,b), para cada j € N},

(4.63)
onde, fU

denota a deriwada de ordem j, da fungdo f.

munido das operagbes de adi¢do de funcdes e multiplicagdo de fungdes por numero
rea1s, defintdas em no Exemplo [.2.9 acima.

Entdo (¢*°((a,b); R),+,:) € um espago vetorial real.
Resolugao:

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor

Observacao 4.2.12 Observemos que no Ezemplo -2-13 acima:

f,ge€ ¢ ((a,b);R),
entdo (f+g) € €°((a,b); R),

ou seja, adi¢cao de funcgdes continuas, com deriwada de qualquer ordem, continua

no intervalo (a,b), terd como resultado uma fun¢do continua, com derivada de
qualquer ordem, continua no intervalo (a,b), ou ainda:

+ : ¢%((a,b); R) x %°((a,b); R) = ¢%((a,b); R).

Isto € consequéncia do fato que deriwvada da soma de duas fungdes que tem deri-
vada € a soma das respectivas derivadas, ou seja,

(f+9)'(x) =f'(x) +g'(x), paraxce€(a,b),

e que a soma de fungdes continuas € uma fun¢do continua.
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2.

4.

se

fee>*((a,b); R),
entdo (A-f) e €°((a,b); R),

ou seja, a multiplicagcdo de um numero real por uma funcao que tem derivada
de qualquer ordem, continua no intervalo (a,b), terd como resultado uma fung¢do
que tem derivada de qualquer ordem, continua no intervalo (a,b), ou ainda:

. Rx€®((a,b); R) — €®((a,b): R).

Isto é consequéncia do fato que deriwada da multiplicacdo de um numero real
por uma funcao que tem derivada € a igual a multiplicagcdo do niumero real pela
derivada da fung¢do, ou seja,

(A-f) (x) =Af'(x), paraxe(a,b),
e que a multiplicagcdo de um numero real por uma funcdo, é uma fungcdo continua.

o vetor nulo do espago vetorial real (4°((a,b);R),+, ) serd a func¢do identica-
mente nulo, isto €,

0 :(a,b) > R,,
dada por: O(x) =0, para x€ (a,b). (4.64)

Notemos que a fungdo
0 €€ ((a,b); R},

ou seja, € um funcao que tem derwada de qualquer ordem, continua no intervalo
(a,b).

se f € €*((a,b); R), entdo o vetor oposto associado ao vetor f serd a funcdo

—f:(a,b) 2 R,
dada por: (—f)(x) =—f(x), para x¢€(a,b).

Notemos que a fungdo
—fe cgooua)b) ) R) )

ou seja, € um funcdo que tem derwada de qualquer ordem, continua no intervalo
L.

A verificagcdo destes fatos serd deixada como ezxercicio para o leitor.

Um andlogo ao Exemplo EZXTH, para o caso de fungdes a valores complexos, é dado pelo:



112 CAPITULO 4. ESPACOS VETORIAIS

Exemplo 4.2.16 Seja (a,b) um intervalo aberto de R. Indiquemos por
¢>*((a,b); C),

o conjunto das fung¢bes defintdas em (a,b), a valores reais, que possuem todas as deri-
vadas continuas em (a,b), ou seja,

€>((a,b); C) ={f:(a,b) = R; fV é continua em (a,b), para cada j € N},
(4.65)

onde, f9 denota a derivada de ordem j, da fungdo f.

munido das operagdes de adigdo de fungdes e multiplicacdo de niumero reais por fungoes,
definidas em no Ezemplo 229 acima.
Entdo (¢°°((a,b); C),+,-) € um espacgo vetorial real.

Resolugao:
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
O
Os espacos vetoriais reais acima envolvem operagdes com as quais estamos familiarizados.
O préximo exemplo é um pouco mais sofisticado do que os anteriores e por isso verifica-
remos que as oito propriedades da Definigdo E=Z1 ocorrem.

Exemplo 4.2.17 Consideremos o conjunto
V = (0,00),

ou seja, o subconjunto formado pelos numeros reais positivos.
Para
x,yeV e AeR,

definiremos a adig¢do de x com Yy, que serd indicada por x Hy, como sendo

xHBy =xy, (4.66)

(ou seja, o produto usual entre os numeros reais x ey) e o produto de x pelo escalar A,

que serd denotada por ALlx, como
ADx =X, (4.67)

(ou seja, a potenciagdo usual de niuimeros reais).
Entdo (V,H,[) € um espago vetorial real.

Resolugao:
De fato, observemos que

B : (0,00) x (0,00) = (0,00)
e (] : Rx(0,00)— (0,00),

mostrando a propriedade do fechamento em V, para as operagoes B e [-].
Verifiquemos as oito propriedades da Definigdo E=2T de espago vetorial real:
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. se x,y €V, temos que

xEEy()xy

propriedade de nimeros reais

(ez)

= yHx,

mostrando a validade da propriedade (Ev1) (isto é, (EB));

. para cada x,y,z € V, terermos:

(zz3)

xB(yHz) =" xH(yz)

()

="x(yz)

propriedade de ntimeros reais (

xXy)z
=)

= (xBy)z

= (xBy)Hz,

mostrando a validade da propriedade (Ev2) (isto é, (EZ2));

. se X € V entdo, como 1 € V, teremos:

1EEX()1X

propriedade de ntimeros reais

X )
ou seja, 1 € V é o elemento neutro da adigdo H, o qual denotaremos por O, ou seja,

0=1, (4.68)

mostrando a validade da propriedade (Ev3) (isto é, (ER));

. se x € V| temos que

x>0,
logo, das propriedades de R, teremos: x>0,
ou seja, x'eV.

Além disso,

x Bx™! (=) xx !

propriedade de ntimeros reais 1

=)

- )

ou seja, o elemento oposto de x € V, relativamente a adigio H, serd x~' € V, ou seja

—x=x, (4.69)

mostrando a validade da propriedade (Ev4) (isto é, (E3));
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5. se A,peRex €V, temos:

A (nEx) =N O

(E:EJ) (Xp.)?\

propriedade de:nﬁmeros reais Xu)\

propriedade de niimeros reais )
= x\H

= A ox,

mostrando a validade da propriedade (Ev5) (isto é, (E210));

6. se A\,pueRex eV, temos:

A+ ) B x E w

propriedade de nimeros reais )
gl X XH

=0 mxe

= AoxBRDx),
mostrando a validade da propriedade (Ev6) (isto é, (ELT));
7.se A\e Rex,y eV, temos:

AGD (xBy) "= A0 (xy)

= (xy)

propriedade de niimeros reais XA A

= Ao dy)

EamxEQ Dy,
mostrando a validade da propriedade (Ev7) (isto é, (E212));

8. se x € V, teremos:

1DX(E:EZ)XI

propriedade de ntumeros reais

X
mostrando a validade da propriedade (Ev8) (isto é, (E213)).

Com isto, pela Definigdo B2, podemos concluir que (V,H,[]) é um espago vetorial real.
O

Observacao 4.2.13 Notemos que o conjunto V do Ezemplo [.Z2.11, se munido das
operagoes usuais de soma e multiplicacao de numeros reais nao serd um espago vetorial
real, pois ndo satisfaz, entre outras, a propriedade da existéncia de um elemento neutro
para a adigdo (pois o numero real 0 € V).
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Podemos obter exemplos semelhantes aos citados acima para obter espagos vetoriais com-
plexos.

Abaixo citaremos alguns destes, cujas demonstragdes serdo deixadas como exercicio para
o leitor.

Um andlogo ao Exercicio EZZ3, para o caso complexo, é dado pelo:

Exemplo 4.2.18 O conjunto dos numeros complezos, a saber C, munido da adi¢do,
indicada por +, e da multiplicagdo, indicada por -, usuais de C, é um espago vetorial
real, ou seja, (C,+,-) € um espaco vetorial complezo.

Um andlogo ao Exemplo EZZ4, para o caso complexo, é dado pelo:

Exemplo 4.2.19 Seja n € N fizado. Consideremos o conjunto formado por todas as
n-uplas ordenadas de numeros complexos, que indicaremos por C", isto é,

C"={(z1,z2,"*yzn); 21 € C, para cadaic{1,2,--- ,n}}, (4.70)

munido das operacoes de adi¢do de duas n-uplas ordenadas, indicada por +,, como
sendo:

bara Zi(z1»22)"')Zn))wi(wl)WZ»"'»Wn)e(cn>
definimos: z 4+ W= (z1+Wi,z0+Wy, -,z +w,) € C", (4.71)
ou seja,
+ C'xCv—C",

n

e o produto de uma n-upla por um escalar complexo

A e C (compare com [-33), (4.72)
indicada por -, como sendo:
para z= (21,23, - ,z,) € C",
definimos: A - z=(Az;,Azz, - ,Az,) € C", (4.73)
ou seja,
o CxCr—C.

Entao (C™,+_,- ) € um espaco vetorial complezo.
Um andlogo ao Exemplo EZXH, para o caso complexo, é dado pelo:

Exemplo 4.2.20 Sejam m,n € N fizados.
Denotemos por
V = Muxn(C),

o conjunto das matrizes de ordem m X n com todas as entradas sGo numeros com-
plexos, munido de operagées de adigGo de matrizes, indicada por + (introduzida na
Definicao ) e de multiplicagdo de nuimero complezo por uma matriz, indicada por
- (introduzida na Definigdo =2 3).

Entao (Muyxn(C),+,-) € um espaco vetorial complezo.
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Resolugao:
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
O
Um andlogo ao Exemplo EZXR, para o caso complexo, é dado pelo:
Exemplo 4.2.21 Seja n € N fizado.
Denotemos por
V= 2,(C)
o conjunto formado pelos polinémios de grau menor ou igual a n, com coeficientes
complezxos.
Notemos que
p € Zn(C)
se, e somente se, p(z)=a,+a1z+---+a,z", para ze€C, (4.74)
onde a,,q1, --,a, € C.

Definimos a adicdo de elementos de Z2,,(C) e a multiplicagdo de elementos de &2, (C)
por escalar da seguinte maneira:
Sep,qe Z,(C), de (E2@), podemos encontrar

aovbO)a1>b1)"' ,an>bn€C>
de modo que, rz)=a+arz+---+a,z"
e q(z) =bo+biz+---+byz", para z€C, (4.75)

Deste modo, definiremos p + q, como a soma das funcdes p e q, ou seja, a funcado
p+q:C—C, dada por:

(p+4)(z) =p(x) +q(z)
=(ao+by)+(a;+by)z+---+(an+by)z", para ze€C, (4.76)

ou seja,
+ : Z,(C) x Z2,(C) - £,(C).

Sep € Z,(C) podemos encontrar

a0>bo>a1>b1>"' »an>bn E(C)
de modo que, riz)=a,+a1z+---+a,z", para z€C, (4.77)
Logo, para
A e C (compare com (EZY)), (4.78)

definimos a fungdo A -p como sendo, a multiplicacao do numero real A pela fungdo p,
ou seja, a fungdo A -p:C — C, dada por:

Apllz)=Aa)+Aa)z+---+(Aa)z", para ze€C, (4.79)

ou seja,
- Rx Z,(C) = £2,(C).

Entao (Z,(C),+,-) é um espaco vetorial complezo.
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Resolugao:

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
O

Observacao 4.2.14 De modo semelhante podemos obter os andlogos dos Exemplos [[-2-10,
213, -2 17 e -21d, para os casos complexos e mostrar que

(4.80)

s@o espagos vetoriais complexos.

4.3 Propriedades gerais de espacos vetoriais reais ou com-
plexos

Das oito propriedades que definem um espago vetorial real (ou complexo) podemos concluir
vérias outras.
Listaremos algumas destas propriedades no seguinte resultado:

Proposigao 4.3.1 Seja (V,+,-) um espago vetorial real ou complezo.
Entao:

1. para cada A € R, temos que
A-O0=0, (4.81)

onde O € o elemento neutro da adi¢cdo do espago vetorial real ou complezo (V,+,-).

2. para cada u €V,

0-u=0, (4.82)
onde 0 € R e O € o0 elemento neutro da adicao do espago vetorial real ou complezxo
(V y T+ ) ) .

3. se
A-0=0, (4.83)
entdo deveremos ter: A=0
ou u=0, (4.84)

onde 0 € R e O € o elemento neutro da adi¢do do espago vetorial real ou complexo
(V y T ) :
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4. para A € R eu €V, temos que

5. seu eV, temos que

6. para A\,L € R e u €V, temos que

A—pn)-u=A-u—(u-u.

A(u—v)=A-u—(A-v).

7. para Ay, Uy €ER e wg,--- ,uy €V, temos que

A (wa) =Y Ay .
=1

j=1

8. para u €V, temos que

—(—u)=u.

u+w=v+w,

entdao deveremos ter: u=mv.

10. seu,v €V, entdo existe um unico w € V tal que

ut+w=v.

Demonstracgao:
De M. :

Pelas propriedades (Ev3) e (EV7) (isto é, (EB) e (E12)) temos que

A0 (0+0)
=) \.0+2-0.

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)
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Utilizando as propriedades (Ev1) a (Ev4) (isto é, (EH) e (E9)) e a notagdo da Observagéo
B3, obtemos

(E3) e Proposigio E22

0 A-O+[—(A-0)
A-O+A-0)+[—(A-0)]
N 0+A-0+ (-0
= x.0+0

2.0,
isto é, A-O0=0,

=)

completando a demonstragdo do item 0. .
De 1. :
Pela propriedades (Ev6) (isto é, (E)) temos que

0-u propriedade de niimeros reais

= (04+0)-u

= 0. u+0-u. (4.94)

Utilizando a identidade acima, as propriedades (Ev2) e (Ev4) (isto é, (E) e (EH)) e da
Proposicao EZ22, obtemos

(E3) e Proposigado EZ32

0 0-u+[(—(0-u)
O0-u+0-u)+[—(0-u)]

(E)o.u+{0-u+[—(0'u”}

(=)

So.ut0
=)y . u,
isto é, 0-u=0,
completando a demonstragdo do item D. .
De B. :
Se

Au=0 (4.95)
e A#0, (4.96)

pelas propriedades (Ev8) e (EV5) (isto é, (E2I3) e (E)) e pelo item M. desta Proposigéo,
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segue que

A # 0 e propriedade de nimeros reais _
= (ATTA) -u

=)

@)
=20

item M.
=0

ou seja, u=0,

completando a demonstragdo do item B. .
De @. :
Utilizando a propriedade (Ev6) (isto é, (E0)) e o item O. desta Proposicdo, obtemos:

Aut (A1 =+ (A u

propriedade de ntimeros reais 0

temf g, (4.97)
Logo, de (E91) e da Proposigdo E23, segue que
(—=A)-u=—(A-u).
Analogamente, notemos que:
Au+A-(—u) Nt (—u)]
@, 5
(E3) e a Proposigio £ 0. (4.98)

Logo, de (EU8) e da Proposigdo E23, segue que
A (—w) = —(A-w),

completando a demonstragdo do item B. .
De B. :
Notemos que

propriedades de ntimeros reais

A—p)-u = A+ (=] -u
(E:m))\-qu(—u)-u

=3
(:)A'u_(u'u%

completando a demonstragdo do item B. .
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De [@. :

A prova da identidade (E=29) é feita por indugdo sobre n € {2,3,---} e serd deixada como
exercicio para o leitor

Notemos que o caso n = 2 é obtido de (E11) juntamente com (EZIO).
De B. :

Notemos que,
E=4) com A=—1 e u=—u
—(—u) e (~1) - (—u)
R O IR I
(o)

=" [(=1)(=1]-u

propriedades de niimeros reais 1

completando a demonstragdo do item B. .

De 0. :
Seja
w=(-u)+veV. (4.99)
Logo
wrw E ot [(w + ]
S (—wl+v
(E53) ¢ a Proposicho £23 y |
@,

completando a demonstragdo do item H. .

0
Para finalizar temos a
Proposigao 4.3.2 Seja (V,+,:) um espago vetorial real ou complezo.
Entao, se
V £{0}, (4.100)

seque que o conjunto V terd infinitos elementos distintos.

Demonstragao:
Notemos que se encontrarmos uma fungdo

f:R—-V

que seja injetora, entdo o conjunto V terd infinitos elementos distintos.
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De fato, se , para cada A € R, corresponder um elemento distinto
f(A) eV,

como R tem infinitos elementos distintos, teremos que o conjunto V também terd infinitos
elementos distintos.
Mostremos que existe fungado

f:R—V,
injetora.
Para isto, seja v, € V, de modo que
ve £ 0, (4.101)
que existe por (EO0).
Definamos a fungdo f: R — V, por
f(A)=A-v,, para AeR. (4.102)

A funcdo f estd bem definida e, além disso é injetora.
De fato, suponhamos que A, 1 € R, sdo tais que

f(A) =f(u). (4.103)
Como
Av D r
= tw)
=,
ou seja, AVo=H-V,,

que, de (EI0), é equivalente a: Ave— (Vo) =1-Vo— (1-Vo),

ou seja, Avy—(L-v) =0. (4.104)
Pelo item B. da Proposigdo B3 e (ET), deveremos ter

0=V A vy — (1-vo)

(EZZB) A *Vo + (_FL) *Vo

T
(:) (7\—11) Vo .
Como v, # O (veja (EEI0D)), pelo item B. da Proposigdo B3, segue que
A—un=0,
isto €, A=,

mostrando que a fungdo f é injetora e completando a demonstracao do resultado.
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4.4 Exercicios

Exercicio 4.4.1 Em cada um dos intesn abaizo, verifiqgue se em cada um dos itens se
(U,+-) € um espago vetorial real ou complexo, munido das operac¢ées + e - indicadas:

b
matrizes e multiplicacdo de numero real por matriz.

1. U = { a IZ ) € M;(R); a,b e R}, munido das operagoes usuais de soma de

—b . .
2. U= { 8 a e M(R); a,b e R}, munido das operacdes usuais de soma de

matrizes e multiplicacdo de numero real por matriz.

3. U= {(x,y) €R?;3x—2y = O}, munido das opera¢bes usuais de soma de pares
ordenados e multiplicacdo de numero real por par ordenado.

4. U={f:R — R; f(—x) = f(x), para x € R}, munido das operagbes usuais de soma
de fung¢oes e multiplicagdo de numero real por fungdo.

5. U={f:R = R; f(—x) = —f(x), para x € R}, munido das operacées usuais de soma
de fung¢des e multiplicacdo de numero real por funcgdo.

6. U={p € Z.(R); p(0) =p(1)}, munido das operagdes usuars de soma de fungées e
multiplicagdo de nimero real por funcgao.

7. U= {(x,y ,z,Ww) ERY y=xez :wz}, munido das operagdes usuais de soma de
quddruplas ordenadas e multiplicacao de numero real por quddrupla ordenada.

8. U=R x R*, munido das sequintes operagoes

(X],Q])@(Xz,yz)i(X1—|—Xz,y1y2) € OL@(X,y)i(O(X,y“),

onde (X1 ,U]),(Xz,yz),(X,U) ERxR" e R :R\{O}

Exercicio 4.4.2 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais sobre R. Considere o pro-
duto cartesiano
UxV={(u,v);ueleveV}.

Dados (w,v1),(u,v2) e UX V e A € R, defina as sequintes operagdes em U x V:
(w1, vi) @ (uz,v2) = (W +u,vi+v2) e AO(w,vi)=A-u,A-v).
Mostre que (U X V,$H,®) € um espaco vetorial sobre R.

Exemplo 4.4.1 Consideremos uma mola (que supomos sem massa) suspensa vertical-
mente, tendo sua extremidade superior presa num suporte rigido (veja a figura abaizo).
Fizamos um corpo de massa m na outra extremidade da mola. Suponha que este corpo
seja deslocado verticalmente, a partir da sua posi¢cdo de equilibrio e, em seguida, libe-
rado.
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O deslocamente y deste corpo, a partir da posi¢ao de equilibrio, € dado por uma
funcdo da forma:

y(t) =AM cos(wt)+ Ay sen(wt), para teR. (4.105)

onde w € R é uma constante fizrada, que depende do material da mola e da massa do
corpo. Mostre que para w € R fizado, o conjunto de todas as funcgdes descritas por
(E103), ou seja,

U={y e Z(R;R);y satisfazendo (E103)},
€ um espacgo vetorial sobre R, quando munido das operagdes usuais de adi¢gao de funcgoes
e multiplicagdo de numero real por fungdes.

Exemplo 4.4.2 Dado o circuito abaizo, onde R € a resisténcia, 1 € a corrente, L € a
indutdncia, E € a forca eletromotriz e C € a capacitancia, sabe-se que a queda de poten-

Q

ctal através da capacitdncia C é dada por ok onde Q € a carga no capacitor. Aplicando

a Lei de Kirchhoff (a queda total de potencial no circuito deve ser contrabalanceada

. . d
pela forga eletromotriz aplicada) e sabendo que I(t) = —(S(t), para cada t € R, pode ser

demonstrado que a corrente num instante t € R, ou seja, | = I(t), € dada pela equagdo
diferencial ordindria:

d’Q dQ 1
LF(tHRE(tHEQ(t):E’ para teR. (4.106)

_,—/\/\/%

! R
(OF L g

C

|l

1

1. Pergunta-se: se

E#£0,

conjunto formado por todoas as funcdes que satisfazem a equagdo diferencial or-
dindria (EI00) € um espago vetorial sobre R, ou seja,

U={yc%*R;R);y satisfazendo (EI0H)},

quando munido das operagdes usuais de adug¢do de fungbdes e multiplicagcdo de
numero real por funcdes ?
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2. Mostre que, se
E=0,

o conjunto U, dado por (EZIOH), é um espago vetorial real, quando munido das
operagdes usuais de aducdo de funcdes e multiplicagdo de numero real por fungdes
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Capitulo 5

Subespacos vetoriais

5.1 Introducao

Muitas vezes nos depararemos com certos subconjuntos de um espago vetorial real ou com-
plexo, que possuem a propriedade de que a soma de dois de seus elemento é um elemento do
préprio subconjunto, bem como quando multiplicamos um elemento do subconjunto por um
escalar, o resultado continua pertencendo ao subconjunto. A estes subconjuntos daremos um
nome, COMO vVeremos na:

5.2 Definicoes e exemplos

Definigao 5.2.1 Seja (V,+,-) um espago vetorial real (ou complezo).
Dizemos que um subconjunto

WCV, W,

¢ um subespago vetorial do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-), se forem sa-
tisfeitas as segquintes condigdes:

(svl) Deveremos ter
Oew, (5.1)

onde O é o elemento neutro da adigdo o espago vetorial real (ou complezo)
(V,—F,'),‘

(sv2) Seu,veW, deveremos ter
(u+v) e W,; (5.2)

(sv3) SeueW eAeR (ouleC), deveremos ter
(A-u) e W. (5.3)
Observacgao 5.2.1

127
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1. Notemos que todo subespacgo vetorial W de um espago vetorial real (ou complezo)

(V,+,,-), € ele préprio, um espago vetorial real (ou complezo), quando munido
das operagées induzidas do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-), ou seja,

(W, +

v"v)

¢ um espago vetorial real (ou complezo.

Na situagdo acima, estamos indicando a operacdo de adicdo de elementos do
espago vetorial real (ou complezo) (V,+, ,-,), por +, e operagdo de multiplicacdo
de escalar por -,, para destacar que estas operagdes sao as operac¢oes do espago
vetorial real (ou complezo) que contém o congunto W.

De fato, pois as propriedades comutativa, isto é (EH), associativa, isto €, (E),
distributivas, isto é (E10), (E2) e (E13) sdGo herdadas do prdprio espago vetorial
real (V,+,,-,) (ou, no caso complezo, (E14), (E13), (EH), (E=20) e (EZI)).

Pela propriedade (svl) actma, isto é, (BECQ),garante que o elemento neutro da
adigdo de (V,+,-) serd um elemento de W, ou seja, vale a propriedade (ev3) da
Definicao =21, isto é (E8) (ou, no caso complezo, (E18) da Defini¢cdo [-2-3).

Finalmente, pelo item [). da Proposi¢do [-3-1 e por (sv3), isto €, (E3) (ou da
Definicao 24, no caso complezo) , se u € W deveremos ter

= ) uew,

ou seja, vale a propriedade (ev4) da Definigdo -2-1, isto €, (EH) (ou, no caso
complezo, (E11Q) da Defini¢do [[-2-4), mostrando com isso que, realmente,

(W, +

\'B) 'v)
¢ um espago vetorial real (ou complezo).

Observemos também que a propriedade (svl) (isto €, (EX)) pode ser obtida da
propriedade (sv3) (isto é, de (E3)) e do item item B. da Proposi¢do [-3-1 .

De fato, poits se w € W, teremos que

do item B. da Proposigdo Z-3-1
O = O-weW.

Notemos que

W = {0} (5.4)
ou W=V (5.5)

sa@o subespagos vetoriais do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).

A verificagdo deste fato é simples e serd deizada como ezxercicio para o leitor.
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Definicao 5.2.2 Os subespacos vetoriais do item @, da Observacgao acima, serao
denominados de subespagos vetoriais triviais do espaco vetorial real (ou complezo)
(V y 1T ) :

Proposigao 5.2.1 Seja W CV, com W # .
O conjunto W serd um subespago vetorial do espago vetorial real (ou complezo)
(V,+,:) se, e somente se, sGo vdlidas as sequintes condigdes:

(svl’) Deveremos ter
Oew, (5.6)

onde O é o elemento meutro da adi¢do do espagco vetorial real (ou complezo)
(V>+>');

(sv2’) Parau,ve W eAeR (ou A€ C), deveremos ter

(W+A-v) EW. (5.7)

Demonstracgao:
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
OJ
Vejamos alguns exemplos de subespacos vetoriais de um espago vetorial real. Comegaremos
pelo:

Exemplo 5.2.1 Mostre que
W= {(x,y,2) eR’; x+y+z=0} (5.8)

€ um subespago vetorial do espago vetorial real (]R3,—l—,-), onde + e -, sGo as operagoes
(E28) e (E20), introduzidas no Exemplo -2-3, para n = 3.

Resolugao:
De fato:

1. Notemos que o vetor nulo do espago vetorial real (R3,+ ) -), pertence ao conjunto W,
isto é, (veja o item M. da Observagdo E21, para n = 3))

(E223), com n=3

o) © (0,0,0) € R?,

pertence ao conjunto W.

De fato, pois
0+0+0=0.

Logo, de (ER), teremos que
0=(0,0,0)eW.
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2. Se (x,y,z), (u,v,w) € W, de (E3), deveremos ter

x+y+z=0 (5.9)
e u+v+w=0. (5.10)

Notemos que

(E28), com n=3
= (x+u,y+v,z+w).

(X)y)z) + (u?v’w)
Mas

x+wW+yY+v)+z+w) =x+y+z)+(ut+v+w)

7

&), &=,

=0.

Portanto, de (E3), segue que

(x,y,z) + (u,v,w) (E=), com n=3 x+u,y+v,z+w) e W,

3. Se (x,y,z) € WeAe€R, de (E8), deveremos ter

x+y+z=0. (5.11)

Notemos que
(E23), com n=3

A (x,y,z) (Ax,Ay,Az).

Mas

Ax+AYy+Az=A(x+y+z)
~—

Portanto, de (BE3), segue que

(E23), com n=3

A (x,y,z) (Ax,Ay,Az) e W.

Logo, dos itens [., B. e B. acima e da Definigdo EZ2T, seque que o conjunto W, dado (EXR),
é um subespago vetorial do espago vetorial real (R*,+,-).

O
Uma extensdo do Exemplo EZX1 acima, é dado pelo:
Exemplo 5.2.2 Sejam a;,qa;,...,a, € R fizados e consideremos o conjunto
W={(x1,%2, " yXn) ER™; ayxi+axa+---+apx, =0}. (5.12)

Mostre que o conjunto W é um subespago vetorial do espago vetorial real (R™,+,-),
onde + e -, sdo as operagdes (EZ28) e (E2X1), introduzidas no Exemplo F-2-3.
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Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor.
O
Deixaremos como exercicio para o leitor o:
Exemplo 5.2.3 Mostre que os conjuntos
u={(x,y,z) eR*; x=0} (5.13)
e W ={(x,y,z) e R}; y=0} (5.14)
sdo subsespacos vetoriais do espago vetorial real (R3,+,-).
eo
Exemplo 5.2.4 Mostre que os conjuntos
ui{(x»y»Z)GRS; XZIJZO} (5'15)
e W ={(x,y,z) ER’; x+y+2z=0} (5.16)

sdo subsespacos vetoriais do espago vetorial real (R3,+,-).
Um outro caso importante, é dado pelo:

Exemplo 5.2.5 Considere o conjunto W formado por todas as matrizes simétricas de
ordem n, com coeficientes reais, 1sto €,

A e W,
se, e somente se, A=A, (5.17)
(veja a Definicao EZE3), ou seja,
W, ={A € M, (R); At = A}. (5.18)

Mostre que o conjunto W, um subespaco vetorial do espaco vetorial real (M, (R),+, ),
onde + e -, sGo as operagdes usuats em M,(R) (veja o Ezemplo =23, ou ainda, as
Defini¢ées EZT 1 e E2T3).

Resolucao:
De fato:

1. O elemento neutro do espago vetorial real (M, (R),+,-) é a matriz identicamente nula
(veja o item M. da Observagdo E—21)

0, "= (0)n € Mu(R),

e assim: 0.' = Oy,
ou seja, de (BETI7), temos: O, e W (5.19)
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2. Se A1, A; € W, de (ET12), teremos teremos

At =A, (5.20)
e A=Ay (5.21)
Com isto, teremos
(A + Ayt =) A+ A
~ =~
=), =,
=A;+ Ay,

que de (ECT7), implicard que (A1 4+ Ay) € W;.

3. Se A € W; e A € R entdo , de (ET7), teremos

At =A. (5.22)
Mas
A-A)EA A
~—
=,

—A-A,
que de (EC7), implicard que A-A) e W;.

Portanto, dos itens ., O. e B. acima e da Defini¢do B2, o conjunto W;, dado por (EI3), é
um subespago vetorial do espago vetorial real (M,,(R),+,-).
]
Temos também o:

Exemplo 5.2.6 Considere o conjunto W, formado por todas as matrizes anti-simétricas
ordem m com coeficientes reais, 1sto €,

AeW,
se, e somente se, Al=—-A, (5.23)
(veja a Definicao E-6-4), ou seja,
Wo = {A € Mo(R); A = —A). (5.24)

Mostre que o conjunto W, é um subespaco vetorial do espago vetorial real (M,,(R),+, ),
onde + e - s@o as operagdes usuats em M, (R) (veja o Ezemplo [-2-3, ou ainda, as De-
finigées e Z=23).

Observacao 5.2.2
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1. Veremos, mais adiante, que toda matriz A € M, (R), pode ser escrita, de modo
Unico, como

A=A;+A,, (5.25)
com A, € W,
e AL e W,

onde W e W, sao dados por (E018) e (E224), respectivamente.

2. Além disso, também mostraremos que

W, N W, ={0}. (5.26)

As propriedades (E22Z83) e (E28) acima, serdo de grande importincia mo estudo de
vdrios espagos vetoriais reats (ou complezos), como veremos mais adiante.

Um outro caso, é dado pelo:

Exemplo 5.2.7 Consideremos o conjunto Z:(R) C Z,(R), dado por

Zi(R) = {p € Zo(R); p(0) =0} . (5.27)

Mostre que o conjunto & (R) é um subespago vetorial do espago vetorial real (7, (R),+,-),
onde + e -, sdo dadas por (EZ0) e (ERD), em Z,(R), introduzidas no Exemplo I-2-1.

Resolucgao:
De fato:

1. O polinémio nulo (veja o item B. da Observagdo E=Z3),
On € Pn(R),

pertence a & (R).

De fato, pois ele se anula em x = 0, j& que

Logo, de (E2X1), segue que
O, € Z;(R).

2. Sep,qe Z;(R), de (E=212), teremos

0 (5.28)
e q(0)=0. (5.29)
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Desta forma teremos:

Portanto, de (E227), teremos
(p+q) e Z(R).

3. Sep e Z:(R) e A € R entdo, de (E2Z7), teremos

Ap(0) =0. (5.30)

Logo

Portanto, de (BE227), teremos
(A-p) e Zi(R).

Logo, dos itens M., B. e B. acima e da Definigdo EZZT, o conjunto ZZ;(R) é um subespago
vetorial do espago vetorial real (Z2,(R),+,-).

OJ
Um outro caso importante é dado pelo:
Exemplo 5.2.8 Considere o sequinte conjunto
Wi{yE%z(R;R);y”(x)—y(x):O, pamxeR} (5.31)

onde y"” =y”(x), representa a derivada de sequnda ordem da fun¢do y = y(x), no ponto
x € R.

Mostre que W é um subespago vetorial do espaco vetorial real (%Z(R; R),+, -), onde
+ e - sdo as operagbes (D) e (E53), em usuais em €*(R; R) (veja o Exemplo F-Z-14,
comI=R ek=2).

Resolugao:
De fato:

1. O elemento neutro de ¥*(R; R) é a fungdo identicamente nula ¢ € %?*(R;R) e esta
satisfaz

0"(x)—O(x)=0, para x€R. (5.32)

Logo, de (E=32) e (EZ30), segue que
OecW.
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2. Se y1,Y> € W entdo, de (E=T), teremos que y71,y, € €*(R; R) e além disso, satisfazem

(5.33)

0
0 para xeR. (5.34)

Logo, como (%Z(R; R) ,+,~) é um espago vetorial real (veja o Exemplo EZZT4, com
[ =R e k=2), segue que y; +y; € ¢*(R; R).
Além disso, temos

(Y1 +y2)"(x) = (Y1 +y2) (%) = [y " (%) =y ()] + [y2" (x) = y2(x)]

=, =,

:O)
ou seja, (Y1 +y2) e W.

3. Sey € We A € R ento, de (E=T), temos que y € €*(R; R) e além disso satisfaz

y"(x) —y(x) =0, paraxeR. (5.35)

Logo, como (%%R; R) ,+,‘) é um espago vetorial real (veja o Exemplo B2 T4, com
[=Rek=2),segueque A-y € ¢*(R;R) e

A-y)")=A-yx) =A-[y"(x) —y(x]]
~

=),

=0 ,
mostrando que (A-y) eW.

Portanto, dos itens [, O. e B. e da Definigio da Definigio E-ZT, segue que W C €*(R;R)
é um subespago vetorial do espago vetorial real (%Z(R;R) y Ty )
O
Para finalizar temos o:

Exemplo 5.2.9 Sejam m,n € N fizados, com m < n.
Entdao o conjunto
W= 2, (R)

€ um subespaco do espago vetorial real (#,(R),+,-), onde + e - sGo as operagdes usuais
em Z.(R).
Exemplo 5.2.10 Consideremos os conjuntos
P(R;R) ={fe Z(R;R); f(—x) = f(x), para xR} (5.36)
e [R;R) ={g e #(R); g(—x) =g(x), para xé€R}, (5.37)

do espago vetorial real (Z (R; R),+,-), introduzido no Exemplo F-2-3.
Mostre que os conjuntos P(R;R) e I(R; R), sdo subespag¢des vetoriais do espago
vetorial real (% (R; R),+,-).
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Exemplo 5.2.11 O conjunto
b
W = {fe%([a,b];R); J f(x) dx:O}

¢ um subespacgo vetorial do espago vetorial real (¢'([a,bl; R),+,-) (onde + e - sdGo as
operagbes usuais em ¢ ([a,bl; R)) (veja o Exemplo F-2-11).

5.3 Intersecao e soma de subespacos vetoriais

Temos a:

Proposicao 5.3.1 (interseg¢ao de subespagos) Sejam (U e W subespagos vetoriais do
espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).
Entdo o conjunto
unw

é um subespago vetorial do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).

Demonstracao:
De fato:

1. Como U e W séo subespagos vetoriais do espago vetorial real (V,+,-), de (E0), temos
que

Oelu
e OeWw.
Logo OeuUunw,;

2.5ex,ye UNWeA e R (ouC), como Ue W sdo subespagos vetoriais do espago
vetorial real (ou complexo) (V,+,-), da Proposigdo B2, teremos:

(x+A-y eu
e (x+A-y) eW.
ou seja, (x+A-yeunw.

Portanto, dos itens [., O. acima e da Proposicdo B2, segue que o conjunto UMW € su-
bespago vetorial do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), completando a demonstragéo

do resultado.
O

Podemos resolver o Exercicio 2274, utilizando a Proposigdo E=31 acima e o Exercicio BE223,
mais precisamente:

Exemplo 5.3.1 Mostre que o conjunto
A={(x,y,z) eR’; x=y =0} (5.38)

é um subsespago vetorial do espaco vetorial real (R®,+,-).
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Resolugao:
Notemos que

A(E:-’-E) {(X>U>Z) €R3; X:y:O}

exegicio {(X»U>Z) S R3; X:O} N {(X,H,Z) S Ra; y :O}

(ET9) « (5T3)

unw,
ou seja, A=UNW. (5.39)
Do Exercicio B223, segue que os conjuntos U e W sdo subsespagos vetoriais do espago
vetorial real (R3,+, ).
Logo, de (E9) e da Proposigdo B2, segue que o conjunto A é um subsespago vetorial

do espaco vetorial real (R®,+,-).
]

Observacao 5.3.1

1. Questao: Com a notacdo da Proposicao E=Z1 acima, podemos afirmar que o
conjunto
uuw

¢ subespago vetorial do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) ?
Resposta : Nao.
Basta considerar o sequinte contra-exemplo: sejam

V =R?,

u={(x,y) eR* x=0}

e W= {(x,y) eR*; y=0}.

Como visto no Ezercicio B2Z3, os conjuntos U e W sao subespacos vetoriais do
espago vetorial real (R2,+,-) (onde + e - sdo as operagdes usuais de R?).

Notemos que U e W, geometricamente, correspondem aos eizos Oy e Ox, respec-
tivamente, do plano xOvy.

Notemos que
u,=(0,1)eucuUuuw
e wo= (1,00 e WCUUW,

mas
Uo +W, = (1,0)+(0,1)
=(1,1)gUUW,
ou seja, u,weluWw,

porém: u+weg UuWw.

Portanto o conjunto U U W nao € subespago vetorial do espago wvetorial real
(R*,+,").



138 CAPITULO 5. SUBESPACOS VETORIAIS

2. Pode-se mostrar que se U e W sdo subespacos vetoriais do espagco vetorial real
(ou complexo) (V,+,-), entdo o conjunto UU W serd um subespago vetorial do
espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) se, e somente se,

ucw
ou W Cu. (5.40)

3. Se U e W sao subespagos vetoriais de um espago vetorial real (ou complezo)
(V,+,:) e V' também € um subespago de (V,+,-), que contém U e W, 1isto ¢,

uuwcv’.

Entdo o conjunto V' terd que conter todos os vetores da forma:

u+w,
para cada uel
e we W,

Isto motiwvamos a introduzir a:

Definigao 5.3.1 Sejam U e W subespagos vetoriais de um espago vetorial real (ou com-
plezo) (V,+,).
Definimos a soma de U e W, indicada por U+ W, como o conjunto

U+W={u+w; ueld e we W}. (5.41)
Com isto temos a:

Proposicao 5.3.2 (soma de subespagos) Sejam U,W e V como na Defini¢do B30
acima.

Entdo o conjunto U+ W ¢é um subespago vetorial do espago vetorial real (ou com-
plezo) (V,+,).

Além disso,

UUWCU+ W, (5.42)

Demonstracgao:
Verifiquemos que o conjunto U + W é subespago vetorial do espago vetorial real (ou
complexo) (V,+,-).

1. Como os conjuntos U e W sdo subespagos vetoriais do espago vetorial real (ou complexo)
(V,+,-), temos que
Oclu (5.43)
e Oecw, (5.44)
e, de (E3) e (E22D)

(B=3)
0= 0. +0.,
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mostrando que o elemento neutro da adigdo do espago vetorial real (ou complexo)
(V,+,-) (ou seja, O € V) pertence ao conjunto U + W, isto é,

OcUu+WwW.
2. Notemos que, se
X1, e U+ W,
entdo  x; =u;+wj, (5.45)
para uweclU (5.46)
e w; €W com je{l,2} (5.47)
Por outro lado, se
A eR (ouC),

entdo, das propriedades comutativa e associativa da operagdo + e do fato que U e W
sdo subespagos vetoriais do espago vetorial real (ou complexo) (V,+, ), teremos:

X1+7\~Xz(E=E) (W +wil + A - [uy +w,)
(22 (=)
A= (W +A w)+ (Wi +A-w) € U+ W,
cu R

Logo, dos itens M. , B. acima e da Proposicdo B2, segue que o conjunto U + W é
subespago vetorial do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).
Mostremos agora que
UuwWCcu+w.

Para isto, seja
velUlUW.

Logo, como W é subespago vetorial, temos

OeWw
e vel,
(E3) (E23)
teremos Vo= \V’_/—F\Q_/ e U+WwW.
eu ew
De modo semelhante, se
veW,
como U é subespaco vetorial, temos
Oeu
e veW,
(E3) (E23)
teremos v = \Q_/—F\V/_/ e U+W.



140 CAPITULO 5. SUBESPACOS VETORIAIS

ou seja, em qualquer um desses dois casos teremos
uUuwcu+w,

completando a demonstracao do resultado.
OJ

Observacao 5.3.2 Ainda usando a nog¢do acima, suponha que V' seja um subespaco
vetorial do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-), que contenha os subconjuntos,
nao vazios, U e W, ou seja,

u,wcv.

Neste caso,

para cada ueucv
e cada weWcCV,
deveremos ter ut+weV,
ou seja, Uu+wcv'. (5.48)

Esta observagao nos fornece a demonstracao da:

Proposicao 5.3.3 Sejam U e W subespagos vetoriais do espago vetorial real (ou com-
plezo) (V,+,).

Entao o conjunto U+ W € o menor subespago vetorial do espago vetorial real (ou
complezo) (V,+,-) que contém o conjunto LU W.

Em outras palavras, se V' é um subespacgo vetorial do espago vetorial real (ou com-
plezo) (V,+,-), que contém o conjunto UUW entdo

UUWCU+WC V. (5.49)

Demonstracao:
Veja a Observagdo (E33) acima.

Podemos agora introduzir outra importante nogao, dada pela:

Definigao 5.3.2 Sejam U e W subespagos vetoriais de um espago vetorial real (ou com-
plexo) (V,+,-).
Diremos que a soma U+ W € a soma direta de U e W se

unw ={0}. (5.50)

Neste caso, usaremos a notagdo
ueow

para representar o subespago vetorial soma (que serd direta) U+ W.
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Observacao 5.3.3 Notemos que sempre temos
{0l cunw,

pois os conjuntos U e W sdo subespacgos vetoriais do espago vetorial real (ou complezo)
(V, +, ) .
Logo U@V, nos diz que o conjunto UNW € formado somente pelo vetor nulo O.

A seguir daremos uma caraterizagao, equivalente a fornecida pela Definicdo B2 acima,
a saber:

Proposicao 5.3.4 (soma direta de subespagos vetoriais) Sejam U e W subespagos ve-
toriats do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).

Temos que
V=usaWw (5.51)

se, e somente se, para cada v € V, podemos encontrar um unico uw € U e um dnico
w € W de modo que
v=u+w, (5.52)

ou seja, cada elemento do conjunto U+ W se escreve, de modo tinico, como soma de
um vetor de U, com um vetor de W.

Demonstragao:
Suponhamos que

V=Uuaw,
isto é, V=U+W (5.53)
e UNW={O}. (5.54)

Entédo, dado v € V, de (EE3), podemos encontrar u € U e w € W, de modo que
v=u-+w. (5.55)

Queremos mostrar que tal decomposig¢do é tnica.
Para tanto, suponhamos que existam uw’ € U e w’ € W, tais que

v=u'+w'. (5.56)
Desta forma,
u+w = v
= rw.
Logo, de (£8),(E22), (E9) e (E10), segue que: L—/li: = u, (5.57)
cu ew

pois U e W sdo subespagos vetoriais do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).
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Logo

(u—u)elud e W -wew

. (E=32)
€ assim

u—u’
ouseja, u—u' =0=w"—w
u=u’

ou, equivalentemente, e w=w',

mostrando que u € U e w € W s&o os tnicos vetores, que satisfazem (EZ=3).

= w' —weunw =0},

Reciprocamente, suponhamos agora que, para cada v € V, podemos encontrar um dnico

u € U e um tnico w € W, satisfazendo:

v=u+w.
Em particular, teremos
V=U+W.
Resta mostrar que
unw ={0}.

(5.58)

Como os conjuntos U e W sdo subespagos vetoriais do espago vetorial real (ou complexo)

(V;+, ), segue que

Oelu
e Oew,
logo OeuUnw.

Mostremos que O é o tnico elemento em U N W.
Para isto seja

velUunWw,
isto é, vel e veW.

Por hipétese, existem um dnico u € U e um dnico w € W, de modo que
v=u+w.

Observemos que:

(Ez3D)
v ="u+w

= (u+w)+0

= (u+w)+ (v—v)

(530 = (=) (u+v)+ (w—v)
VLW V) (w— ),
—_——  —
eu ew

(5.59)

(5.60)

(5.61)
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pois U e W sdo subespagos vetoriais do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).
Portanto.

(u+v)el e (w—v)eW.
Da hipétese da unicidade da decomposicdo (EET), deveremos ter
u=u+v e w=w-—y,
o que, da unicidade da existéncia do elemento neutro O, implicard que
v=20.
Portanto,

unw ={0},
ou se€ja, V=UagW,

como queriamos mostrar.
O

Observagao 5.3.4 Uma prova alternativa da reciproca da Proposi¢do [5.3.4, para mos-
trar que

unw ={0} (5.62)
seria supor, por absurdo, a eristéncia de um vetor
v#0
com velunw. (5.63)
Como
velunWw,
teremos vel e veWw. (5.64)

Com 1sto poderiamos obter as sequinte 1dentidades:

v=2-v —Vv
S~
eu ew
=4y 3., (5.65)
(633) (5=3)
u e
pois U e W sdo subespagos vetoriais do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).
Deste modo, de (EE3), obteriamos duas decomposi¢des distintas (pois v # O) para
o vetor v, 7d que

2-v,4.-vel,

v#£0
2-v £ 4.-v

e —v,—3-veW,

0 que contraria a hipdtese da decomposi¢do unica, ou seja, um absurdo.
Portanto, devemos ter (EX3).
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Tratemos agora do:

Exemplo 5.3.2 Mostre que o espaco vetorial real (R3 sy ) (onde + e - sdo as operagdes
usuais em R?) é a soma direta dos seguintes subespagos vetoriais

u={(x,y,z) eR’; x=y=0} (5.66)
e W={(x,y,z) €R’; x+y+2z=0} (5.67)

do espaco vetorial real (R3,+,-).

Resolucao:

Do Exercicio EZX4 temos que os conjunto U e W sdo subespagos vetoriais do espago
vetorial real (R?,+,").

Uma outra verificagdo alternativa para mostrar que U é de fato um subespacgo vetorial do
espago vetorial real (R®,+,-) seria:

1. Obviamente temos que
O =(0,0,0) € U,;

2. Se
w = (Xl y Y1 »Zl)» u; = (X2>UZ>ZZ) eu

entdo, de (EBH), segue que

x1=y1=0 e xx=y,=0.

Logo,
W = (0)O>Z1) € u = (0>0>Zz)>

assim teremos
+ em R3
w+uw = (0,0,z1)+(0,0,2) =(0,0,2y + z2)
que, claramente, é um elemento de U;
3. Se A€ Reu=(x,y,z) € Uentdo, de (EBH), segue que
X = y e 0’

ou seja,
u=(0,0,z).

Portanto
- em 3
Au=A-(0,0,z) "= (A0,A0,Az) = (0,0, Az;)

que, é um elemento de U.
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Logo, dos itens 1., 2. e 3. acima, segue que U é um subespago vetorial do espago vetorial
real (R?,+,-).

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que W é um subespaco vetorial do espago
vetorial real (R?, +,").

Observemos que

w &) {(x,y,2) eR*; x+y+z=0}
={(x,y,z) eR};z=—x—y}. (5.68)

Logo, dado v = (x,y,z) € R3, temos:

V= (X>y )Z)
= (O»O>Z+X+y)+£xay)_x_y)
= =W
—u+w. (5.69)
Portanto,
(==)
v ="u+w,
com u=(00,0,z+x+y)e Ul
e w=(x,y,—x—y) e W.
Logo, pela Definicio B0, temos que:  R3=U+W. (5.70)
Resta agora mostrar que
unw ={0}.
Para isto,
seja v=(x,y,z) e UNW.
Como (x,y,z) e U,
de (ETH), deveremos ter: x=y=0. (5.71)
Por outro lado, como (x,y,z) eW,
de (BE7), deveremos ter: x+y+z=0. (5.72)

Logo, de (EZ) e (E22), devemos encontrar todas as solugdes do sistema linear:

x=0
y=0 ;
x+y+z=0
e este possui uma tnica solugdo, a saber: (x,y,z)=(0,0,0)=0.

Portanto unw ={0j},
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que juntamente com (BE70), mostram que
RP=UasW,

completando a resolugao.
Consideremos agora o:

Exercicio 5.3.1 Considere os conjuntos U e W, dados por

u={(x,y,z) eR’; x=0} (5.73)
e W= {(x,y,z) eR*; y=0}. (5.74)

Mostre que os conjuntos U e W sdo subespacos do espaco vetorial real (R3,+,-) e

que
R =U+W,

mas a soma nao ¢é direta.

Resolucao:
O Exercicio E23 mostra que os conjuntos U e W, dados por (E73) e (E2A), respectiva-
mente, sdo subespagos do espago vetorial real (R*,+,-).
Notemoas que, se
u=(x,y,z) € R®

temos que

(X>U>Z) - (O)U)Z)+(Xyo>0) GU+VV>
—_—— ——

{ S B3
éu( S )U éw( c )W

pois u=(0,y,z) el
e w=(x,0,0) e W.
Portanto R*=U+4+W.

No entanto, a soma nao é direta, isto é,,
unv#{(0,0,0)}.

De fato, pois, por exemplo, temos que o vetor

(E3)
€

(0,0,1) u

(E3)
e (0,0,1) € W,
ou seja, (0,0,1)eunv,

completando a resolugéo.

Deixaremos a cargo do leitor os:
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Exemplo 5.3.3 Vimos no Ezemplo E2Z3 e no Ezercicio L2ZA que 0s conjuntos

W, = {A e M,(R); A'=A} (5.75)
e W, = {B € M,(R); B = —B} (5.76)

sao subespagbes vetoriais do espago vetorial real (M, (R),+,:) (onde + e - sdo as
operagbes usuais de M, (R)).
Mostre que
M,(R) =W, & W,.

Resolugao:
Sugestao: mostre que se C € M, (R), teremos:

t _ ot
C:C—I—C C C.

A seguir, mostre que

e BeWw,.

O

Observacao 5.3.5 Como consequéncia do Ezercicio 6223 acima e da Proposi¢do [5-3.4,
temos que toda matriz C € M,(R), pode ser escrita, de modo tnico, como soma de

uma matriz simétrica com uma matriz anti-simétrica.

Temos também o:

Exemplo 5.3.4 Consideremos os conjuntos

P(R;R) ={fe #(R; R); f(—x) = f(x), para x € R} (5.77)
e [R;R)={ge F(R); g(—x) =g(x), para x€ R}, (5.78)

do espacgo vetorial real (% (R; R),+,-), introduzido no Exemplo Z-2-3.
Vimos no Ezercicio que os conjuntos P(R; R) e I(R; R) sdo subespacbes ve-
toriais de (Z(R; R),+,-).
Mostre que
F(R;R)=PR;R)DI(R; R).

Resolucgao:
Sugestao: mostre que se h € .7 (R; R), podemos escrever:
h h(— h(x) — h(—
h(x) = (X)+2 ( X)+ () 5 ( X), para x € R

=f(x) =g(x)
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A seguir, mostre que

f e P(R; R)
e gel(R;R).

0

Observagao 5.3.6 Notemos que o conjunto P(R; R) (I(R; R), respectivamente) é o con-
junto formado por todas as fungdes de #(R; R) que sdo fungbes pares (impares, res-
pectivamente).

Como consequéncia do Ezercicio B-Z3 acima e da Proposi¢do [5.3.4, podemo scon-
cluir que toda func¢do de .% (R; R) pode ser escrita, de modo dnico, como soma de uma
fung¢do para com uma fungcdo impar.

Podemos estender a nogdo de soma de subespagos de um espago vetorial real (ou complexo)
para um numero finito de subespagos vetoriais, a saber:

Definicao 5.3.3 Sejam U;,U,,...,U, subespagos vetoriais de um espaco vetorial real
(ou complezo) (V,+,-).

Definimos a soma dos n subespacgos vetoriais U;,U,,--- ,U,, que serd indicada
por

como sendo:

D U=U+ U+ + Uy
j=1

={w+w+--+uy;u €Uy, paraje{l,2,...,nj}. (5.79)
Como isto temos a:

Proposicao 5.3.5 Sejam U;,U,, -, U, subespacos vetoriais de um espaco vetorial real
(ou complezo) (V,+,-).
Entdo os conjuntos

U, +U,+---+U,
e unNnunN---nNnu,,

s@o um subespacgos vetoriais do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).

Demonstracgao:
As demonstragdes sdo consequéncia da Proposicdo E233 e da Proposigdo E=IT, respecti-
vamente e de inducdo sobre n.
As suas elaboragdes serdo deixadas como exercicio para o leitor.
OJ
Com isto podemos estender a nogdo de soma direta para um ntmero finito de subespacgos
vetoriais de um espago vetorial real (ou complexo), a saber:
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Definicao 5.3.4 Sejam U;,U,,---, U, subespacos vetoriais de um espaco vetorial real
(ou complezo) (V,+,-).
Dizemos que a soma dos n subespacgos vetoriais U; até U, é uma soma direta se,

para cada j €{1,2,--- ,n}, temos que:
Ujﬂ(lh+--~+Uj,1+uj+1+---+un):{O}. (5.80)

Neste caso usaremos a seguinte notag¢ao

U@ ---oU,
ou Pu, (5.81)
j=1
para denotar a soma (direta) dos n subespagos vetoriais Uy, Uy, -, U, .

Observacao 5.3.7

1. A expressao
W+ +UWag+ U+ U,

serd denotada por
U, +---+Uj+---+Un,

onde simbolo U;, significa que a parcela U;, nd deve ser considerada na soma.

2. Notemos que, para cadaj, € {1,2,---,n}, temos que se U;, € um subsepago vetorial
do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), temos que

(ONS u]'O y
logo sempre teremos que: Oely;,n <U1 +-F L/l]\o +-F Un> . (5.82)
Com isto temos a:
Proposicao 5.3.6 Sejam U;,U,, -, U, subespacos vetoriais de um espago vetorial real
(ou complezo) (V,+,-).
Entdo
V=UWa&---elU, (5.83)
se, e somente se, dado v € V, para cada j € {1,2,...,n}, podemos encontrar um unico
u; € Uj, de modo que
v=w + -+ Uy. (5.84)

Demonstracgao:
A prova é feita por indugdo sobre n e é andloga a da Proposigao EZ4.
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.

Apliquemos a Proposi¢dao E23d acima, ao:
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Exemplo 5.3.5 Mostre que o espago vetorial real (Z(R),+,:) (onde + e - sdo as
operagbes usuais de ,(R)) é soma direta dos seguintes subespagos vetoriais:
U, ={po € Z(R); po(x) =a,, para x € R, para algum a, € R}, (5.85)
U ={p; € Z%(R); pi(x) =arx, para x € R, para algum a; € R}, (5.86)
U, = {pz € 2 [R); , palx) = axx?, para x € R, para algum a; € R} . (5.87)

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que os conjuntos U,,U; e U, sdo
subespagos vetoriais do espago vetorial real (% (R),+, )
Mostremos que
2R =U, e Uy @ U,.

Mostremos, primeiramente, que
P (R) =Uy, + Uy +U,.
Para isto, se p € Z(R), ou seja (veja o Exemplo EZZ1, com n = 2), podemos encontrar
a,,a1,a; €R,

de modo que, para x € R, tenhamos

p(x)= a, + arx +ayx? (5.88)
~— =~ =~
=po(x)  =pi(x)  Fp2(x)

=Po(x) +p1(x) +p2(x),
= (po +p1 +P2)(x),

ou ainda,
e, de (EX218), (E223) e (E=EH), temos que:

mostrando que

Logo, de (E=23) e (E23), temos que

P=Pot+P1tP2
Po €Uy, prelU; eprely,
c@Z(R):uo‘FLh‘f—Lb.

pel,

se, e somente se, ai

:(12:0.

De modo semelhante, de (E23) e (E=28), temos que

p el
se, e somente se, a, =a; =0.
e por fim, de (EE3) e (EX£1), temos que
P € U2
se, e somente se, a, =a; =0.

(5.89)

(5.90)

(5.91)

(5.92)
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Verifiqguemos que a soma é direta, que pela Defini¢do EZ4 (para n = 3), é o0 mesmo que

mostrar:

U, N (U1 +u2) :{ﬁ}»
U N (U +Uy) ={0}
e U, n (U, + W) ={07}.

1. Mostremos que
U, N (Uy +Uy) ={0}.

Seja

peuom(u1+u2)>
isto é, pel,
e pE(U1+U2).

Sendo p € (R) dado por (EE8), de (E9H) e (E90), teremos

a=a =0,
ou s€ja, p(x) =a,, para x € R.
Por outro lado, como
pel;+1U,,
P =Pp1+tPp2,
onde p1 € Uy,
e p2€ U,
que, de (E228) e (E227)
existem a;,a; € R, de modo que: Pi(x) =arx
e p2(x) = a;x* para x € R,

e, de (E59R), (E99) e (ECTOO), segue: p(x) = a;x+ayx*, para x € R.

Logo, de (E91) e (BE-IOM), segue que

| Sew |
a = p(x)

(=) a; x4+ a;x*, paratodo x € R,

implicando que aG=aq =a=0,
ou seja, p(x) =0, para x € R,

ou ainda, p=20,

mostrando a validade de (ECI03).

(5.93)

(5.94)

(5.95)

(5.96)
(5.97)

(5.98)

(5.99)
(5.100)
(5.101)
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2. Mostremos que
U N (U, +Uy) ={07}.

Seja
P Eu] m(uo+u2)>

isto é, pel
e peE (U, +Uy).

Sendo p € & (R) dado por (E223), de (ET03) e (ED), teremos

a, =a; =0,
ou seja, p(x) =a;x, para x € R.
Por outro lado, como
p el + Uy,
P = Po t P2,
onde Po € Uy,
e p2€ly,
que, de (E=23) e (E2X2)
existem a,,a; € R, de modo que: Po(x) = a,
e  pax)=ayx’ para x € R,

e, de (EH), (E107) e (), segue:  p(x) = a, + apx*, para x € R.

Logo, de (EIH) e (EI), segue que

a;x =) P(x)

( E10d )

= a,+ a,x*, paratodo x € R,
implicando que aQ=aq =a =0,
ou seja, p(x) =0, para x € R,
ou ainda, p=20,
mostrando a validade de (EI2).

Para finalizar,

3. Mostremos que
U N (Up + Uy) ={07}.
Seja
pelUn (U, +U),
isto é, pel,
e pe (U,+U).

(5.102)

(5.103)

(5.104)
(5.105)

(5.106)

(5.107)
(5.108)
(5.109)

(5.110)

(5.111)
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Sendo p € & (R) dado por (E228), de (BET10) e (B9A), teremos

a, =a; =0,

ouseja, p(x)=ax*, para x € R.
Por outro lado, como
pE uo + U] )
P =7Po + P,y
onde Po € Uy,
e prel,
que, de (E22H) e (EZ0)
existem a,,a; € R, de modo que: Po(x) = a,
e pi(x) =a;x para x € R,

1
e, de (E113), (E113) e (EI18), segue: p(x) =a,+a;x, para x € R.

Logo, de (E113) e (E11Q), segue que

2 (BIm)

Qo X p(x)

(L) a, +ayx, paratodo x € R,

implicando que aQ,=a =a; =0,
ou seja, p(x) =0, para x€R,

ou ainda, p=70,
mostrando a validade de (ET1D).
Logo, de (E29), (E223) e da Definigdo B34, segue que
P (R)=U; & U, ® Us,

completando a resolugéo.

5.4 Exercicios
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(5.112)
(5.113)

(5.114)

(5.115)
(5.116)
(5.117)

Exercicio 5.4.1 Verifiqgue se em cada um dos itens abaizo o subconjunto W é um su-
bespago vetorial do espago vetorial V. Caso ndo sejam especificadas, considere as opera-

¢oes usuais.

1. Segjam V = M;,(R), munido das operagdes usuais de soma de matrizes e multi-

. . . . b
plicacdo de numero real por matriz, e W = {( aa c ) ;a,b,c e R} .
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2. Sejam V =R*, munido das operagdes usuais de soma quddruplas ordenadas e mul-
tiplicagdo de numero real por quddrupla ordenada, e W ={(x,x,y,y); x,y € R}.

3. Sejam V = Z,(R), munido das operag¢des usuais de soma de fungdes e multi-
plicagdo de numero real por fungdo, e W ={p € Z,(R); p(0) =p(1)}.

4. Sejam V = M, (R), munido das operac¢ées usuais de soma de matrizes e multi-
plicagdo de numero real por matriz, e B € M,, fizadas.

Defina W ={A € M (R);B-A =0} .

5. Sejam V = R", munido das operagdes usuais de soma de n-uplas e multiplicagcao
de numero real por n-uplas, e W ={(x1,X2, "+ yXn); @1 X1 + @2Xy + -+ -+ an xn = 0},
onde aj,---,a, € R estdo fizos.

6. Sejam V = M,1(R), munido das operagdes usuais de soma de matrizes e mul-
tiplicacdo de numero real por matriz, e W = {X € M1(R); A-X =0}, onde A €
Muxn estd fizada.

7. Sejam V = Z,(R), munido das operagbes usuais de soma de fung¢ées e multi-
plicagdo de numero real por fungdo, e W ={p € Z,(R); p'(t) =0,Vt € R}.

8. Sejam V = M, (R), munido das operagbes usuais de soma de matrizes e multi-
plicagdo de mumero real por matriz, e W ={A € M, (R); At =A}.

9. Sejam V = M,(R), munido das operacbes usuais de soma de matrizes e multi-
plicagdo de niumero real por matriz, e W ={A € M,(R); At =—A}.

10. Sejam V = €*(R; R), munido das operagdes usuais de soma de fungbes e multi-

plicagdo de nimero real por funcdo, e W =< f € €*(R; R); lir+n f(x) =03 .
X—+00
11. Segjam V = Z(R; R), munido das operagdes usuais de soma de fun¢des e multi-
plicagdo de numero real por mfungdo, e W ={f € #(R; R); f(x,) =0} onde x, € R
estd fizado.

Exercicio 5.4.2 Diga, em cada um dos itens abaizo, se a afirmacdo € verdadeira ou
falsa, justificando sua resposta. isto €, provando se for verdadeira ou dando um contra-
exzemplo se for falsa.

1. Se W; e W, sdo susbespagos vetoriais do espago vetorial real (ou complezo) (V,+, ),
entdo W) UW, € subespago do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).

2. Sejam W, e W, subespagos vetoriais do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).
Entao W1 UW, € subespago vetorial do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-)
se, e somente se,

W] Q Wz ou Wz Q W] .
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Sugestao: mostre que se W ¢é subespago vetorial do espago vetorial real (ou com-
plezo) (V,+,:) € X, Yo € V sdo tais que x, € W ey, € W, entdo teremos
Xo + Yo & W e use-o.

Exercicio 5.4.3 Em cada item abaizo encontrar os subespagos vetoriais U+W e UNW
do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-), onde U, W sdo subespagos vetoriais do
espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) indicado.

1. Sejam U= {(x,y) e R*;y =0}, W={(x,y) e R*; x =2y} e (V,+,) = (R*,+,)
(onde + e - sdGo as operagdes usuais).

. . a 0 ) . 0 c ) | B
2.Sejamu—{<0 b),a,bER},W—{<O d),c,dGR}e(V,+,)—
(

M;,+,-) (onde + e - sGo as operagbes usuais).

3. Sejam U ={p € Z;(R);p"(x) =0,Vx e R}, W={q € Z(R); d'(x) =0,¥x € R} e
(V,+,) =(Z(R),+,:) (onde + e - sdo as operagdes usuais).

Exercicio 5.4.4 Verifique, em cada um dos itens abaizo, se
V=UsW.

1. (V,+,) = (]Rz,—l—,-) (onde + e - sdo as operagdes usuais),
U={(x,y) eR*2x+3y=0} e W={(x,y) e R*; x —y =0}.

2. (V,+,:) =(M3,+,-) (onde + e - sdo as operagdes usuais),

a b 0 0 0 e
u= 0 0 c ;a,b,c,deR} e W= f g 0 |;e,f,g,h,1€eR
0 0 d h i 0

3. (V,+,) =(H(R),+,:) (onde + e - sdo as operagdes usuais),
U={pe ZR);p(1) =p(0) =0t e W={q € Z(R); q'(x) =0,Vx € R} .

4. Considere P(R; R) ={f € #(R; R); f € uma fungdo par} e
I[R;R)={fe #(R;R); f é uma funcdo impar}.

a) Mostre que iR) e ; R) sdo subespacos vetorias do espago vetorial rea
Most P(R;R) e I(R; R) sa b torias d torial [
(7 (R;R),+,-) (onde + e - sGo as operagbes usuais).

(b) Mostre que .7 (R; R) = P(R; R) @ [(R; R).

5. (Mn(R),+,:) (onde + e - sdo as operagées usuais), Ws, W, definidas por (EI3)
e (E22), respectivamente.

Exemplo 5.4.1 Em cada um dos itens abaizo, dado U subespaco vetorial do espacgo
vetorial real (ou complexo) (V,+,-), encontrar o subespago suplementar do subespago
vetorial U, isto €, o subespago vetorial W do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-),

tal que
V=UsW.
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1. (V,+,-) = (R*,+,) (onde + e - sdo as operagdes usuais) e U ={(x,y,0); x,y € R}.

2. (Vy+,) =(Z(R),+,:) (onde + e - sdGo as operagdes usuais) e
U={pe ZR);p’(x) =0,Vx € R}.

3. (V,+,) = (M3(R),+,-) (onde + e - sdGo as operagdes usuais) e U ={A € M3; At = A}.

- -

4. (V3+>') = (MZ(R))
11
01/

,+) (onde + e - sGo as operagbes usuais) e U ={X € Myy1; A- X =0},
onde A =

Exercicio 5.4.5 Suponhamos que os U e W sdo dois subespacos vetoriais do espago
vetorial real (V,+,-), tais que UPW =V,

Neste caso diremos que o subespago vetorial U é suplementar (ou complementar)
do subespago vetorial W (ou W ¢é suplementar de U).

1. Determinar um suplementar do subespago vetorial W, do espago vetorial real
(R3>+>'); onde Wi{(X,y,Z) € RS; xX—y :O}

2. Determinar um suplementar do subespaco U , do espaco vetorial real (R*,+,"),
onde U={(x,y,z,t)) eR*; x—y=z—t=0}.



Capitulo 6

Combinacoes lineares em espacos
vetoriais

6.1 Introducao

Vimos no capitulo B anterior, que um subespago vetorial é um subconjunto de um espago
vetorial real, que é fechado com relagdo a adigdo de vetores e também com relagdo a multi-
plicagdo de vetor por escalar (veja (E32) e (E3)).

Em outras palavras, quando somamos dois vetores de um subespago vetorial ou mul-
tiplicamos um vetor do subespago por um escalar, o resultado é um elemento deste su-
bespago. Quando combinamos um numero finito vezes estas agdes temos o que chamaremos
de combinacao linear entre vetores.

6.2 Definicoes e exemplos

Mais precisamente, temos a:

Defini¢ao 6.2.1 Sejam u;,u,,---,u, vetores de um espago vetorial real (ou complezo)
(V y T )
Diremos que o vetor u € V é uma combinagao linear dos vetores
Wy Uy yUn,
se podemos encontrar escalares
K, 02,y 0ty €ER (ou C),
de modo que U=01 U+ 0 U+ 0 - Uy (6.1)

Observagao 6.2.1 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real (ou complezo) e U C V um
subespacgo vetorial do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).
Notemos que

LL],uz,"‘,U,nGu
e Xy 0y 0y €R (0u C),

157
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entdo a combinagdo linear
o] - Up+ 0 - Uy + -+ Oy - Uy
serd um U (pots U € um subespago vetorial), isto é,
(g w4+ -u+--+a, uy) € U.
Tratemos dos:

Exemplo 6.2.1 Consideremos o espago vetorial real (,(R),+,-) (onde + e - sdo as
operagbes usuais de &;(R)) e o polinémio p € Z,(R) dado por

p(x) =2+%*, para cada, x€R. (6.2)

Mostre que o polinémio p é uma combinagdo dos polinémios po, p1,P2 € Z(R), onde

Po(x) =1, (6.3)
P1 (X) = X (6'4)
p2(x) =x*, para x€R. (6.5)

Resolugao:
Observemos que, para cada x € R, teremos:

isto é,

P=2pP,+0-p1+1-p2, (6.6)
mostrando que realmente o polinémio p € 4 (R), dado por (E2), é uma combinagdo dos
polinémios p,, p1,pP2 € Z(R), dados por (E3), (E3) e (EH), respectivamente, completando
a resolugao.

O
Temos também o:

Exemplo 6.2.2 Mostre que mo espago vetorial real (Z,(R),+,-) (onde + e - sdGo as
operagdes usuats de Z;(R)), o polinémio p € Z(R) dado por

p(x) =1+x%x*, paracada xcR, (6.7)

¢ uma combinagdo dos polinémios q,,q1,q2 € Z2(R), onde

qo(x) =1, (6.8)
qi(x) =1+x (6.9)
e q2(x) =1+x+x*, para x€cR. (6.10)
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Resolugao:
Para mostrarmos o que é pedido precisamos encontrar niimeros reais

Koy OC],OQGR,

de modo que
P=G Qo+ & -1 +&2-q2. (6.11)
Ou seja, para cada x € R, precisamos encontrar «,, &;,x; € R, de tal modo que:

1422 p(x)

= %o Qo(X) + &1 q1(x) + o2 q2(x)

D x4+ o (14%) + 0 (1+x+2)
= (& + a1 4+ &) + (0 + 02) X + X2,

que é equivalente ao sistema linear:

(oco +oy+oy =1
o+ o =0 ,
(o0 = 1
(oco =1,
cuja (Unica) solugdo seréd: o =—1 (6.12)
o« =1,

e, de (1) e (E2), segue que: p=1-qo+(=1)-q1+1-qz,
ou ainda, P =do —dq1 +q2,

mostrando que o polindmio p é combinagdo linear dos vetores o, q1, g2, no espgao vetorial
real (#(R),+,-), completando a resolugao.

O

6.3 (Geradores de um espaco vetorial

Podemos agora introduzir a:

Definig¢ao 6.3.1 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real (ou complezo) e S um subcon-
Junto nao vazio de V.

Denotaremos por [S], o conjunto formado por todas as combinac¢ées lineares dos
elementos de S.

Em outras palavras, u € [S] se, e somente se, existirem

X, 0 0, €R (ouC)
e LL],LLz,"',LLnGS,
de modo que U=0 -W+o- U+ -+ - U, (6.13)
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ou ainda,
S]={ot;- w4+ -+ u;wuy €S, €R (ouC), para i€{1,2,---,n}}. (6.14)
Com isto temos a:

Proposicao 6.3.1 Sejam (V,+,:) um espago vetorial real (ou complezo) e S um sub-
conjunto nao vazio de V.
Entdo [S] é um subespago vetorial do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).

Demonstracao:

1. Como S # (), podemos encontrar
u, €8S.

Com isto teremos que

item O. da Proposigdo EZT (@)

0 0-u € [S],

ou seja, o vetor nulo é combinagdo linear (o escalar serd o numero real 0) do vetor
u, € S, assim
O e|[S].

2. Se u,v € [S], de (E14), podemos encontrar

escalares Kiy oy Oy B1y-y Bm € R (ou C)
e vetores Uy o yUpy Vi, ooy Vn €S,
de modo que U= U+ + Xy - Uy (6.15)
e v=31-vi+-+PBm Vm- (6.16)

Assim, para cada A € R, segue, das propriedades basicas de espagos vetoriais reais, que

e o w e an W F A B Vi B Vil

(3)
EHEERDEDE ot (ABY) Vi A B) v € (8],

u—l—?\-v(

mostrando que
u+A-vels].

Portanto, dos itens 0, e @ . acima e da Proposigdo B2, segue que [S] serd um subespa-
co vetorial do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), completando a demonstragdo do
resultado

O

Podemos agora introduzir a:
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Definicao 6.3.2 Sejam S e (V,+,:) como na Defini¢cdo acima.
Diremos que o subespaco vetorial [S] é o subespago vetorial gerado por S.

Os elementos do conjunto S serdo denominados geradores do subespaco vetorial [S].
Se

S:{uth»"' 7u'n}

utilizaremos a sequinte notacdo
[wi,uay -y ua] = [S]. (6.17)
Observacao 6.3.1 Com as Defini¢oes e actma, se
U, Uy, - Uy €V
temos que
Wiy, yun] ={og - w+on-up+ - F o Un s X, 00,0, 0 €ER (ou C)}. (6.18)
Com isto temos a:

Proposicao 6.3.2 Sejam S e T subconjuntos, ndo-vazios, de um espago vetorial real (ou
complezo) (V,+,-).

1. temos que

S C [S]; (6.19)
2. se
SCT,
entdo [S] C [TT; (6.20)
3. temos que
[[S]] = [S]; (6.21)

4. Se S é um subespago vetorial do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) entdo

S =[S]; (6.22)
5. temos que
[SUT] = [S]+[T]. (6.23)
Demonstragao:
De [.:
Notemos que
se ues,

. 3
entdo u ="1-u,
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ou seja, o vetor u é combinagdo linear (com escalar igual a 1) do préprio vetor u, que pertence
as.
Logo, de (E14), temos:

=1-uels],
mostrando que S CI[S],
como queriamos demonstrar.
De 2.:
Notemos que, se
uels], (6.24)
de (E134), segue que podemos encontrar
escalares X, 0, 0ty € R (ou C)
e vetores Up,Uy, -, Uy €S, (6.25)
tais que U= U+ U+ -+ 0y - Uy (6.26)
Como
SCT,
de (E223), segue que Uy, Uy, Uy €T, (6.27)

Portanto, de (E227), (E2Z), temos que o vetor u é combinagdo linear de vetores de T, e
assim, da Definicdo EZX1, teremos

ue[T],
que juntamente com (E2Z4), implicard que: (S] C [T],
como queriamos demonstrar.
De B.:
Pelo item M. desta Proposicdo B33, segue que
S C[S].
Logo, do mesmo resultado, segue que
[S] C [1ST]. (6.28)
Para mostrar a outra inclusdo, consideremos
u € [[S]]. (6.29)

Segue, da Definicdo EZXT, que o vetor u é uma combinacdo linear de elementos de [S].
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Novamente pela Definigdo B2, como cada elemento de [S] é uma combinagdo linear de
elementos de S, resulta que o vetor u serd uma combinagdo linear, de combinagao linear de
elementos de S, ou seja,

u e [S],
mostrando que [[S]] C [S]. (6.30)
Portanto, de (E23) e (E=30), teremos
[[S]] = [S],
como queriamos demonstrar.
De A.:
Pelo item M. desta Proposicao B2, segue que
S CIS]. (6.31)

Mostremos a outra inclusao.

Para isto, seja u € [S].

Entdo, pela Definicdo B2, o vetor u é uma combinagdo linear de elementos de S.

Como S é um subespago vetorial do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), esta
combinagdo linear serd um elemento de S, ou seja,

[S]CS. (6.32)

Portanto, de (E30) e (E333), segue que

S=18],
como queriamos demonstrar.
De B.:
Mostremos que
[SUT] C[S]+[T]. (6.33)
Para isto, seja
uel[SUT].

Da Definigdo EZ3 de subespago gerado, segue que, podemos encontrar

escalares Xy 0oy Oy B1yB2y  y Bm € R (ou C)

e vetores U, U, - ,Uy €8 (6.34)
e Vi, Vo, n €T, (6.35)

tais que

u:o(].u1+...+o(n.LLn+B].\)1_|_..._|_[3m.\)m

== Xt o Uy JH(Brovit o+ Bve ) € [STHIT],

€[S], de (E=3) e: Definigdo E=X1 €[T], de (E223) e: Definigdo E=0
ou seja, vale [SUT] C [S]+[T].
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Mostremos agora que
[SI+ [T C[SUT]J. (6.36)
Para isto, seja
u e [S]+ [T]. (6.37)
Entdo, pela Definicdo B3, temos que

u=v+w,
onde velS] e welll. (6.38)

Logo, da Definigdo EZ3T de subespago gerado, podemos encontrar

escalares o1, 0,y &y B1, B2y -+, Bq € R (ou C)
e vetores Vi, V2, 0, Vp €S (6.39)
e Wi, Wo, -, W €T, (6.40)
tais que
u=v+w

= (a1 vi+- oy vp) F(Br-wi 4 Bg W)

e SCSUT Escsut € TCSuT Eresur

ou seja, o vetor u é uma combinagdo linear dos vetores de S cupT, ou seja,
ue[SUT]
[T]

que, com (E237), segue que: [SI+[T]C[SUT]. (6.41)

Logo, de (EZ3) e (EZD), segue a validade de (EZ23), completando a demonstragdo do
resultado.
O

Podemos agora introduzir a:

Definigao 6.3.3 Dizemos que um espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) é finitamente
gerado, se podemos encontrar um subconjunto finito S C V, tal que

V=I8]. (6.42)

A seguir temos os seguintes exemplos de espagos vetoriais reais finitamente gerados e nao
finitamente gerado.
Comegaremos com o:

Exemplo 6.3.1 O espacgo vetorial real (R4,—|—,~) (veja o Ezemplo 23, comn =4) é
finitamente gerado.
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Resolugao:
De fato, consideremos os seguintes vetores do espago vetorial real (R4 y )

€ = (] >O>O)O)>

€2 = (O>1 ,O)O),

€3 = (O>O>] )O)

e e; =(0,0,0,1). (6.43)
Entao
se ueR*,
podemos encontrar escalares ar,az,asz,a4 € R,

tais que u=(ay,azaszay). (6.44)

Logo

(e=3)
u = (aj,a2,a3,a4)

(E23), com n=4

(cu,O,O,O)—l—(O,az,0,0,0)+(0,0,a3,0)+(O,O,O,a4)
ap - (1 )O>O>O)+a2'(0>1 )O)O>O)+a3' (0)O>1 )O)+a4'(0>050)”

(£22), com n=4
(E:m)cu-e1+a2-ez+a3-eg+a4-e4, (6.45)
mostrando que qualquer vetor u € R*, pode ser escrito como combinacdo linear dos vetores
er,er,e3,e5 € RY.
Portanto, de (EZ3) e da Definigdo B33, teremos:
R* =[e;,es,e3,¢€4]. (6.46)
Notemos, de (EZd), segue que o conjunto
S={er,ez,e3,e4}

é um conjunto finito formado por geradores de (R*,+, ) e assim, pela Defini¢do EZ3, temos
que o espago vetorial real (R“ y ) é finitamente gerado.
O
Podemos estender o Exemplo B2 acima, a seguinte situagao:

Exemplo 6.3.2 Seja n € N fizado. O espago vetorial real (R™,+,-) (veja o Ezemplo
E-Z3) € finitamente gerado.

Resolugao:
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De fato, consideremos os seguintes vetores de R™:

615(],0,"',0),
ezi(OJ,O,---,O),

e, =(0,0,---,0,1). (6.47)

Entao, se
ueR"

do Exemplo EZ23, podemos encontrar escalares

Qr,Aaz,:-- )aneR)
de modo que u=(ay,az, -+ ,0a,). (6.48)
com isto, teremos:
£2Z3
u(:) (CL],CLZ,--- »an)
(223)

- (a1)0>"')O)+(Oaa2>o>"')O)+"'+(O)"')0>an)

=
=, (1,0,---,0)+ a2 (0,1,0,--+,0) + -+ - (0,---,0,1)
EZ2
(:)a1~e1+a2'ez+--~+an~en, (6.49)
mostrando que o vetor u € R™, pode ser escrito como combinagdo linear dos vetores e; e;,--- , e, €

Rn
Portanto, de (E29) e da Definigdo B33, teremos:

Rn:[e1562)"' )en]-

Portanto o espago vetorial real (R™,+,-) é finitamente gerado.
Notemos, de (EZd), segue que o conjunto
S i{e] y €2y >en}

é um conjunto finito formado por geradores de (R™,+,-) e assim, pela Definigdo E33, temos
que o espago vetorial real (R™,+,-) é finitamente gerado.

O
Temos também o:

Exemplo 6.3.3 O espago vetorial real (Myy3(R),+,-) (veja o Exzemplo F-2-3, com m =2
en =23)) € gerado pelas sequintes 6 matrizes de tipo 2 x 3:

(1 00 . 0 0 . 0 0 1
En = (0 0 O) y En= (O O) y En= (O 0 0) 5
(0 0 O . 0 0 . 0 00
Ey = (] 0 O) , E»n = (O O) , Ezg, = (O 0 ]> . (650)

Em particular, o espago vetorial real (M;.3(R),+,-) € finitamente gerado.

-_ O o —
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Resolugao:

De fato, se
A€ MZXS(R) )

do Exemplo Exemplo EZ21, podemos encontrar escalares

an,an, a3, ay,ay,as R,

an agp 013> (6 51)

de modo que A=
azr daz Az

ou seja,
A(E:ﬂ) (an a2 Cl13>
az dz azs
(= [ an 00 0 a 0 00 a3
_<o oo>+<o 0 o>+<oo o)
n 0O 00 n 0O 0 O n 0O 0 0
ajg 0 0 O az 0 0 0 ajzs
()CL _ 1 00 - 010 Y 0 0 1
— " looo 2710 0 0 B lo oo
— - 0 0 0 t - 0 0 O Y- 0 0 O
10 0 2o 1 0 27\0 0 1

o)
=) an-En+an-Eo+ai-EBis+an-EBa+an-Exn+axp-Es, (6.52)

mostrando que a matriz A € M;,;3(R), pode ser escrita como combinacgdo linear das matrizes
Ei, B2, Biz, Bary B2y B2 € Mous(R).
Portanto, de (E532) e da Definigdo EZ3, teremos:
M2.3(R) = [Eq1, B2, E13, B2ry B2y B3l

Portanto o espago vetorial real (M,43(R),+,-) é finitamente gerado.
Notemos, de (EX2), segue que o conjunto

S= {EH )F—12)E13)E21 )E22>E23}

é um conjunto finito formado por geradores de (M,,3(R),+,-) e assim, pela Definicio E33,

temos que o espago vetorial real (M;.3(R),+,-) é finitamente gerado.
[

Podemos estender o Exemplo E233 acima ao:

Exemplo 6.3.4 Sejam m,n € N fizados. O espago vetorial real (M xn(R),+,-) (veja
o Exemplo [-2-7) € gerado pelas m -n matrizes:

Ew = (8()), para cada ke{l,2,---,m} e le{l,2,---,n}, (6.53)
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onde, para cada k € {1,2,---,m}ele{l1,2,---,n} fizrados, temos que:
1 ara i,j) =(k,1
G I i =tol (6.54)
0, para (i,j)#(k,1)
Em particular, o espago vetorial real (Myxn(R), 4+, ) € finitamente gerado.
Resolucao:
Deixaremos a resolugdao como exercicio para o leitor.
[

Temos também o:

Exemplo 6.3.5 O espago vetorial real (%%,(R),+,-) (veja o Ezemplo =21, com n =2)
€ fintitamente gerado.

Resolucao:
De fato, consideremos p,,p1,p2 € Z(R) os seguintes polindmios com coeficientes reais,
de grau menor ou igual a 2:

Polx) = 1, (6.55)
pilx) =x, (6.56)
e p2(x) =x*, para x€R. (6.57)
Entdo se
pE rQZ(R)»

(veja o Exemplo B2, com n = 2) podemos encontrar escalares

aoaalyazeR)

de modo que p(x)=a,+ajx+ax*, para x€R, (6.58)
deste modo, teremos:
p(x) = 0+ ax+ ad

2
=a 1 a X a X
0 +a \,./_{_2 ~—~

=, (x) =Dy (x) =, 1x)
=(ao-Po+ar-p1+a-p2)(x), para x€R,

ou seja, P=0a, Pot+a-p1+apz, (6.59)

mostrando que o polinémio p € %% (R) pode ser escrito como combinagdo linear dos po-
linémios po, p1, P2 € Z(R).
Portanto, de (E52) e da Definigdo B33, teremos:

<@Z(R) = [po y P1 )pl] .

Notemos, de (EX9), segue que o conjunto

S ={po,p1,P2}
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é um conjunto finito formado por geradores de (Z,(R),+,-) e assim, pela Definigdo B3,
temos que o espago vetorial real (#,(R),+,-) é finitamente gerado.
O

Podemos estender o Exemplo B33 acima, a seguinte situagdo:

Exemplo 6.3.6 Sejan € N fizado. O espago vetorial real (Z,(R),+,-) (veja o Exzemplo
Z=271) € finitamente gerado.

Resolucgao:
De fato, consideremos
Po, P15, Pn € Zu(R),
os seguintes polinémios, com coeficientes reais, de grau menor ou igual a n:
Polx) =1, (6.60)
pi(x) =x, (6.61)
pa(x) =%, (6.62)
H
pn(x) =x", para xeR. (6.63)
Entdo se
p € Zn(R)
(veja o Exemplo E277) podemos encontrar escalares
Ao, A1, -,y €ER,
de modo que r(x)=a,+arx+---+a,x", para x€R, (6.64)
desta forma, teremos: p(x) =) Ao +a;x—+---+a, x"
f— . DY . n
S® Jotar o tetan X
=) 0 = =) )

:(ao'po+a1'p1+"'+an'pn)(x)) para XGR)

ou seja, P=0 Potar-pr+---+0an-Pn, (6'65)
mostrando que o polindémio p € Z,(R) pode ser escrito como combinagdo linear dos po-
lindmios po,p1,- - ,Pn € Zn(R).

Portanto, de (EE3) e da Definigdo B33, teremos:

f-@n(R) = [po»ph"' >pn]'

Notemos, de (EEH), segue que o conjunto

S i{PmP] yP2y - )pn}

é um conjunto finito formado por geradores do espago vetorial real (Z,(R),+,-) e assim,
pela Definicdo E23, temos que o espago vetorial real (Z,(R),+,-) é finitamente gerado.
]

Um outro caso importante é dado pelo:
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Exemplo 6.3.7 Consideremos o espac¢o vetorial real (Z(R),+,:) (onde + e - sdo as
operagbes usuais de soma de fungbdes e multiplicacGo de numero real por fungdo -
veja o Ezemplo 2-9), onde formado Z(R) denota o conjunto formado por todos os
polinémios com coeficientes reais, ou seja,

Z(R)={p:R —= R fungdo ; p € um polinémio com coeficientes reais}. (6.66)
Afirmamos que Z(R) nao € finitamente gerado.

Resolucgao:
Notemos que

se  p,qe€PR),
entéo (p+q) € ZR),

ou seja, a operagdo de adigdo +, é fechada em Z(R).
Temos também que

se AeR e pe ZR),
entdo (A-p) e Z(R),

ou seja, a operagdo de multiplicagdo de niimero real por elementos de Z(R), é fechada em
Z(R).

Deixaremos como exercicio para o leitor verificar as afiramg¢des acima bem como verificar
que (Z(R),+,-) é um espago vetorial real, onde + e - sdo as operagles de .7 (R; R) (veja o
Exemplo EZT).

Note que

Zn(R) C Z(R),

para cada n € N fixado, ou seja, todo polinémio, com coeficiente reais, de grau menor ou
igual a n, é um polindmio, com coeficiente reais.

Suponhamos, por absurdo, que o espago vetorial real (Z(R),+,-) é finitamente gerado,
ou seja, existe um numero finito de polinémios, que indicaremos por

dosqry- - >qm€f@(R)
tais que P (R) = [qoaq1 yy T )qm]° (6'67)

Seja N € N, o grau mais alto entre os m polinémios

dos 91y " yqm,

que existe pois, temos somente um nimero finito de polinémios na colegdo acima.
Notemos que o polinémio p € #(R) dado por

p(x) =xN' para x €R,
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nao podera ser escrito como combinacgdo linear dos polinémios

dosdiy sy qdm,

pois o maior grau dentre esse os polinémios € N, que é menor que o grau do polinémio p,
que é N + 1.
Assim, teriamos

p ¢ Z(R)

0 que seria um absurdo, pois p € Z(R)
Portanto o espago vetorial real (#(R),+,-) nao é finitamente gerado.

qO)q1>"')qm])

=) |

Observacao 6.3.2 Observemos que

[Pofph"' )pn)"']:@(R))

onde, os polinémios p; € Z(R), paraj €{0,1,2,3,---}, sdo dados por:

n

pn(x) =x", para x €R
(6.68)
A wverificagcdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Temos agora a:

Proposicao 6.3.3 Seja (V,+,:) um espago vetorial real (ou complero) gerado pelos
vetores U , Uy, -+ , Uy, 1Sto €,

V=1[u,u, - ,ul. (6.69)
Suponhamos que o vetor u; é uma combinagdo linear dos vetores

Uz, U3y -y Un,

ou seja, w € [up,uz, - yUpl. (6.70)
Entdo o espago vetorial real (ou complexo) (V,+,:) serd gerado pelos vetores

Uy U3y 0 yUn,
1sto €, W, U3y s Un) = [y, Upy ey U], (6.71)
ou ainda, V=[uy,uz, - ,uUl. (6.72)
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Demonstracgao:
Devemos mostrar que qualquer vetor u € V, pode ser escrito como uma combinagdo linear

dos vetores

Uz, uUs, y Uny
ou seja, V=1[uy,uz, - ,u,l.
Notemos que se
uevV=[w,uy, - ,uUl,

pelas Definigées B33 e X1, podemos encontrar escalares

X, 0, oy € R (ou C),

de modo que U=01 U+ U+ -+ 0y - Up - (6.73)
Mas, por hipétese (veja (EZ70)), temos que
wr € [ug,uz, -0 U,
isto é (veja a Definigdo EZZT), o vetor u; é uma combinagéo linear dos vetores
Uo, Uz, ey Un,

ou seja, podemos encontrar escalares

BZ)B.’))"' >BnER(Ou(C)>
de modo que w=R - w+Pps-uz+--+Pn-U. (6.74)

Logo, teremos:

(=3
u = - U + o Uy
—~—

=B urt A Baun

= X -([32-uz+-~-+Bnun)+oc2-u2+---+ocn~un

(£2),(em),(E3),(E2) e (ETT)
= (ot B2+ o) U+ + (0 Bn + &n) - Un,y

ou seja (veja a Definicdo EZ3T), o vetor u pode ser escrito como como uma combinagdo linear

dos vetores

Wy, U3,y - yUn,
ou ainda, ue [up,uz, - Uy,

isto &, V=lu,uz, - ,unl,

como queriamos mostrar.
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Observacao 6.3.3 A Proposi¢cao acima, nos diz que se um espago vetorial real (ou
complezo) é gerado por um niumero finito de vetores e um desses vetores pode ser obtido
como combinagado linear dos restantes, entdo o espago vetorial real (ou complezo), dado
incialmente, poderd ser gerado pelos vetores restantes, retirando-se o vetor que pode
ser obtido como combinagcao linear dos outros da lista inicial.

Apliquemos a Proposi¢ao E233 acima, ao:

Exemplo 6.3.8 Consideremos o espaco vetorial real (R4,+,-) (veja o Ezemplo 23,
com n =4) e os sequintes seus subespagos vetoriais

u={(x,y,z,t) eR*; x—y+t+z=0} (6.75)
e w={(x,y,z,t) eER*; x+y—t+z=0}. (6.76)

Encontre um conjunto finito de geradores para os sequintes subespacos vetoriais do
espago vetorial real (R“,—l—, )

U, W, uUnw e U+W.

Resolucgao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que os conjunto U e W sdo subes-
pagos vetoriais de (R*,+,-).

Dos fatos acima e das Proposi¢des B3 e E233, segue que os conjuntos UNWe U+ W
sdo subespagos vetoriais de (R*,+,").

Encontremos geradores para cada um dos subespagos vetoriais acima:

1. Para o subespago vetorial U:

Notemos que

ui(x)y)z’)t)eu’
se, e somente, de (EZ73): Xx—y+t+z=0
ou, equivalentemente, y=x+z+t. (6.77)

Portanto,

u=(x,y,z,t) elu,
é equivalente a:
u= (X,y,Z,t)
= (X> \y’_/ >Z>t)

(=)
= ‘x+z+t

= (x,x+z+1,z,t)

(EZ8), com n=4

- (X’,X)O’O)—i_(O?Z?Z’?O)_I—(O?t)o)t)

(m)’gng4X' (1 )1 )O>O)+Z' (0)1 )] )O)+t (0)1 30?1)3 (678)
S——— ~~ ~

=u, =u, =u3
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ou seja, o vetor u € U, pode ser escrito como combinagdo linear dos vetores
U, uz,us,

os escalares serdo os numeros reais x,z,t € R, respectivamente.

Portanto, de (E73), teremos:

u= [u1>u2»u3]
:[(],],0,0),(O,],1,0),(0,1,0,])]. (6'79)

Logo, de (E2@), o conjunto

S={w,u,us}
={(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)}, (6.80)

é formado por geradores do o subsepago vetorial U, mostrando que o subsepago vetorial
U é finitamente gerado.

Para o subespago vetorial W:

Notemos que se

w=(x,y,z,t) e W,
se, e somente se, de (E278): x+y—t+z=0

ou, equivalentemente, t=x+y+z. (6.81)

Portanto,

w=(x,y,z,t) e W,
é equivalente a:
w=(x,y,z,t)

Z(X»U»L \t/_/ )

(B=1)
= xty+z

- (X>U>Z>X+U +Z)
(E23), com n=4

(X>O)0)X)+(O)U)O>U)+(O)O>Z)Z)
x-(1,0,0,1)+y-(0,1,0,1)+z-(0,0,1,1), (6.82)

(E223), com n=4

~~ ~~ ~~
=W 1 =w 2 éWS

ou seja, o vetor u € U, pode ser escrito como combinagdo linear dos vetores
Wi, W3, W3,

onde os escalares serdo x,y,z € R, respectivamente.



6.3. GERADORES DE UM ESPACO VETORIAL

Portanto, de (EX3), teremos:

W = [wy,w; ,ws]

=[(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)]. (6.83)

Logo, de (E23), o conjunto

S ={w,wy, w3}

={(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)}, (6.84)

é formado por geradores do o subsepago vetorial W, mostrando que o subsepago vetorial

W ¢é finitamente gerado.

3. Para o subespago vetorial U N W:

Notemos que

v=(x,y,z,t) eUnW,

se, e somente se, v=(x,y,z,t) el

e v=(x,y,z,t) € W, (6.85)

ou seja, de (E73) e (EZ7H), deveremos ter que resolver o seguinte sistema linear:

x—y+t+z=0
X+y—t+z=0,
. . P . . Z=—-X
cuja solugdo é (serd deixado como exercicio para o leitor): { , (6.86)
t=vy
para cada x,y € R.

Deste modo, teremos:

v=(x,y,z,t)
(x,y, = t )

= (x,y,—x,y)

(2=28), com n=4

- (X)O)_X>O)+(O)U>O>U)

(E=22), com n=4

=V =v,

ou seja, o vetor u € U, pode ser escrito como combinagdo linear dos vetores
Vi,V2,

onde os escalares serdao x,y € R, respectivamente.

x-(1,0,-1,0)+y-(0,1,0,1) (6.87)
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Portanto, de (E217), teremos:

Uunw = [\)],\)2]
= 1[(1,0,-1,0),(0,1,0,1)]. (6.88)

Logo, de (EX38), o conjunto

S ={vi,vz}
={(1,0,-1,0),(0,1,0,1))}, (6.89)

é formado por geradores do o subsepago vetorial U N W, mostrando que o subsepago
vetorial U N W é finitamente gerado.

Para o subespago vetorial U + W:
Do item B. da Proposi¢do (E32) segue que

u = [U]
e W = [W],

pois U e W sdo subespacgos vetoriais do espagco vetorial real (R“, +, )
Além disso, temos:

(?)[ul yu2 ,'LL_?J e_W(?)[V\” yW2 ,W_?J [

u
Uy, Wy, w3l 4+ [wy ywy, wsl

u+w

item B. da Proposi¢do E232
= [y wo,us, wr W, Wl (6.90)

Com isto teremos que:
u+w EEIEDED 14 4 0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1),
~—
(]30)07‘]))(031)O?]),(O?O,1?])]
~—
:[(]>1>O>O)>(O>1)1)O)>(O>1>O>])»(])O»O>])»(O)O»]>])]- (6-91)

Logo, de (EZ3), o conjunto

S={ur,w,uz,wi,ws}
={(1,1,0,0),(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)}, (6.92)

é formado por geradores do o subsepago vetorial U + W, mostrando que o subsepago
vetorial U + W é finitamente gerado.

Observacao 6.3.4
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1. Observemos que no Ezemplo acima, temos que:

(]>]>O>O) = (]>O>O>])+(O)1)1)O)_(O>O>]>])-

Portanto, pela Proposigdo E=23, seque que podemos excluir o vetor
(1,1,0,0)

da lista dos geradores do subespago wvetorial real U+ W, isto é, do conjunto S,
dado por (EX2), que os vetores restantes continuardo gerando o subespago vetorial
U+ W, wsto é:

u+v-=i[o,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,1)]. (6.93)

2. Veremos mais adiante que este serd o numero minimo de geradores para o subespa-
¢o vetorial U4V, ou seja, nao podemos retirar mais nenhum vetor da lista formada
pelos quatro vetores em (EZ3) e ainda continuar gerando o subsepago vetorial
U+ V.

6.4 Exercicios

Exercicio 6.4.1 Sejam w; = (1,3,5) e uw, = (2,4,—3) vetores do espaco vetorial real
(R®,+,-). Determine os valores de k € R, para os quais o vetor v = (2,7,k) possa ser
escrito como combinacao linear dos vetores u; e u,.

Exercicio 6.4.2 Para cada um dos subconjuntos S C 'V abaizo, onde (V,+,-) é o espago
vetorial indicado, encontrar o subespaco gerado por S, isto €, [S].

1. S={(1,0),(2,-1)} e V=R?, munido das operagdes usuass.
2. S={(1,1,1),(2,2,0)} e V=R3, munido das operagbes usuais.
3. S={po,pP1,P2,P3} € V=Z(R), munido das operagdes usuais, onde

po(x)£1> p1(x)£x, pz(x)£x2 e Pg(X)i1+X3, para'XER°

4. S = {( 8 2) ) , ( _O] g )} e V=M;(R), munido das operagbes usuais

Exercicio 6.4.3 Mostrar que os conjuntos {f;,f,,f;} e {g1,92,93} geram o mesmo su-
bespago vetorial do espacgo vetorial (C(R),+,-), onde

fi(x) = sen®(x), fi(x)=cos®(x), f3(x)= sen(x)cos(x),

e gi(x) =1, g2(x) =sen(2x), gs3(x)=cos(2x), para x € R.

Exercicio 6.4.4
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1. Mostre que o conjunto dos numeros complexos C, munido das operagdes usuais
de adi¢cdo de numeros complexos e multiplicacdo de numero real por nimero com-
plezo, € um espago vetorial sobre R.

2. Mostre que os numeros complexos z; =2+31 e z; = 1—21, geram o espago vetorial
real (C,+,-).

3. Mostre que o conjunto dos numeros complexos C, munido das operagdes usuais de
adi¢do de numeros complezos e multiplicagdo de numeros complexos, € um espago
vetorial sobre C.

4. Mostre que o nimero complexo z; =1, gera o espaco vetorial complexo (C,+,-).

Exercicio 6.4.5 Verificar se as sequintes matrizes A;,A;,A3,A; € My(R), geram o
espaco vetorial (M;(R),+-), onde:

(10 L1 (oo {01

Exercicio 6.4.6 Mostre que os polinémios p1,pP2,P3,P4 geram o espago vetorial real
(Z3(R), +,-), onde:

p1(x)£1, pZ(X)£1_X) p3(x)£(]_x)2) P4(X)£(]—X)3, pa'r‘aXER°

Exercicio 6.4.7 Considere os sequintes vetores do espago vetorial real (R3,+,-) ; u; =
(—1,0,1) e u; = (3,4,—2). Determine um sistema de equac¢ées lineares homogéneas
para o qual o conjunto solugcao seja exatamente, o subespago gerado pelos vetores u; , ;.

Exercicio 6.4.8 Determine os geradores para cada um dos sequintes subespagos do
espaco vetorial real (R®,+,-):

1. U={(x,y,z) € R*;x—2y =0}. Represente-o geometricamente.

2. V={(x,y,z) ER*;x+z=0 ex—2y=0}. Represente-o geometricamente.
3. W={(x,y,z) €eR*;x+2y—3z=0}. Represente-o geometricamente.

4. UNYV. Represente-o geometricamente.

5. V+ W. Represente-o geometricamente.

Exercicio 6.4.9 Em cada um dos itens abaizo encontrar um subconjunto finito S, que
gere o subespago vetorial W do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) indicado.

1. W={(x,y,z) €V;x—2y =0} e V=R3 munido das operagdes usuais.
2 W={peV;p'(x) =0, para x € R} e V=25(R), munido das operagbes usuals.

3 W={AeV; A=A} e V=M;,(R), munido das operacées usuais.
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0 1
4. Sejam A = 21 , W ={XeV;A-X=0} e V= M3,,(R), munido das
11

~ © O

operagbes usuais.

Exercicio 6.4.10 Encontrar, em cada um dos itens abaizo, o subconjunto S do espacgo
vetorial real (V,+,-), que geram os subespagos vetoriats U, W, UNW e U+ W.

1. U =1(1,0,0),(1,1,1], W =1[(0,1,0),(0,0,1)], e V=R3, munido das operacbes
USUAILS.

2.U={(x,y,z) eR*;x+y =0}, W=[(1,3,0),(0,4,6)], e V=R> munido das
operagbes usuais.

3. U={AeM(R);A'=A}, W = [( (]) 1 > e V= M;,(R), munido das operagdes

usuQaLs.

4. U=1[p,q,r], W=I[s,u,v] e V=(R), munido das operagbes usuais, onde
p(x) =X’ +4xr —x+3, qt) =’ +5x+5, 1(x) =3%,

e s(x) =x3+4x%, ux)=x—1, v(x)=1, para x € R.

Exercicio 6.4.11 Obtenha o subconjunto formado por vetores do espag¢o vetorial real
(Z5(R),+,-), que geram os sequintes subespacgos;

1. U={p e Z[R);p(1) =p(0) =0};

2. W={peZR);p"(x) =0, para todo x € R} ;

3. Unw.

Exercicio 6.4.12 Seja (V,+,:) o espago vetorial formado pela fungbes reais, de uma
varidvel real (isto é, V = F(R)).
Mostre que f,g € [u,v] CV onde

f(x) =1, g(x)=cos(2x), u(x)=sen’*(x), v(x)=cos’(x), para x € R.

Exercicio 6.4.13 Verifique se o espacgo vetorial real (Z;(R),+,-) € gerado pelo conjunto
S={p,q,t}, onde:

px)=T4+x%x, qx)=x+2x* e 71(x)=1—x* paraxcR.

Exercicio 6.4.14 Sejam M # O3 uma matriz simétrica e N # O3 uma matriz anti-
simétrica pertencentes ao espaco vetorial real (M3(R),+,-). Mostre que as matrizes M
e N sdo L.I. no espago vetorial real (M3(R),+,-).
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Exercicio 6.4.15 Determinar m,n € R, para que os subconjuntos de vetores do espacgo
vetorial real (R3,+,-) dados abaizo, sejam L.I. .

1. {(38,5m,1),(2,0,4),(1,m,3)}.
2. {(1,3,5),(2,m+1,10)}.
3. {(m,Z,n),(3,m+n,m—1)}.

Exercicio 6.4.16 Mostre que o conjunto de vetores A ={q:,92,43,q4} do espago veto-
rial real (P;(R),+,-) é L.D. e que qualquer subconjunto do conjuto A, formado por
trés elementos € L.I. no espaco vetorial real (Z3(R),+,-), onde

qix) =1, qux)=x, qsx)=x*, qs(x)=2+x+2%*, parax cR.

Exercicio 6.4.17 Mostrar que se o subconjunto de vetores {u,v,w} do espaco vetorial
real (V,+,-) for L.I., o mesmo acontecerd com o subconjunto {u+v,u+w,v+ w}.

Exercicio 6.4.18 Verifique, em cada um dos itens abaixo, se o subconjunto S do espacgo
vetorial (V,+,-) é L.I. ou L.D. .

1. S={(1,2),(-3,1)} e V=R?, munido das operagdes usuais.
2. S={p,q} e V=(R), munido das operagbes usuais, onde

px) =T+x—x* q(t)=2+5x—9%x%, para x € R.

3. S= {( ) ( _21 8 )}, V = M;(R), munido das operagdes usuais.
4. S={(1,2,2,— 1,4,-2,0)} e V=R* munido das operagdes usuais
120 -1 =1 -1 0 00
5. S 301 0O 0 0 ,| 10 5 7 e V= M;(R), munido das
0 0 2 T 1 1 -1 0 1
operagbes usuais.

6. S={f,g,h} e V=C=®(R; R), munido das operagdes usuais, onde

f(x) =1, g(x)=sen(x), h(x)=cos(x), parax € R.
7. S={f,g,h} e V=¢°(R; R), munido das operagdes usuais, onde
f(x) =1, g(x) = sen’(x), h(x)=cos’(x), para x € R.

8. S={f,g} e V=%¢>(R; R), munido das operagbes usuats, onde

X

f(x) =e*, g(x)=e™, para x € R.
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9. S={f,g,h} e V=%¢>*(R; R), munido das operagdes usuais, onde

X

f(x) =xe*, g(x)=x, parax € R.

Exercicio 6.4.19 Seja S = {u,v,w} um conjunto L.I. no espago vetorial real (V,+,-).
Verifique se os conjuntos abaizo sao L.I. ou L.D., justificando a resposta.

(a) Si={u,u+v,u+v+wj.

(b) S;={u—v,v—w,w—u}.

(¢) Ss={u+v,u+v+w,wj}.

Exercicio 6.4.20 Sejam f,g € €'((a,b); R). Mostre que, se existir x, € (a,b), tal que

f(x0) 9'(x0) # '(%0) 9(X0),
entdo as funcbes f e g sdo L.I. . no espaco vetorial real (¢'((a,b); R),+,-).

Exercicio 6.4.21 Sejam u; = (1,3,5) e u; = (2,4,—3) vetores do espago vetorial real
(R*,+,-). Determine os valores de k € R, para os quais o vetor v = (2,7,k) possa ser
escrito como combinacdo linear dos vetores u; e u,.

Exercicio 6.4.22 Sejam A € M,,(R) e u;,u,,...,u, vetores pertencentes ao espago ve-
torial real (M, x1(R),4+,:). Mostre que, se os wvetores coluna Au;,Auy,---,Au, sdo
vetores L.I. , entdo os vetores u;,uy,--- , U, também serdo L.I. no espago vetorial real
(Mmd (R) y )
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Capitulo 7

Dependeéncia linear em espacos
vetoriais

7.1 Introducao

Neste capitulo abordaremos, enter outras, a questdo citada no item B. da Observagdo B34,
do capitulo B anterior.

7.2 Definicoes e exemplos

No capitulo B anterior, ao estudarmos os geradores de um espago vetorial real (ou com-
plexo) finitamente gerado, procuramos encontrar um determinado conjunto finito de vetores
do mesmo, de modo que qualquer vetor, do espago em questdo, pudesse ser escrito como
combinagdo linear dos vetores deste conjunto.
Por exemplo, se os vetores
vV e w,

geram o espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) entdo, para qualquer u € V, serd possivel
encontrar escalares

x,B €R (ouC),
tais que u=o-v+p-w, (7.1)
ou, equivalentemente (veja (E20)), x-v+p-w—T-u=0. (7.2)

Notemos que a combinagdo linear acima é igual ao vetor nulo, embora nem todos os
escalares que aparecem na sua formagdo sejam nulos (o coeficiente do vetor u é igual a

—140).

Vejamos agora uma outra situagdo, a saber: serd sempre possivel encontrar escalares

O(’?B)‘YGR’

nao todos NECESSARIAMENTE nulos, de modo que, no espago vetorial real (R, +, )
(veja o Exemplo E23, com n = 3), tenhamos

183
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E facil verificar que a resposta, neste caso, é nio.

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar essa afirmacao.

Isto, como mostra (Z3), significa, como veremos, que nao serd possivel escrever um dos
vetores, do espago vetorial (R3,+,-), como combinagdo linear dos outros dois restantes,
independente de quem sejam esses dois vetores escolhidos.

Isto contrasta com o que ocorre com os vetores

u, v e w

que satisfazem (D) ou, equivalentemente (32).

Em um certo sentido, os vetores que satisfazem (), ou, equivalentemente (Z2), guardam
uma certa “dependéncia” entre um e outro, enquanto no caso (Z3), os trés vetores sdo, em
certo sentido, ”"independentes”.

Vejamos, com as definigdes que se seguem, como podemos tornar as ideias abordas acima
mais precisas.

Definigao 7.2.1 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real (ou complezo) e
U, U2y yUp cV.

Diremos que os vetores
u] ,uz y “ .. ,’LLn

sdo linearmente independentes, no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) (ou,

abreviadamente L.I.), se a combinagdo linear
w0 Uty uy, =0 (7.4)
ocorrerd somente quando os escalares
X, 0, 0y €R (ou C)

forem todos necessariamente nulos, isto €, se, e somente se,

=0 =-=0on,=0. (7.5)
Observacao 7.2.1
1. Na Definigao [7.Z1 acima, se os vetores vetores
U, Ugy ey Un
sdgo L.I., em (V,+,-), diremos que o conjunto
S={w,uy, - un}

¢ L.I em (V,+,).
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2. Notemos que

se =0 =, =0,
entdo, de (E23) e (ER), seque que: & Uy A+ o Uy = O, (7.6)

3. Porém, a reciproca nem sempre € vdlida, isto €, podemos ter uma cole¢cao finita
de vetores,
ViyVa, 4y Vn

de um espago vetorial real (ou complezo) e escalares
X, 0,0ty €ER (ou C),

nao todos necessariamente nulos, de tal modo que

ot oo u, =0, (7.7)

Como exemplo desta situagdo, consideremos mo espago vetorial real (R2,+,~)
(veja o Ezemplo 23, com n = 2) os vetores

V1 :(])1)
e vy = (—1,-T1).

Neste caso, temos que:

E23), com n=2

0 (0,0)
(Eﬂ)e(ﬂi), comn:Z1 ) (] )])_’_] ) (_] )_])
v+ L,

=0 =)

mostrando que existem escalares

x,0x € Ry

ndo todos necessariamente nulos (no caso ambos sdo tguats a 1), de modo que
() se verifica.

4. A nocdo de independéncia linear para os vetores
Uy Uy yUp

em um espago vetorial real (ou complezo), introduzida na Definigdo [-2-1 acima,
€ equivalente a dizer que se podemos encontrar

a, #0, para algum i, €{1,2,---,n},
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entdo, necessariamente, deveremos ter

oq-u1+ocz-u2—|—---+ocn-un7é0,

independente dos escalares

Oy X m ey K1y K1y ,(XnER (O’U,C)

escolhidos, ou ainda, podemos escrever o vetor nulo

OeV

de uma, Unica, maneira como combinag¢do linear dos vetores

a saber:

WUpy,Up--- yUp,

O=0-w++0-u,.

Podemos também introduzir a:

Definigao 7.2.2 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real (ou complezo) e

u1,u2---,un€V.

Dizemos que os vetores

ul)uz)... ,un

sdo ditos linearmente dependentes no espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) (ou,

abreviadamente, L.D.), se os vetores nao forem linearmente independentes no espago
vetorial real (ou complezo) (V,+,-).

Observacao 7.2.2

1. Na Definigao [7.Z-3 acima, se os vetores vetores

u],uz,...’un

sdo L.D., no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), diremos que o conjunto

S={w,uy, - ,un}

é L.D., no espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).

2. A Definigcdo [7.2-3, de dependéncia linear acima, para os vetores

Wy, Uy y Uy

no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), € equivalente a dizer que é possivel
encontrar numeros reats (ou complezos)

Ky yKgy ooy Ky
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nao todos nulos, de modo que

%W 0 U At F oy u, =0,

ou seja, podemos escrever o vetor nulo O € V de, pelo menos, dois modos dife-
rentes, a saber:

0w+ 401wy =0

e -4+ oy U, =0.

Isto serd uma situagdo geral, como veremos amis adiante.
Temos agora a:
Proposicao 7.2.1 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real (ou complezo) e
U, Uy, -, Uy € V.

Os vetores
O,ur,uz, Uy

sdo vetores L.D., no espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-), onde O € vetor nulo
do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).

Demonstracgao:
De fato, basta verificar que

1.0+ 0 w+-+ 0 u=1-0+0-w+--+0 Uy

—~—
B é(x-' é0(11_
£=3) e (23
(E23) e (£3) 0,
ou seja, existem escalares
Xy, 0y € R (ou C),

ndo todos nulos (pois « = 1), de modo que
x-O+o-u+-+ay-u, =0,
mostrando, pela Definicdo [, que os vetores
O,U, Uz, -, Un

sdo de vetores L.D. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), completando a demons-
tracao do resultado.
O
Apliquemos as ideias acima ao:
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Exemplo 7.2.1 Consideremos o espago vetorial real (R3,+,-) (veja o Ezemplo 23,
comn=3).
Mostre que os vetores

(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0) e R?
s@o linearmente independentes no espaco vetorial real (R3,+,-) .

Resolugao:
Para tanto, precisamos encontrar todas as possiveis solugdes da equagao vetorial
x- (] )1 )” + B : (] )1 )O)+Y' (1 )O>O) = (O>0)O)) (78)

ou se€ja,

(0,0,0)

s , com n=3
(=2),(=2), (o, 0) + (B, B,0) + (v,0,0)

E2H), com n=3
2 (4 B4y, a+ B, ). (7.9)

Isto equivale a resolver o sistema linear

x+pR+v=0
OC—|—[3:0 y
y=0

que possui uma unica solugdo, a saber :
X = B = ’Y e O .

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para leitor.
Logo, pela Definigdo [T, segue que os vetores

(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0) € R’

sdo linearmente independentes no espago vetorial real (R3, +, -), completando a resolugdo.
O

Tratemos também do:

Exemplo 7.2.2 Consideremos o espaco vetorial real (R3,—|—,-) (veja o Exemplo F-2-3,
comn=3).
Tomemos os vetores uy,U; , U3 € (R3,—|—, ~), dados por

w = (x1,y1,21), w2 =(x2,Y2,22) e uz=(x3,Y3,23). (7.10)

Encontre uma condicao necessaria e suficiente para que os vetores

U, Uz, U3,

sejam linearmente independentes no espago vetorial real (R3,+, ) .
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Resolugao:
Observemos que, pela Defini¢cdo [T, os vetores

ur, Uz, U3
serdo L.I., em (R3, +, -), se, e somente se, a equagao vetorial
o w0 toz-uy; =0, (7.11)

apresentar como unica solugdo, os escalares

X 2062206320. (7.12)
Observemos também que

(3),(E=23), com n=3
o U+ o Uy 3 U = o - (X1,Yr,21) + 2 - (X2,Y2,22) + &3+ (X3,Y3,23)

= (X1, 00 Y1, 1 21) + (02 X2, X2 Y2, %2 Z2) + (03 X3, X3 Y3, 03 23)
(r2),(e=8), com n=3
= (X1 + X2+ 3X3, 1 Y1 + X2 Yz + X3Y3, & 21 + X225 + X3 23)
que € equivalente ao sistema linear homogéneo, de trés equagdes a trés incdgnitas (que séo os
escalares o, 2, &3):
X1+ orx+azxz3 =0
cayr+ooyz+oy; =0 . (7.13)

oz + oz +o3z3 =0

Logo, para que a equagdo vetorial (1) possua somente a solugdo trivial (ZT32), é ne-
cessdrio e suficiente, que o sistema linear (I3) s6 admita a solugdo trivial (ZT2).

Mas isto, pelo Coroldrio BEZ71, é equivalente que a dizer que a matriz dos coeficientes do
sistema linear (13), isto é, a matriz

X1 X2 X3
Y Y2 Y3
Z1 Zp Z3

possua determinante diferente de zero (veja o Capitulo B).
Note que as colunas desta matriz sdo formadas pelas entradas que compdem os vetores

u, W € U3

em ([Z10), completando a resolugdo.
U

Observacao 7.2.3 O mesmo resultado vale se colocarmos os coeficientes dos vetores
u, w e U3

como as linhas de uma matriz. Por qué? justifiqgue sua resposta.
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Deixaremos como exercicio para o leitor a extensdo do Exemplo 23 acima, a saber:

Exercicio 7.2.1 Consideremos o espago vetorial real (R",+,-)(veja o Ezemplo F-2-3).
Enuncie e demonstre um resultado andlogo ao Ezemplo [7.Z2-3 acima, para uma
colegao
Upy ooy Uk

de vetores do espago vetorial real (R™,+,-), onde k € {1,2,--- ,n} estd fizado.
Temos também o:

Exemplo 7.2.3 Consideremos o espago vetorial real (My(R),+,-) (veja o Exzemplo F-2-3).
Verifique se as matrizes

. (1 0 (101 . (0 1
u1:<0 ]> ,u2:<0 1) ,U3:<O 0) (7.14)

de M;(R), sdo linearmente independentes no espago vetorial real (M;(R),+,-).

Resolugao:
Para isto, precisamos estudar todas as possiveis solugdes

061,062,063€R

da equagdo vetorial:
oW+ oo wy+ oz -uz =05, (7.15)

onde O,,, denota a matriz nula de M,(R), ou, equivalentemente, encontrar todas as possiveis
solugdes da equagdo matricial

S WY & R (OB A
"o 1 2lo 1 o o)/ " \o o)’

(@) e (1) (0(1 + o o+ “3)

0 X+ o

que é equivalente a equagdo matricial

X+ o+ o3 00
= 7.16
( 0 o + (Xz> (O O) ’ ( )
ou ainda, (veja (E8)) equivalente ao sistema linear de quatro equagdes a trés incégnitas
(a saber, «, 0z, 3 € R):

o +a,=0
o+ o3 =0 (717)
0=0 '

o +a,=0
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que possui solugdes do tipo
(0,0, 03) = (o0, —01, 1)

para cada o € R.
A demonstracdo desta ulitma afirmacdo serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, escolhendo-se
X1 =1 ,

teremos que
xw=—1 e ou=1,

serdo solugles (nédo identicamente nulas) do sistema linear (ZT7) ou, equivalentemente, da
equagdo vetorial (IH).
Dessa forma, pela Definigdo X3, segue que os vetores

w, U € U3

serd linearmente dependente no espago vetorial real (M;(R),+,-), completando a resolugao.
0]

Observacao 7.2.4 Um outro modo de tratar o Exemplo [7.2-3 acima, € observar que
U =u; +us. (7.18)

A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Notemos que a identidade [7_ 13 acima é equivalente a escrever

1w+ (=1 u+1-u3=0,
que, pela Definicao [7.2.8, € o mesmo que dizer que 0s vetores
., w e ug
sdo L.D. no espacgo vetorial real (M;(R),+,-).
Temos também o:

Exemplo 7.2.4 Consideremos o espago vetorial real (%WR; R) ,—i—,-) (veja o Ezemplo

213, comk=1).
Verifique se as fungdes f e g sao L.D., no espago vetorial real (‘51(R; R),+, -), onde

f(x) = cos(x) (7.19)
e g(x) = sen(x), para x€R. (7.20)

Resolugao:
Como as fungdes f e g sdo fungdes definidas em R, a equagdo vetorial

o-f+B-f=0, (7.21)
onde O, denota a fungdo identicamente nula em R, serd equivalente a equagdo
af(x)+pg(x) =0, para xeR.

Em particular, a identidade acima deverd ser valida para:
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1. x =0, ou se€ja:

0 = af(0) + B g(0)

(=2 (=) cos(0) +p sen(0)
~—— ~——

=1 =0

ou seja, p=0.

Conclusao: a tnica solugdo da equagdo vetorial (Z21) serd

portanto, , pela Definicdo [, as fungdes
feg

sao L.I. no espacgo vetorial real (‘5 "(R;R), +, ~), completando a resolugao.

(7.22)

(7.23)

O

Exemplo 7.2.5 Consideremos o espago vetorial real (Cﬁ](R; R) ,—i—,-) (veja o Ezemplo

FZT3, comk=1).

Verifique se as fungdes f, g e h sdo linearmente dependentes no espago vetorial real

(¢1(R; R),+,), onde

Resolugao:
Observemos que

cos’(x) + sen’(x) =1, para xR,

1
ou seja, cos’(x) + sen’(x) —1 =0, para x€R,

(7.24)
(7.25)
(7.26)
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que, devido a ([Z4), (=23) e ([Z8), é equivalente a escrever
1-f+1-g+(—1)-h=0,

onde O, denota a fungdo identicamente mula.
Logo a equagdo vetorial
x-f+pB-g+yv-h=0,

possui uma solucgdo ndo trivial, a saber

Portanto, pela Definicdo 232, as fungdes
f,geh

sdo L.D. no espago vetorial real (¢ (R;R),+, ), completando a resoluggo.

Deixaremos para o leitor o:

Exercicio 7.2.2 Consideremos o espacgo vetorial real (%WR; R) ,+,-) (veja o Ezemplo

[ZI3, comk=1).

Sejam

Mostre que as funcgdes
f,g eh

sao linearmente dependentes, no espago vetorial real (‘51 (R;R) ,+,~) .

7.3 Propriedades da dependéncia linear
Comegaremos pela seguinte caraterizagdo equivalente de dependéncia linear:

Proposicao 7.3.1 Consideremos o espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) e
Up,y, U2y yUp eV.
Os vetores

Ui,Uz,--yUn

sdo L.D., no espago vetorial real (ou complezo) (V,+,:), se, e somente se, pelo menos
um destes vetores da cole¢do pode ser escrito como combinagdo linear dos restantes.
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Demonstracgao:
Observemos que se um dos vetores da colecdo de vetores

WUp,Uz,y 0y Unp,

digamos u; , para algum i, € {1,2,--- ,n}, se escreve como combinagdo linear dos restantes,
ou seja, dos vetores

U, Uz, y W1y Wig41y 7y Un,
entdo deverdo existir escalares
Ky Xy ey K1y Kigaly "ty K eR (ou (C),
tais que
Wiy, = 0 Wy -+ 01 - Wi + Qg1 - Wigg + o0 4 Oy - Uy (7.27)

Mas ([27) é equivalente a

O=o-w+- 4 Xt - Uig—1 — Uiy + Kigy1 - Uig1 + o+ 0 - Uy

=0 W+ Kot Wig—t (1) Wi, 4 g Wiger + oo 0 Un

onde O, é o vetor nulo do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), ou seja, a equagéo
vetorial

O Wy Gy Wit O, Wiy X1 Wi e Uy = O

possui uma solugdo ndo trivial (a saber, o, = —1 ), o que mostra, pela Definigdo 23, que
a colegdo de vetores

ul)uz,... )LLn

é L.D. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+, ).
Por outro lado, se a colegdo de vetores

u],uz,... ,’LLn

é linearmente dependentes no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) entdo, pela De-
finicdo XA, podemos encontrar escalares

X, 0, 0y € R (ou C),
ndo todos nulos, digamos que «;, # 0, para algum i, € {1,2,---,n}, tais que

o(].u1+...+06107].ui071+(x.lo.uio+o(io+].uio+1+...+o(n.unzo’

ou seja, —0G, Wiy, = & Wy F e K1 s Wiy K1 Wi o Ky s Uy

Como
O(’io ;A O)
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teremos

X Ki,— (0.6} X
]. ‘U 4+ 101-LL10_1+ 10+1‘LH0+1+"‘+ n

- O('Lo - (Xio YR - aivo

Wi, = *Up,
ou seja, o vetor u;,, da colegdo de vetores
Uy Uy yUn,
pode ser obtido como combinagdo linear dos vetores restantes, a saber, dos vetores
U, Uz, Wi -1y Wig41y -0y Un,

completando a demonstracdo do resultado.

Com isto temos a:

Proposigao 7.3.2 Consideremos o espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) e

U, Uy, -, Uy € V.
Suponhamos que o conjunto de vetores

Si{u1)u2)"' )un}

195

€ L.D. no espago vetorial real (ou complezo) (V,+,:) e T C V, um conjunto finito,

satisfazendo
SCT.

Entdo o conjunto T também serd L.D. o espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).

Demonstracao:
Vamos mostrar que se

Uy Uzy sty Uny Ungty - ,umEV

sdo tais que
Si{l,lq,uz,"' )u“n}

é um conjunto formado por vetores que sdo L.D. em (V,+,-), entdo o conjunto

Ti{u1»u2>"' yUn y Un41y -0 )um}

também é um conjunto formado por vetores que sdo L.D. em (V,+,-).
Como o conjunto S é L.D. em (V,+, ), existem escalares

X, 0, 0y €R (ou C),
ndo todos nulos, ou seja,

i, #0, paraalgum 1i,€{1,2,---,n},
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tais que
oq-u1+---+oqo-uio+~+ocn-un:O. (7.28)

Como S C T, segue que u;, € T e, de (Z3), segue que que
oG .u]_|_..._|_(xio.uyio_|_..._|_(xn.un_|_0.un+]_|_..._|_O.um:O_ (729)

possui uma solugdo ndo identicamente nula, pois o, # 0, mostrando que o conjunto T é
formado por vetores que sdo L.D. em (V,+,-), completando a demonstragdo do resultado.
O

Observacao 7.3.1 O resultado acima nos diz que qualquer subconjunto de um espacgo
vetorial real (ou complexo) (V,+,-), que contenha como subconjunto, um conjunto que
é L.D. no espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-), deverd ser, necessariamente
L.D. no espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).

Um outro resultado importante é dado pela:
Proposigao 7.3.3 Consideremos o espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) e
Uy, Upy - ,umGV.

Suponhamos que os vetores
U, Uy yUp

sdo L.I. em (V,+,-).
Entdo qualquer subcolegcdo destes vetores também serd L.I. no espago vetorial real
(ou complezo) (V,+,-).

Demonstracgao:
Basta mostrar que se os vetores

Ui U2y yUnyUnygy oy U
sdo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), entdo os vetores
u] ,uz y .« .. )un

também sdo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,).
Para isto suponhamos que

B1-u1+62-u2+--~+(5n'un20- (7'30)
Notemos que a equagéo vetorial (30) pode ser reescrita como:
Br-w+-+Pn-u+0-up g +---4+0-u, =0 (7'31)

e os vetores
Upy ooy Uny Unyply -y Um
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sdo L.I.em (V,+,-).
Logo, pela Defiigdo refd5.4-a, segue que a tnica solugdo para a equagdo vetorial ([ZZ20)
sera

ou seja, pela Definicdo 2T, os vetores

U, Uy -y Uy

sdo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), como queriamos demonstrar.
]

Observacao 7.3.2 O resultado acima mos diz que qualquer subconjunto finito de um
conjunto finito de vetores de um espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) que € L.I.,
no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), deverd, necessariamente, ser L.I., no
espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).

Um outro resultado importante é dado pela:
Proposicao 7.3.4 Consideremos o espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) e
U, U, Uy, -y Uy € V.

Suponhamos que os vetores

U, U,y e Uy

sao L.I. no espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) e os vetores
Uy, Uy yUny

s@o L.D. no espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).
Entdao o vetor u deverd ser uma combinac¢do linear dos vetores

U, Uz, 5 Up,

ou seja, ueu,uy, - ,uUpl. (7.32)

Demonstragao:
Notemos que, como os vetores

Uy,U, Uy yUp,

sdo L.D. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), pela Defini¢do 23, podemos en-
contrar escalares

ByB1,B2y - yPns1, ndo todos nulos, (7'33)
tais que B-u+pBr-wy+pru+-+pr-u,=0. (7.34)

Afirmamos que

p#0.



198 CAPITULO 7. DEPENDENCIA LINEAR EM ESPACOS VETORIAIS

Suponhamos, por absurdo, que
p=0. (7.35)
A expressdo ([34) tornar-se-a:
Br-uy+Pr-uy+-+ -+ PBn-uy =0.

Como, por hipétese, os vetores
U, Uzy ey Un

sdo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) , pela Definigdo 2T, deveriamos,
necessariamente, ter

Br—-=Bn=0, (7.36)
que juntamente com 33, implicaria em: =B =--=Ppn=0,

o que contrariaria (Z3).
Portanto deveremos ter

p#0.

Com isto, (Z34) serd equivalente a

“Bou=Prow o B,
[31 Bn

e com 3 # 0, teremos: u:—B-u1+~~+—-un,
ou seja, o vetor u pode ser obtido como combinagdo linear dos vetores

Uy U2y yUnp,

como queriamos demonstrar.

Pra finalizar temos a:
Proposigao 7.3.5 Constderemos o espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) e
Uy, U2y yUp

vetores L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).
Entao cada vetor

S [LL],‘LLz,"' >LLn]

se escreve, de maneira Unica, como combinagdo linear dos vetores
Wiy Uzyy -t yUn,
1sto €, podemos encontrar tinicos escalares
Ky 0oy 0ty €R (ou C),

tais que
V=0 U+ 0 U+ Oy Uy (7.37)
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Demonstragao:
Como, por hipétese, temos que

v e y U2y >u’n]
da Definigdo B2, segue que podemos encontar escalares
Xy 0y 0y € R (ou C),

tais que vale (Z=7).
Suponhamos que existam escalares

061)0(2)"')%)B1>BZ>"'>BHGR(OuC)’
tais que
G4 O U =V = Byt e B n (7.38)

ou seja, o vetor v pode ser escrito de, pelo menos, duas maneiras como combinagdo linear dos
vetores
Uy, Uy yUp.

Precisamos mostrar que
o =B, paratodo je{l,2,---,n}.
Observemos que (33) é equivalente a:
o w + o] = [Br-w 4+ + B un] =0,
que, por sua vez, pelas propriedades (E3), (E=7), (EI0) e E28, pode ser escrita como
(o —B1)-wi+ -+ (& — Bn) - un =0.

Mas, por hipdtese, os vetores
u’) P )-u/n

sdo L.I. espago vetorial real (ou complexo) (V,+, ).
Logo, da Definigdo X, necessariamente, deveremos ter

o —B; =0, paracada je€{1,2,---,n},

isto é, oy =Bj, paracada jef{l,---,n},

como queriamos demonstrar.
O

Observacao 7.3.3 Vale uma certa reciproca da Proposi¢do [7.3.3 acima, a saber: se
cada vetor
vE WU, U,
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se escreve, de maneira unica, como combinac¢do linear dos vetores
U, Uz, 0y Un,

entdao os vetores
Wiy,Uzy- -y Up

deverdo ser L.I. em (V,+,-).
De fato, pois, em particular, o vetor nulo O € V se escreve de modo unico como
combinacgdo linear dos vetores
Wiy Upy- - yUn,

1sto é, se

O=o-uw 4o -u+-+ o Uy,

necessariamente, deveremos ter: X =0 =" =0, =0,,

pois este € o inico modo de escrever o vetor nulo como combinag¢ao linear dos vetores
U, Uy, -+, Uy, mostrando, pela Definicdo [7-2-1, que os vetores

Up,Uz,y--yUn

serdo L.I. no espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-), com afirmamos.

7.4 Exercicioss

Exercicio 7.4.1 Determinar, em cada um dos itens abaizo, m,n € R, para que o sub-
conjunto S contido no espago vetorial real (R®,+,-), sejam L.I. .

1' Si{(s)sm)‘]))(z?o)é‘)’(]3m)3)}'
2. S={(1,3,5),(2,m+1,10)}.
3. S={m,2,n),3,m+n,m—1)}L

Exercicio 7.4.2 Verifique, em cada um dos itens abaizo, se o subconjunto S do espacgo
vetorial (V,+,-) € L.I. ou L.D., justificando a resposta .

1. S={(1,2),(=3,1)} e V=R?, munido das operagdes usuais.
2. S={p,q} e V=P(R), munido das operagbes usuars, onde

p)=T+x—x*, q(t)=2+5x—9%x*, parax € R.

3. S = {( _01 2) ) , ( _2] g )}, V = M;,(R), munido das operagées usuais.

4. S={(1,2,2,-3),(-1,4,-2,0)} e V=R*, munido das operagées usuais
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0 0
1 , O 0 0 s 10 5 e V=M;(R), munido das
2 0

T 1 1 —1

— N O

operagbes usuais.
6. S={f,g,h} e V=¢>(R; R), munido das operagdes usuais, onde

f(x) =1, g(x)=sen(x), h(x)=cos(x), parax € R.

7. S={f,g,h} e V=%>(R; R), munido das operagdes usuais, onde

f(x) =1, g(x) = sen’(x), h(x)=rcos’*(x), parax € R.

8. S={f,g} e V=%¢>(R; R), munido das operagbes usuats, onde

f(x) =e*, g(x)=e™, para x € R.

f(x) =xe*, g(x)=x e h(x)=1, para x € R.

Exercicio 7.4.3 Mostre que o conjunto de vetores A ={q1,q2, 43, 4} do espago vetorial
real (Z3(R),+,-) € L.D. e que qualquer subconjunto do conjunto A, formado por trés
elementos € L.I. no espacgo vetorial real (#3(R),+,-), onde

q1(X)£1, qZ(X)ixa qg(X)ix ) q4(X)£2+X+2X2, paTaXGR-

Exercicio 7.4.4 Sejam M # O uma matriz simétrica e N # O uma matriz anti-
sitmétrica pertencentes ao espago vetorial real (M3(R),+,-). Mostre que as matrizes
M e N sdo L.I. no espago vetorial real (M3(R),+, ).

Exercicio 7.4.5 Mostrar que se o subconjunto de vetores {u,v,w} do espago vetorial
real (V,+,-) for L.I., o mesmo acontecerd com o subconjunto {u+v,u+w,v+w}

Exercicio 7.4.6 Seja S = {u,v,w} um conjunto L.I. no espacgo vetorial real (V,+,-).
Verifique se os conjuntos abaizo sdo L.I. ou L.D., justificando a resposta.

1. S ={u,u+v,u+v+w}.
2. S={u—v,v—w,w—u}.
S S3={u+v,zut+v+w,w}.
Exercicio 7.4.7 Sejam f,g € €'((a,b); R). Mostre que, se ezistir x, € (a,b), tal que
f(x0) g'(x0) # f'(%0) g(x0)

entdo as funcées f e g sdo L.I. . no espaco vetorial real (¢'((a,b); R),+,-).
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Exercicio 7.4.8 Sejam A € M.(R) e u;,u,, -+ ,u, vetores pertencentes ao espaco ve-
torial real (M, x1(R),+,:). Mostre que, se os wvetores coluna Au;,Auy,---,Au, sdo
vetores L.I. , entdo os vetores u;,u,,--- , U, também serdo L.I. no espago vetorial real
(Mnx1 (R) y )

Exercicio 7.4.9 Seja (V,+,:) o espago vetorial real formado pelas fungdes de R em R.
Mostre que os vetores f,g,h €V sao L.I., onde

f(x) = sen(x), g(x)=cos(x), e h(x)=x, parax € R.



Capitulo 8

Base (ordenada) de um espago vetorial

8.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos as questdes envolvendo como descrever um espago vetorial real
(ou complexo), que seja finitamente gerado, como sendo gerado pelo menor nimero de veto-
res possivel (que serd o que denominaremos de base (ordenada) do espago vetorial real (ou
complexo). A esse nimero minimo de vetores que geram o espago vetorial real (ou complexo)
daremos o nome de dimensdo do espago vetorial real (ou complexo).

Comecgaremos pela primeira questdo:

8.2 Definicoes e exemplos

A nogéo de base (ordenada) de um espago vetorial real (ou complexo) é semelhante a que foi
introduzida no curso de Geometria Analitica para o R? ou o R3.

Ela consiste em escolher um conjunto de geradores do espago vetorial real (ou complexo)
em questdo, que contenha o menor nimero de vetores possivel, isto é, um conjunto que gere o
espago vetorial real (ou complexo), mas que se deste conjunto for retirado qualquer elemento,
o conjunto que restard nao gerard mais o espago vetorial real (ou complexo) em questéo.

Mais precisamente, temos a:

Definigao 8.2.1 Seja V # {O}, (V,+,:) um espago vetorial real (ou complezo) finita-
mente gerado.
Definimos uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,:) como

sendo um conjunto finito de vetores, que indicaremos por B, formado por vetores L.I.
no espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) e que gera (V,+,-), isto é,

Bl =V
e B € L.I. no espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) . (8.1)

Consideremos alguns casos, comegando pelo:

Exemplo 8.2.1 Consideremos o espaco wvetorial real (R3,+,-) (veja o Exemplo 23,
comn =23).

203
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Mostre que o conjunto
5 ={(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)} (8.2)
¢ uma base (ordenada) do espago vetorial real (R3,+,-).

Resolugao:
Sabemos que o espago vetorial real (]R3 s+ ) é finitamente gerado (veja o Exemplo B33,
com n = 3).
E ficil mostrar que os vetores do conjunto B sdo L.I. no espago vetorial real (R3 y T+, )
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Além disso se (x,y,z) € R3, temos que

(E28), com n=3

(x,0,0)+(0,y,0)+(0,0,z)
X'(130>0)+y'(0)1)O)+Z'(O>O>1)>

(x,y,2)

(E223), com n=3

mostrando, pela Definicio EZ3, que os vetores do conjunto B geram o espago vetorial real
(R*,+,"), isto §,
Bl =R>.
Logo, da Defini¢do BT, segue que o conjunto 3 serd uma base (ordenada) para o espago

vetorial real (R®,+,), completando a resoluggo.
O

Observagao 8.2.1 A base (ordenada) BB, dada por (E3), é denominada base (ordenada)
canénica do espago vetorial real (R*,+,").

Podemos estender o Exemplo EZZ1 acima, como afirma o seguinte exercicio abaixo, cuja
resolugdo serd deixada a cargo do leitor.

Exercicio 8.2.1 Consideremos o espago vetorial real (R",+,-) (veja o Exemplo EZZ3).
Mostre que o conjunto

B={e,er, -+ ,e,} CR", (8.3)
onde e; = (1,0,---,0),,

e =(0,---,0, 1 y o, 0)y (8.4)

€ uma base (ordenada) do espago vetorial real (R",+,-).

Observagao 8.2.2 A base (ordenada) BB, dada por (E3), é denominada base (ordenada) canénica
do espacgo vetorial real (R™,+,-).
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Temos também o:

Exemplo 8.2.2 Consideremos o espago vetorial real (Rz,—lr,-) (veja o Ezemplo BE=Z3,
commn=2).
Mostre que o conjunto

é uma base (ordenada) do espago vetorial real (R2+,-).
Resolucgao:

B preciso mostrar que os vetores de B sdo L.I. em (Rz, +, ) e que todo vetor do espago
vetorial real (Rz, +, -), pode ser escrito como combinacgdo linear dos vetores do conjunto B.

Segue, da Observacdo 33, que basta mostrarmos que todo vetor de (Rz, +, ) se escreve,
de maneira tnica, como combinagdo linear dos vetores

w=(1,1) e w=(1,-1). (8.5)

Para isto, consideremos
u=(x,y) e R?.

O nosso problema se resume a mostrar que existem dnicos

X1, Xy € R,
tais que
u=(x,y)
=0 -wt o
(e3

= o (1,D) + - (1,-1)

E23), com n=3
S (o1, 00) + (o2, —02)

(2=3), com n=3
= (o + oz 01 —0t2) .

Esta identidade é equivalente ao seguinte sistema linear:

{OC] + 0 =X (8.6)

X1 -0 =9y
Resolvendo o sistema linear (EH) (deixaremos como exercicio para o leitor), obteremos
uma dnica do mesmo, dada por

X+ X —
29 e o= ZU)

X1 =

mostrando, pela Observagdo 33, que o conjunto B é uma base (ordenada) para (]R2 ,+, '),

completando a resolugdo.
O

Deixaremos, para o leitor, a resolugdo dos:
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Exercicio 8.2.2 Consideremos o espago vetorial real (M;(R),+,-) (veja o Exemplo 23,
comm=m=2).
Mostre que o conjunto

=16 96 o) (661} .

¢ uma base (ordenada) do espago vetorial real (Mz(R),+,-)

Observagao 8.2.3 A base (ordenada) BB, dada por (E12), é denominada base (ordenada)
canonica do espaco vetorial real (M;(R),+,-).

Temos também o

Exercicio 8.2.3 Consideremos o espago vetorial real (97,(R),+,-) (veja o Exemplo F-2-17,
commn=2).
Mostre que o conjunto

B={p,q,r}

¢ uma base (ordenada) do espago vetorial real (Z,(R),+,-), onde:

p(x) =1+x,
qx) =1—x
e r(x) =1—x%, para xe€R.

8.3 Propriedades de uma base (ordenada) de um espago
vetorial

Temos o seguinte resultado:

Proposicao 8.3.1 Consideremos o espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) e supo-
nhamos que o conjunto

Bi{u1)u2)"' )un}

¢ uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complezo (V,+,-).
Entdo o conjunto

B'={uj,uz, - ,upq}

nao poderd ser uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).

Demonstracao:
Suponhamos, por absurdo, que o conjunto

B’ Z{LU y Uy »un—l}

é uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).
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Como u, € Ve B’ é uma base (ordenada) de (V,+,-), pela Definigdo BT, temos que

[B] = \/) )
ou seja, poderemos encontrar escalares
o €R (ouC), para je{l,2,,---,n—1},
de modo que Uy =0 - W+ U+ + Xy - Un 1,

isto é,
O=o - W+ +omi U1 —Up
=0 Wy e Ot Ung (1) - Uy,

que, pela Definicdo X2, segue que os vetores
Ui, Uy Uy

sdo L.D. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,) o que seria um absurdo pois, por
hipétese, os vetores

Ui,Uz,y--yUp

séo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), pertencem a uma base (ordenada) do
espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) (veja a Definigdo EZ2T).
Portanto o conjunto
B'={u,u,- - ,un},

ndo poderd ser uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), como
queriamos demonstrar.
]

Temos também o seguinte importante resultado:

Teorema 8.3.1 Seja V # {O} tal que (V,+,-) é um espago vetorial real (ou complezo)
finitamente gerado.

Entdo (V,+,-) admite uma base (ordenada) .

Em outras palavras, existe um conjunto B, formado por um numero finito de vetores
de (V,+,-) que sGo L.I. no espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) e que gera
(V,+,-), ou seja,

Bl =V
e B éL.I em (V,+,-).

Demonstracgao:
Como V # {O} e (V,+,-) é um espago vetorial real (ou complexo) finitamente gerado,
existem vetores
U, Uy, -, Uy €V,

tais que
V=[u,u, - ,ul.
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Notemos que, se o conjunto
Bi{UJ y Uy o >un}

for formado por vetores que sdo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), entdo
o conjunto B serd uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-),
terminando a demonstragao.

Por outro lado, se o conjunto B é L.D. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-),

isto é, os vetores u;,u;, - ,u, sdo L.D. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-)),
como V # {0}, existe, pelo menos, um j, € {1,2,---,n}, de modo que
Ujo 7é 0.

Sem perda de generalidade, podemos supor que
w 75 O,
isto é, jo=1.
Se todo vetor
Uy, para ]'6{2,3,'“,1’1}

puder se escrever como combinagdo linear do vetor u;, entdo segue que
V=[]

e o conjunto B = {u;} serd uma base (ordenada) de (V,+,-), terminando a demonstragédo.
Caso isto ndo ocorra, é porque podemos encontrar um vetor

Uiy para algum j1€{2,3,---,n},

tal que os vetores
U, Uy,

sdo L.I.em (V,+,-).
Sem perda de generalidade, podemos supor que o vetor u, seja tal vetor,

ou seja, h1=2,
isto é, os vetores ur,uy sdo L.I.em (V,+,). (8.8)
Se todos os vetores
u3 y .. ,un’

puderem ser escritos como combinagdes lineares dos vetores
Uy, Uz,

entdo segue que
V = [w,uy]

e o conjunto B = {uy,u,} serd uma base (ordenada) de (V,+,:) (pois, é L.I., por (EXR)).
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Caso, contrdrio, podemos repetir este processo e como o ntimero de elementos do conjunto

{LL],LLz,"' )un}

é finito, o processo ird findar apés um ntimero finito de passos.
Desse modo, podemos encontrar uma colegéo finita de vetores L.I. em (V,+, ), dentre os
vetores do conjunto

{wi,uzy oy und
que geram (V,+,-), isto é, uma base (ordenada) de (V,+, ), finalizando a demonstragéo.
]
para finalizar temos a:
Proposicao 8.3.2 Suponhamos que
Bi{u]»uZV" )un}
€ uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).
Se u €V, podemos encontrar unicos escalares
X, 0,0y € R (ou C),, (8.9)
de modo que
U=0q W+ U+ + Xy Uy (8.10)
n
=) oy, (8.11)
k=1

Demonstragao:
Como B é uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), da De-
finicdo EZXTl, segue que podemos encontrar escalares

X, 0, &y € R (ou C),,

de modo que vale (ETTT).
Novamente, como 3 é uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (V, +,-),
da Definicdo EZZT, segue que o conjunto B é L.I. em (V,+, ).
Logo da Proposigdo [C3H, segue que os escalares de (E™) sdo os tnicos satisfazendo (ET),
completando a demonstragao.
O

8.4 Exemplos importantes

Observacao 8.4.1 Resumindo, o Teorema EZZ1 acima, nos diz que todo espago vetorial
real (ou complezo), ndo identicamente nulo, finitamente gerado tem, pelo menos, uma
base (ordenada) , ou seja, uma cole¢do finita de vetores L.I., que geram o espago
vetorial real (ou complezo) em questdo.
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O exemplo a seguir trata de dois espagos vetoriais, um sobre R e o outro sobre C.

Exemplo 8.4.1 Consideremos V = C munido das sequinte operagdes usuais e adi¢do

de numeros compleros e de multiplicacao de niumero real por numero complezo.
Mazis precisamente, temos:

C={(a,b);a,beR} (=R?).
Consideremos a adigdo + : C x C — C definida do seguinte modo:

se z=(a,b),w=(c,d) €C,
definimos: z+w=(a+c,b+d)eC

(8.12)
e a multiplicacdo (por nimero real) -.R x C — C definida do seguinte modo:
se AeR
e z={(a,b)eC
definimos: A,z=(Aa,Ab) e C. (8.13)

Por outro lado, podemos definir a multiplicagcdo por miumero complexo, ou seja,
«R x C — C defintda do seguinte modo:

se A=(c,d) eC
e z=(a,b) eC,
definimos: A.z=(ac—bd,ad+cb) €C, (8.14)

que é a multiplicagdo usual de numeros complexos.

Encontrar uma base (ordenada) do espago vetorial real (C,+,-.) e do espago vetorial
complezo (C,+,-.).

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que (C,+,-,) é um espago vetorial real

e (C,+,-.) é um espago vetorial complexo.

Encontremos uma base (ordenada) do espago vetorial real (C,+,-.).
Notemos que o conjunto

B={(1,0),(0,1)} (8.15)

é uma base (ordenada) para o espago vetorial real (C,+,-,), pois o conjunto B é L.I. em
((C )] + ) 'R)'

Notemos também que, se z = (a,b) € C, segue que

z=(a,b)

()

(a,0)+(0,b)

(ED)

(11(] )O)+b'R (0)]))
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ou seja, o conjunto B gera o espago vetorial real (C,+,-,), ou seja, gera e é L.I., portanto,
pela Definicdo , serd uma base (ordenada) de (C,+,-.).
Por outro lado, o conjunto

c={(1,0)} (8.16)

é uma base (ordenada) para o espago vetorial complexo (C,+,-.).
De fato, pois o conjunto C é L.I. em (C,+,-.).
Notemos também que, se z = (a,b) € C segue que

z=(a,b)

= (a,b)-.(1,0)
~——

=A

ou seja, o conjunto C gera o espago vetorial complexo (C,+,-.), , ou seja, gera e é L.L.,
portanto, pela Definigdo , serd uma base (ordenada) de (C,+,-.).
O

Observacgao 8.4.2

1. O Ezemplo BZ_1 chama-nos a atenc¢cdo para o fato que se considerarmos o espago
vetorial real (C,+,-,), temos que uma base (ordenada) deste possut dois elementos
(veja (E13)).

Por outro lado, o espago vetorial complezo (C,+,-.), temos que uma base (orde-
nada) deste possui um unico elemento (veja (EID)).

2. A base (ordenada) B, dada por (ETH), é denominada base (ordenada) candnica
do espacgo vetorial real (C,+, ).

3. A base (ordenada) B, dada por (EIH), é denominada base (ordenada) candnica
do espaco vetorial colorblue complexo (C,+, ¢).

Para finalizar esta segdo, vamos voltar ao Exemplo B2, mais precisamente:
Exemplo 8.4.2 Encontre o conjunto solugdo associado a equacgcdo matricial homogénea

A-x= 03] y (817)

1 -2 0 0
onde A=|0 0 1 —1 0 | €Mss. (8.18)
00 0 0 1

Resolugao:
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Vimos na resolugdo do Exemplo BZT, que toda solugdo da equagdo matricial (B7I7), deverd
ser da forma (veja (BZR)):

-3
; 0
U = X + - 1
0 1
0 0
oW + o Uuy, (8.19)
2
) 1
onde W= (8.20)
0
-3
0
e u; = 1 (8.21)
1
0
]

Facamos algumas consideragbes sobre o Exemplo EZ2 acima:

Observacao 8.4.3

1. Notemos que, de (BZd), segue que o conjunto solugdo da equag¢do matrictal (BEI2)
€ um subepago vetorial do espago vetorial (Ms(R),+,-).

2. Notemos também que os vetores w; e u,, dados por (EZ0) e (BZW), respectiva-
mente, sdo L.I. no espaco vetorial real (Ms;(R),+,-).

3. Portanto, das conisderagdes acima, se considerarmos
W ={x e M5(R); A-x=03} (8.22)

teremos que o conjunto W é um subepaco vetorial do espago vetorial (Ms(R),+, )
e

B ={u,uy}

(m)é(m) (8 23)

o O = DN

\

serd uma base (ordenada) para o espago vetorial real (W ,+,-).
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4. Observemos que o posto da matriz A, do Exzemplo BZ-3 (dada por (EI3)) € 3, isto
€
rank(A) = 3,
e a equagdo matricial (H) (dada por (BET1D)), possui duas solugbes que tem a
propriedade acima, isto €, qualquer solugcdo da equagdo matricial (H) (dada por
(BT2)), pode ser obtida como combinagdo linear das solugdes w; e u, (dadas por

(E20) e (BE2M), respectivamente).

Além disso notemos gque, se denotarmos o numero de elementos da base (orde-
nada) B por dim(W), teremos:

dim(W) =2
= 5 — 3
~—~— ~—

numero de varidveis  posto de A

1sto € , o numero de solugbes L.I. da a equag¢do matricial (H) (dada por (EI7)) é

tgual ao numero de varidveis do sistema linear menos o posto da matriz A (dada
por (BE1R)).

Baseado na situagdo acima, temos o:

Teorema 8.4.1 Sejam k € N e A € M,,, de posto igual a k.
Entdo o conjunto das solugdes da equagdo matricial homogénea

A-x=0 (8.24)

é um subespago vetorial do espago vetorial real (ou complezo) (Mun(R),+,-), formado
pelas matrizes My, da forma:

U=0 W+ U+ -+ Xng Uk € My, (8.25)
onde &; € R (ou C), paraic{1,2,--- ,n—Xk}, sendo que as matrizes
u; € M1 \{O}, para cada i€e{1,2,---,n—k},

podem ser obtidas resolvendo-se a equag¢do matricial (H) (dado por (BEZ24)), assoctado
a matriz na FERL, assoctada a matriz A (sGo as n—k solugées L.I. em (M1 (R),+,-)).
Em particular, se W é o subsepaco vetorial do espago vetorial real (ou complezo)
(Mn1,+,:), que contém todas a solugdo da equagdo matricial (H) (dada por (EZ)),

seque que
dim(W) =n — rank(A), (8.26)

onde dim(W) denota o nimero de elementos de uma base (ordenada) do espago vetorial
real (ou complezo) (W,+,-).

Demonstracgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a demonstragdo deste resultado.
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8.5 Exercicios

Exercicio 8.5.1 Verificar em cada um dos casos se o subconjunto B, contido no espacgo
vetorial real (V,+,-) € uma base (ordenada) do mesmo.

1. Bi{qo>q1)q2)q3}; onde
qo(x)£]> q1(x)£1+x, qZ(X)£1_X2 ,qg(X)i]—X—Xz—Xs >VX€R

e V = Z;(R), munido das operagdes usuais de soma de funcgbes e multiplicagdo
de numero real por funcao.

. 11 21 01 00 . : .
2.B—{<O 0>,<0 O>’<1 O)’(O 2)}eV—Mz(R),mumdodasopemgoes

usuais de soma de matrizes e multiplicacdo de numero real por matriz.

3 B={(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)} e V=R* munido das operagées
usuais de soma de quddruplas ordenadas e multiplicacdo de numero real por
quddrupla ordenada.

4. B={p1,P2,,ps} € V=P5(R), munido das operagdes usuais, onde

p1(x)£1, pZ(X)il‘FX» pS(X)i]_sz p4(X)£1_X_X

. 11 2 1 0 1 00 B . .
5.[5’—{(0 O)’(O 0>,<1 O)’(O 2>}eV—Mz(R),mumdodasopemgoes

usuaLs.

2_x3, parax €R.

6. B={(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)} e V =R*, munido das operacdes
USUQ1LS.

Exercicio 8.5.2 Encontrar em cada um dos itens abaizo uma base (ordenada) do su-
bespaco W do espago vetorial real (V,+,-).

1. W={(x,y,z,t) eR';x—y=0 ex+2y+t=0} e V=R’ munido das operagies
usuais de soma de quddruplas ordenadas e multiplicacdo de numero real por
quddrupla ordenada.

1 2
0 1
usuais de soma de matrizes e multiplicacdo de numero real por matriz.

2. W={XeM;R);A-X=X}onde A= eV = M;,(R), munido das operagdes

3. W={pecAHMR),;p"(x)=0,Vx e R} e V = H(R), munido das operagbes usuais
de soma de fung¢des e multiplicagdo de numero real por funcao.

10
11
operagbes usuais de soma de matrizes e multiplicagdo de numero real por matriz.

4. W ={XeMR);A- X=X -A} onde A = e V= M,(R), munido das
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Exercicio 8.5.3 Determinar uma base e a dimensao do espago vetorial real formado
pelas solugbes de cada um dos sistemas lineares homogéneos abaizo:

2x—2y+z=0 x—y=0
1. { 3x—y+32z=0, 2. ZX—fU:O
Exercicio 8.5.4 Sejam U e W o0s sequintes subespagos vetoriais do espago vetorial real

(R4>+>')"
u={a,b,c,d); b—2c+d=0} e W={(a,b,c,d); a=d e b=2c}.

Ache uma base e a dimensdo dos sequintes susbespacos vetoriais do espaco vetorial
real (R*,+,):

1. u 2. W 3. Uunw 4. U+W.

Exercicio 8.5.5 Encontre uma base (ordenada) do espago vetorial real (M;(R),+,-),
munido das operacoes usuais de soma de matrizes e multiplicacdo de numero real por
matriz, que contenha os vetores

1 0 11

10) “\oo)"
Exercicio 8.5.6 Ache uma base (ordenada) para o subespago vetorial W do espago ve-
torial real (Z(R),+,-), que € gerado pelos seguintes polinémios:

1. {u,v,w}, onde

w(x) =x°42x*=2x+1, v(x) =X°+3x°—x+4, w(x) =2x34+x*~7x—7, para x € R.

2. e{u,v,w}, onde
u(x) =x4x2=3x+2, v(t) =2x3+x*4Hx—4, wx) =4x3+3x*-5x+2, para x € R.
Exercicio 8.5.7 Seja B ={v;,---,v,} uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou

complezo) (V+,-).
Mostre que

1. o conjunto
C={vi,vi+va,vi+Vvo+v3,---,vi+---+v.},

serd uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complezo) (V+,-);
2. se oy # 0, para todo j €{1,2,---,n}, entdo o conjunto
{OC] Vi, ,06n~Vn},

serd uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complezo) (V+,-).
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Exercicio 8.5.8 Seja (V,+,-) o espago vetorial real formado pelas fung¢des de R em R.
Mostre que os vetores f,g,h € V sdo L.I., onde

f(x) = sen(x), g(x)=cos(x), e h(x)=x, parax € R.

Exercicio 8.5.9 Determinar uma base do espaco vetorial real (R*,+,-), que contenha
os vetores u; = (1,1,1,1) eu, =(2,1,2,1) como dois de seus elementos.

Exercicio 8.5.10 Encontrar em cada um dos itens abaizo uma basedo subespacgo vetorial
W do espago vetorial real (V,+,-).

1. W={(x,y,z,t) eR*; x —y=0 ex+2y+t=0} e V=R* munido das operagdes
USUALS.

1 2
0 1
operagbes usuais.

2. Sejam A = ( ), W = {Xe Ma(R); A- X=X} e V= My(R), munido das

3. W={pecAR);p"(x) =0, para todo x € R} e V= (R), munido das operagdes
USUaLs.

4. SejamAi(} (])

operacoes usuals.

>, W ={XeMy(R);A-X=X-A} e V=M(R), munido das

Exercicio 8.5.11 Dados U, W subespacgos vetoriais do espago vetorial real (V,+,-), de-
terminar,

(1) uma base do susbespago vetorial U.

(1) uma base do susbespago vetorial W.
(111) uma base do susbespago vetorial U+ W.
(1v) uma base do susbespago vetorial UNW,
nos em cada um dos seguintes casos:

1. U= {(x,y,z) cR3;x+y +z:0}, W ={(x,y,0);x,y € R} e V=R3, munido das
operagdes usuais.

2. U ={AeM; tr(A) =0}, W = {AeM;; A'=—-A} e V = My(R), munido das
operagdes usuais, onde tr(A) denota a soma dos elementos da diagonal principal
da matriz A, chamado de trago da matriz A.

3. U={peV;p'(x) =0 para todo x e R}, W = {p e V;p(0)=p(1)} e V = H(R),
munido das operagdes usuais.
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Exercicio 8.5.12 Sejam W;,W, subespacos vetoriais do espacgo vetorial real (W,+,-)

e consideremos V = W; & W,. Mostre que se o conjunto A = {vi,vy, -+, W} € uma
base do espacgo vetorial real (W;,+,-) e o conjunto B ={w;,w,,--- ,w,} € uma base do
espago vetorial real (W, ,+,-), entdo o conjunto vy = {vi,va, - , Vi, Wi, Wa,..., W} serd

uma base do espago vetorial real (V,+,-).

Exercicio 8.5.13 Suponhamos que o conjunto B = {uy,---,u,} € uma base do espago
vetorial real (V,+,-). Mostre que:

1. o conjunto y ={w;, w1+, +uy +uz, -, + -+ -+ Uyt também € um base do
espaco vetorial real (V,+,-).

2. sejam «; # 0, para cada j € {1,--- ,n}. Entdo o conjunto & ={a; - Wy, -+, Xy - Uy}
também serd uma base do espago vetorial real (V,+,-).

Exercicio 8.5.14 Seja V = {x € R;x > 0} e considere no conjunto V, as seguintes
operacgoes:
udv=uv e aOu=u”.

1. Mostre que (V,+,-) € um espago vetorial sobre R.

2. O subconjunto B = {1} € uma base para o espago vetorial real (V,+,.)? Justifique
sua resposta.

3. Determine uma base do espago vetorial real (V,+,-).
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Capitulo 9

Dimensao de um espaco vetorial

9.1 Introducao

Podemos agora introduzir a négdo de dimensdo de um espago vetorial real (ou complexo) que
sdo finitamente gerados.

9.2 Definicao e propriedades

Para iniciar esta secdo temos o seguinte resultado fundamental para o que segue:

Teorema 9.2.1 Seja V # {0}, tal que (V,+,-) é um espago vetorial real (ou complezo)
finitamente gerado.

Entao toda base (ordenada) do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) possui o
mesmo numero de vetores.

Demonstragao:

Observemos primeiramente que, do Teorema E=31, segue que o espago vetorial real (ou
complexo) (V,+,-) admite uma base (ordenada) .

Sejam

Bi{u])uZ)"' )u”ll}
€ Ci{vl»VZ»"')Vm}
duas bases do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).

Nosso objetivo é mostrar que
m=n,

ou seja, qualquer base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) deverd ter
exatamente, n elementos.
Suponhamos, por absurdo, que
n>m. (9.1)

Mostremos que isto implicard que os vetores

U, Uy, -y Uy

219
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sdo L.D. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), o que contraria o fato de formarem
uma base (ordenada) .
Como os vetores
ViyVa,° 4y Vm

geram o espago vetorial real (ou complexo) (V,+, ), pois o conjunto C é uma base (ordenada)
do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-)), paracadaj € {1,2,--- ,n}, podemos escrever
o vetor u;, como combinagdo linear dos vetores

ViyV2y 3y Vm,
isto é, podemos encontrar escalares

0jy X2j -+ 4 &mj € R (ou C),
tais que

U = &5 - Vi + -+ Onj - Vm
m
= Z(Xij *Vi. (92)
i=1

Assim, de (E2), segue que, se

B B 2 (9:3)
(e=2) (e=2)
m m

ou seja, ( BjocU)-v1+-~~+<ZBjocmj>-vm:O.
j=1

Como os vetores
Viy"  yVm

sdo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), deveremos ter
n
Zocij B; =0, paracada ie{l,2,---,m}.
j=1
As identidades acima correspondem a um sistema linear homogéneo de m equagdes com

n incégnitas, a saber,
B;, para ie{l,2,--- ,n}.
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Como estamos supondo (veja (ECT))
n>m,

existe uma solugdo ndo trivial deste sistema linear, pois hd mais incégnitas,no caso n, do que
equagles, no caso, m, isto é, uma solugdo

[31)[32)"'»[371)
onde f3;, #0, paraalgum j,€{l,---,n},

pois a solugdo trivial,
Br=Pr=:=Ppn=0

é sempre solugdo de um sistema linear homogéneo (veja a se¢do B4 do Capitulo B).
Logo, de (E33), segue que os vetores

Ui,Uz,-- U

deverdo ser L.D. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,:), o que é um absurdo pois,
por hipétese, o conjunto

B={uw,uy, - ,un}

é uma base (ordenada) de (V,+,-).
Logo deveremos ter

De modo semelhante, mostra-se que

ou seja,

completando a demonstragdo do resultado.
OJ

Observacao 9.2.1 Resumindo, o Teorema acima, nos diz que qualquer base (or-
denada) de um espago vetorial real (ou complezo), ndo identicamente nulo, finitamente
gerado, tem o mesmo numero de vetores.

Com o resultado acima podemos introduzir a:

Defini¢ao 9.2.1 Seja (V,+,:) um espago vetorial real (ou complexo) finitamente ge-
rado.
Se

definiremos a dimensao de V, como sendo 0 e escreveremos

dim(V) = 0. (9.5)
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Se
Vv #{0},

definiremos a dimensao de (V,+,:), como sendo o nimero de elementos de uma base
(ordenada) qualquer do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) e escreveremos

dim(V) = ndmero de elementos de uma base (ordenada) qualquer de (V,+,-), (9.6)

ou seja, utilizaremos o simbolo dim(V) para denotar a dimensdo do espago vetorial real
(ou complezo) (V,+,-).

Em contraponto, temos a:

Defini¢ao 9.2.2 Se um espago vetorial real (ou complexo) (V,+,:) nao € finitamente
gerado, diremos que ele tem dimensao infinita.

Com isto temos a:

Proposicao 9.2.1 Seja (V,+,:) um espago vetorial real (ou complexo) de dimensdo
infinita.

Entdo o espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) possui um subconjunto formado
por um numero infinito de vetores L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).

Demonstragao:
Temos que
V #{0}
pois, caso contrdrio,
dim(V) =0,

0 que contraria o fato de sua dimensao ser infinita.

Selecione u; € V, de modo que
W 75 0.

Como o espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) ndo é finitamente gerado, temos que
Wl CV e V#hl.
Logo, podemos encontrar

u eV,
tal que u € [w]. (9.7)

Desta forma, os vetores u,u; sdo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-)
pois, caso contrério, se fosse L.D. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), deveriamos
ter u, € [w], pois u; # O o que contrariaria (E2).

Além disso, temos que

[, wlCV e V#u,ul,
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caso contrdrio, o espago vetorial real (ou complex) o (V,+,-) teria dimens&o finita (no caso,
igual a 2), contrariando a hipétese que ele ndo é finitamente gerado (por ter dimensdo infinita).
Prosseguindo com as idéias acima, suponhamos que tenhamos encontrado vetores

U, Uy, oy Uy €V

L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).
Como o espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) ndo é finitamente gerado, segue que

[ul)uZ)"’)un]gV € V#[ulj‘uQ)"')un]-
Logo , existe
Unt+1 € V» tal que  Unyg Q/ [LL] y U2y »un]> (9-8)
assim os vetores
WUy U2y -y Upy Uptg ev

deverdo ser L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) pois, caso contrario, como os
vetores

u],uz)... ,‘LLn

sdo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), pela Proposigdo 34, deveriamos
ter

Unt1 € [LL1,LLz,“' )un]>

o que contrariaria (E3).

Portanto, para qualquer conjunto finito de vetores L.I. no espago vetorial real (ou com-
plexo) (V,+,-), podemos sempre encontrar um vetor, que ndo estd no subespago gerado por
esse conjunto finito, e que, além disso, reunindo este vetor ao conjunto finito que tinhamos,
obteremos um conjunto L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,:), ou seja, existe
no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) um conjunto formado por infinitos de vetores
L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), como querfamos demonstrar.

O

Como consequéncia da demonstragdo do Teorema EZZTl, temos a:

Proposicao 9.2.2 Sejam n € N fizado e um espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-)
de dimensdo n, ou seja,
dim(V) =n.

Entdo qualquer conjunto de vetores do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-),

com mais de n elementos €, necessariamente, L.D. no espago vetorial real (ou com-
plezo) (V,+,-).

Demonstragao:
Suponhamos, por absurdo que, os vetores

u])uZ)"')umEV
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sdo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), com
m>n.

Entéo, seguindo a demonstracdo do Teorema BT, a partir de (EC1), obteremos um ab-
surdo.
Logo, mais de n vetores no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), deverdo ser L.D.
no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), como queriamos demonstrar.
O

Como consequéncia temos o:

Corolario 9.2.1 Todo subespago vetorial de um espago vetorial real (ou complexo) de
dimensao finita, também terd dimensdo finita.

Demonstracao:

Sejam (V, 4+, -) um espago vetorial real (ou complexo) de dimensé&o finita e W um subespa-
co vetorial do espago vetorial real (ou complexo) (V,+, ).

Suponhamos, por absurdo, que o espago vetorial real (ou complexo) (W,+,:) tenha
dimensao infinita.

Pela Proposicdo B2, existiriam um subconjunto L.I. no espago vetorial real (ou com-
plexo) (V,+,-), formado por vetores de W, com infinitos elementos.

Como estes vetores também sdo vetores L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V, 4+, ),
pela Proposigdo E-X3, o ntimero deles deveria ser menor do que a dimensdo de V, que é finita,
0 que seria um absurdo.

Logo a dimensdo do espago vetorial real (ou complexo) (W,+,-) deverd ser finita, como
queriamos demonstrar.

O

Observagao 9.2.2

1. Na verdade podemos ser um pouco mais precisos na conclusdo do Coroldrio
actma, a saber: suponhamos que W um subespago vetorial de (V,+v,-v), que tem
dimensao finita n.

Entao
dim(W) <n,
ou seja, dim(W) < dim(V). (9.9)
Para mostrar isto basta supor, por absurdo, que

dim(W) > n.

Logo ezxiste uma base (ordenada) de (W,+v,-v) formada por mais que n veto-
res, em particular, existem mais que n vetores L.I. no espago vetorial real (ou
complezo) (W, +v,v).
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Assim os elementos desta base (ordenada) de (W,+v,-v) também serdo L.I. no
espago vetorial real (ou complexo) (V,+vA,-v), ou seja, erxiste um subconjunto
formado por vetores L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+v,-v) que
tém mais que n elementos.

Como
n >dim(V),

pela Proposi¢dao TZ3A, teriamos um absurdo.

Portanto, podemos conlcuir que

dim(W) < dim(V).

2. Se o espago vetorial real (ou complezxo) (V,+,-) tem dimensdo n, diremos que ele
€ um espago vetorial real (ou complezo) n-dimensional.

Temos também o:

Corolario 9.2.2 Suponhamos que o espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) € um
espago vetorial real (ou complexo) n-dimensional e os vetores

Wy, Uy y Uy

s@o L.I. no espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).
Entdo estes vetores formam uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou com-
plezo) (V,+,-).

Demonstracgao:
Seja
B={w,u, - u}
formado por n vetores L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,).

Mostremos que o conjunto B é uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo)
(V,+,), ou seja, que geram o espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), pois eles sdo L.I.
no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).

Suponhamos, por aburdo, que exista

uev,
tal que uéeu,uy, - ,uwyl.
Isto implicard que os vetores
W, Up, -y Un

sdo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).

Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor (veja a Proposigdo [34).

Mas isto contrariaria a Proposigdo 23, pois teriamos um conjunto L.I. no espago vetorial
real (ou complexo) (V,+,-), com mais que n = dim(V) vetores.

Logo o conjunto B gera o espago vetorial real (ou complexo) (V,+, ) e portanto o conjunto
B serd uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), como queriamos
demonstrar.

OJ
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9.3 Exemplos

Tratemos de alguns casos importantes:

Exemplo 9.3.1 Consideremos o espago vetorial real (R",+,-) (veja o Ezemplo f-2-3).
Entdo

dim (R") =n. (9.10)

Resolucao:
Lembremos que, do Exemplo EZ21, temos que o conjunto

Bi{ﬁ)eZ)"' )en}an>
onde er = (1,0,---,0),

é uma base (ordenada) (dita, base (ordenada) canénica) do espago vetorial real (R™,+,-).
Logo, da Definicdo EZXT, segue que

dim (R") =n,
completando a resolugdo.

Temos também o:

Exemplo 9.3.2 Consideremos o espago vetorial real (Z(R),+,-) (veja o Exzemplo [6-3-1).
Entado

dim [Z(R)] = o0 (9.11)

Resolucao:

Lembremos que, do Exemplo E37, temos que o espago vetorial real (#(R),+,-) ndo é
finitamente gerado.

Logo, pela Definicdo B2, sua dimensdo ndo pode ser finita, assim

dim (2 (R) = oo,

completando a resolugao.

Temos também o:
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Exemplo 9.3.3 Consideremos o espago vetorial real (Z,(R),+,-) (veja o Ezemplo F-2-71).

Entdo
dim[Z,(R)] =n+1. (9.12)
Resolugao:
De fato, do Exemplo E23H, temos que o conjunto
B ={po,p1, -+ ,pPn} € Zn(R), (9.13)

formado pelos seguintes polinémios:

Po(x) =T,
pi1(x)

P2(x)

b

X
XZ

pn(x) =x", para x€R,

geram o espago vetorial real (Z,(R),+, ).

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que o conjunto B é um conjunto L.I. no
espaco vetorial real (#,(R),+,-), ou seja, serd uma base (ordenada) para o espago vetorial
real (Z.(R),+,:).

Portanto, da Definigdo B2, segue que

dim[Z,.(R)] =n+1,

completando a resolugao.
OJ

Observagao 9.3.1 A base (ordenada) BB, dada por (E13), é denominada base (ordenada)

candnica do espago vetorial real (Z,(R),+,").

Outro importante é dado pelo:

Exemplo 9.3.4 Sejam m,n € N e o espago vetorial real (My,xn(R),+,-) (veja o Exzemplo
ZZ3).

Entado
dim M xn(R)] =mn. (9.14)

Resolugao:
Lembremos que, do Exemplo B34, temos que o conjunto

Bi{Ek,l; k€{152)"')m})16{1)23"')11}} (9'15)
formado pelas matrizes de M,«n(R) dadas por:

Exi = (5!;}1) 1<i<m

1<5<n
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onde, para cada
kE“)"' ,TTL,} € le{]) ,TL}

temos que

Kl -
O =

{1 . se (i,j) = (k,1)

0, se(i,j)#(k,l)

formam uma base (ordenada) do espago vetorial real (M,«n(R),+,-).
Portanto, da Definigdo BT, segue que

dim [men(R)] =mn,

completando a resolugao.
OJ

Observacao 9.3.2 A base (ordenada) BB, dada por (EE13), é denominada base (ordenada)

canonica do espaco vetorial real (M yn(R),+,-).
Deixaremos como exercicio para o leitor o:
Exercicio 9.3.1

1. A dimensdo do espago vetorial das matrizes rears quadradas e stmétricas de ordem
n (veja Exemplo BZA) € igual a

nn-+1)
—

2. Qual a dimensdo do espaco vetorial das matrizes reais quadradas e anti-simétricas
de ordem n (veja o Ezercicio E2Z4) ?

9.4 Mais propriedades...

Temos o seguinte importante resultado:

Teorema 9.4.1 (do completamento) Seja (V,+,:) um espago vetorial real (ou com-
plezo) de dimensdo n.
Suponhamos que os vetores

U, Uy, y Uy €V
s@o L.I. no espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) com
m<n=dim(V).
Entdo podemos encontrar n — m vetores
Uity Uy €V
de modo que o conjunto
B={w,w,  yUnyUnity U}

¢ uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).
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Demonstragao:
Notemos que, como
m<n=dim(V),

segue que
[ul y Uy )um] #V)

ou seja, podemos encontrar
Uit € VN[, up, -yl . (9.16)
Afirmamos que os vetores
Uiy Uy oy Uy Uyt €V

sdo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).
De fato, pois se os vetores

Uy U2y oty Uy Uy € \%
fossem vetores L.D. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), como os vetores
U, Uy, - yUy €V

sdo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), da Proposi¢do 34, teriamos que

Um € [ur,uz, -+, unl,
o que contrariaria (E13).
Notemos agora que, se
m+1=n,
entdo teriamos que o comjunto
{u1 yUzy oo 7um)um+1}

serd uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,:) e este conjunto
contém os vetores
Wiy, Uy sy Uy

e assim terminariamos a demonstragao.
Caso contrario, isto €, se
m+1<n=dm(V),

entdo segue que
(Wi uzy s yumal #V,

ou seja, podemos encontrar um vetor

Um42 EV\[LL],U.z,"' )umH]- (9'17)
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Afirmamos que os vetores
U, Uyt Uty Uiz € V

sdo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).
De fato, pois se
Uiy Upy sy Uty U2 € \%

fossem vetores L.D. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), como os vetores
W, Uy, yUpye EV
sdo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), pela Proposicdo 24, teriamos que
W2 € W, U, W],

o que contrariaria (E172).
Como
dim(V) =n < oo

repetindo os argumentos acima, um nuimero finito de vezes, encontraremos vetores
Umpty Ums2y s Umik € V)

com
m+k=n=dim(V),

de forma que o conjunto
B = {LL] y W2yt yUmy Uty - o »um+k}

seja L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+,:).
Como
dim(V)=n=m+k,

segue que o conjunto B serd uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo)
(V,+,-) e este conjunto contém os vetores

U, Uz, yUn,

completando a demonstracdo do resultado.
O
Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 9.4.1 Consideremos o espa¢o vetorial real (]R3,+,-) (veja o Ezemplo F-23,
commn =3).
Encontre uma base (ordenada) do espaco vetorial real (R3,+,') que contenha o

vetor
(1,1,—-1) eR>.
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Resolugao:
Sabemos, pelo Exemplo B3 (com n = 3), que

dim (R*) = 3.

Logo Teorema do completamento (isto é, do Teorema BZ1), podemos encontrar 3 — 1 =
2vetores, que denotaremos por

w = (x1,Y1,21)
e W= (x2,Y2,2) €R3,
(9.18)

que juntamente com o vetor
u=(1,1,-1)

formem uma base (ordenada) do espago vetorial real (]R3 sy -), ou ainda, seja, L.I. no espaco
vetorial real (R®,+,").
Porém, do Exemplo 22, sabemos que isto é equivalente ao determinante da matriz

1 X1 X2
A= 1 Yi Yz
—1 ZT Z»

=% (Y1 +2z1) —y2 (x1 +21) + 22 (Y1 —x1) (9.19)

ser diferente de zero.
H& uma infinidade de possibilidades para que isto acontega, por exemplo, tomando

(X1,yl,Z]) :(O>])])

€ (X2>UZ)ZZ)£(O>O)”> (9'20)
teremos:
1 00
det(A) T2 g g
-1 1 1
—14£0.

Portanto uma base (ordenada) do espago vetorial real (R3 y Ty -), que contenha o vetor
u=(1,1,-1)
é, por exemplo, o conjunto
B={1,1,—-1),(0,1,1), (0,0,1)},

completando a resolugdo.

Outro exemplo muito importante é o, baseado no Exemplo EZT:
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Exemplo 9.4.2 Encontrar as dimensdes do espago vetorial real
(V)+>') = (C>+>'u;;)
e do espago vetorial complexo

(W)+)') :(C>+>'c)>

onde as operagées +, -r e -c, foram definidas em (BE12), (E13) e (E4), respectivamente.

Resolugao:
Como vimos na resolucdo do Exemplo EZ, o conjunto

B={(1,0),(0,1)} (9.21)

¢ uma base (ordenada) para o espago vetorial real (C,+,-.), portanto a sua dimensdo serd
igual a 2, ou seja,
dim(V) = 2.

Por outro lado o conjunto
c={(1,0) (9:22)

é uma base (ordenada) para o espago vetorial complexo (C,+,-.), portanto a sua dimenséo
serd igual a 1, ou seja,
dim(W) =1,

completando a resolugao.

9.5 Dimensao da soma de subespacos vetoriais

Comegaremos esta secdo com o seguinte importante resultado:

Proposicao 9.5.1 Seja (V,+v,v) um espago vetorial real (ou complero) de dimensdo
finita.

Se os conjuntos U e W sdo subespagos vetoriais do espago vetorial real (ou complezo)
(V,+v,v), entdo teremos que

dim(UNW) 4+ dim(U 4+ W) =dim(U) 4+ dim(W), (9.23)

ou ainda, dim(U 4+ W) =dim(U) + dim(W) — dim(U N W) (9.24)
Demonstragao:

Do Corolédrio B2, segue que todo subespago vetorial de um espago vetorial real (ou

complexo) de dimens&o finita, terd também dimensdo finita.
Em particular, temos que

dim(U), dim(W), dim(UNW), dim(U+ W) <dim(V) < co.
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Se
m=dim(UNW) < o0, (9.25)

da Defini¢do 7?7, podemos encontrar um conjunto
C i{\)] y V2, )Vm}>

formado por vetores do espago vetorial real (ou complexo) (V,+v,-v), que é uma base (or-
denada) do espago vetorial real (ou complexo) (UNW, 4y, v).

Como estes vetores de UN W C U, sdo L.I. no o espago vetorial real (ou complexo)
(U,+v,v), pelo Teorema EZ1, podemos encontrar vetores

Wy Uz, sy Up EU,
tais que o conjunto

Ai{\havla"' yVm,yUr, Uy - )up}

é uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (U, +v,-v).
Notemos que, neste caso, estamos supondo

dim(U) =m+p. (9.26)
Por outro lado, os vetores
Viy sy Vm
sdo L.I. em (V,+,) e também pertencem a W.
Logo, pelo Teorema (EZ), é possivel encontrar vetores
Wiy -y Wy €W>
de modo que o conjunto
B i{vh oy Vmy Wiy - >Wq}>
seja uma base (ordenada) de (W, +v, v).
Notemos que, neste caso estamos supondo
dim(W)=m+q. (9.27)
Com isto, teremos:

dim(UNW) =m,
dim(U) =m+p
e dim(W) =m+q. (9.28)

Notemos que, na situagdo acima, teremos:

(=),

dim(U) 4+ dim(W) —dim(U N'W) (m+p)+(m+q)—m

=m+p+q. (9.29)
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Sendo, de (E=29), a fim de mostrarmos a validade da identidade (E223), é necessério (e, na
verdade, suficiente) mostrar que

dim(U+W)=m+p+q. (9.30)
Para tanto, basta mostrarmos que o conjunto
D i{u] y U2y Up y Wi Woye o s Wqy V13 Voot >Vm} (9'31)

é uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (U + W4y, v).
Mostremos primeiramente que os vetores do conjunto D geram o espago vetorial real (ou
complexo) (U+ W, +v,-v).
Para isto, dado
velUu+W,

segue que, da Defini¢do (EZ3), podemos encontrar

ueld
e we W,
tais que v=u-+w. (9.32)

Como u € U, e o conjunto .A é uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo)
(U,+v,v), segue que o vetor u pode ser escrito como uma combinagéo linear dos vetores

Up, Uy, ’U"P’v]’”' s Vi -

De modo semelhante, como w € W, e B base (ordenada) do espago vetorial real (ou
complexo) (W, +v,-v), segue que o vetor w pode ser escrito como uma combinagdo linear
dos vetores

Wiy Wy - )Wq>vh"' yVm -

Deste modo, o vetor
v=u-+w

podera ser escrito como uma combinacgdo linear dos vetores

WUpy,Upy--- ,%,V],Vz,"' yVm y Wi, W3, - )WCH
ou seja, VE[u1,"',LLp,V1,"‘,\/‘m,W],"',Wq],
mostrando que U+W =,y Uy, Vi Vo, Vi, W1, Wy, Wl

ou seja, o conjunto D gera o espago vetorial real (ou complexo) (U+ W, +v,-v).
Mostremos agora, que o conjunto D é L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+v, -v).
Suponhamos que os escalares

OC])OCZV">O('p>[51>[52>"'qu)61362>"')6m€R(0uC)’
sdo tais que

U0 Uy PR Wi+ By Wy 0 v+ 0 v = O (9.33)
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que pode ser reescrita como:

0(1.u]+...+o(p.up+61.v1+...+6m.\)m:—ﬁ1.W1_..._Bq.wq)
eu ew
ou seja, U+ 0 U+ O Vi F OV =P Wy — - =By wg e UNW.

Em particular, teremos que:
—Br Wy — o= By W € UNW = [y, v, oo, vl.
Consequentemente, podemos encontrar escalares

‘y1)0(2)"',ym€R(OU.(C),
taisque _61'W1_"'_Bq'wq:‘Y1'V1+"'+‘Ym'vm3

ou seja, Br-wi+- -+ Py Wg+vY1i-Vit+ o+ Ym v =0.

Como os vetores
W1, Wo s s Wq, V1, Vo, Vi € W

sdo L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (W, +y,-v) (pois formam uma base (ordenada)
do espago vetorial real (W, +v,-v)), segue-se que deveremos ter

Yi=Y2==Ym=P1=P2=-=p4=0. (9.34)
Assim, de (E33), a equagdo (E33), tornar-se-a:
& U+ Uy F O v O - v = 0.

Mas os vetores
Upy oy UpyViy ooy Viny

sdo L.I. em (U, +v,-v) (pois formam uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou com-
plexo) (U, +v,-v)).
Logo segue-se que
X = =0y =0y = =0y =0. (9.35)

Portanto, de (E234) e (E23H), segue que os vetores do conjunto D (dado por (E=1)) séo
L.I. no espago vetorial real (ou complexo) (V,+vy,v) e assim uma base (ordenada) do espago
vetorial real (ou complexo) (V,+v, v).

Portanto segue que o conjunto D, dado por (E=31), serd um base (ordenada) para o espago
vetorial real (ou complexo) (U+ W ,+y,-v) , ou ainda,

dim(U+W)=m+q
(e23)

=" dim(U) + dim(W) —dim(UN W),

ou seja, vale a identidade (E=23), completando a demonstragio.
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Corolario 9.5.1 Seja U um subespago vetorial de um espago vetorial real (ou complezo)
(V,+,) de dimensdo finita.

Se
dim(U) = dim(V), (9.36)
entdo deveremos ter
u=yVv.
Demonstragao:
Suponhamos, por absurdo, que
u==v

(temos que U C V), isto é, existe um vetor

wev,
tal que w ¢ Uu,

em particular,

Uy 7& O
pois, se u; fosse o vetor O estaria em U.
Definamos
W = [LL1] .
Logo
dim(W) =1. (9.37)
Como
1w ¢ U,
segue que unw ={0},
logo, dim(UNW) =0. (9.38)

Por outro lado, Proposigao E.5, segue que

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) + dim(U N W)
—_——— —

=), =),
— dim(U) + 1
o i
dm(U) =) i (V) + 1
> dim(V),

0 que é um absurdo, pois o conjunto U + W é um subespago vetorial do espago vetorial real
(ou complexo) (V,+,-) logo, do item [O. da Observagdo B2, deveremos ter

dim(U+ W) <dim(V).
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Portanto podemos concluir que
u=v,
como queriamos demonstrar.

O

Observacao 9.5.1 Notemos que se (V,+,-) um espago vetorial real (ou complexo) de
dimensdo finita, U e W sdo subespagos vetoriais doe spago vetorial real (ou complezo)
(V,+,:) (como na Proposi¢cdo @A) e se além disso, tivermos
V=U+W (9.39)
e dim(U) + dim(W) > dim(V), (9.40)
entdo unw #{0}

ou seja, a soma U+ W, nao serd uma soma direta.
De fato, suponhamos, por absurdo, que a soma U+ W, fosse uma soma direta.
Em particular, deveriamos ter

unw ={0}.
Logo, pela Proposi¢do [TE1, teriamos
0 =dim(UNW)
=) Gim(U) + dim(W) — dim(U + W)
(=g ezm)

=) 4im(U) + dim(W) — dim(V) ' = 0,

0 que seria um absurdo.
Logo a soma U+ W nao pode ser uma soma direta.

Também como consequéncia da Proposigdo E51 temos o:

Corolario 9.5.2 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real (ou complero) de dimensdo
finita e U e W sdo subespagos vetoriats do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-),
de modo que

V=U+W.
Entao
V=Uuaow (9.41)
se, e somente se, dim(U+ W) =dim(U) + dim(W). (9.42)
Demonstragao:

Notemos que, pela Definicdo B2, teremos:

V=UsWw
se, e somente se, unw ={0j},
que é equivalente a dizer que dim(UNW) =0,
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que, da Proposicdo (=), € equivalente a identidade
dim(U+ W) =dim(U) + dim(W),

completando a demonstragdo do resultado.

9.6 Mais exemplos...

Comegaremos pelo:

Exemplo 9.6.1 Consideremos U, W como no Ezxemplo E_Z3.
Encontrar bases e as dimensdes dos subespacos vetoriais

u, w, unw e u+w
do espago vetorial real (R“,-l—,-).

Resolucao:
Vimos na resolugdo do Exemplo B33 (veja (), (E223), (E213) e (2

1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)],
1,0,0, 1),(0 1,0,1),(0,0,1,1)],
]
(

unw
Uu+w=

[(1,
[(1,
[, ,0),(0,1,0,11,
[(1,

3)), que:

1,1 o 0) (0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,1)].

(9.43
(9.44
(9.45
(9.46

)
)
)
)

Verifiquemos a dependéncia ou independéncia linear de cada um dos conjuntos de vetores

acima que determinam os subespagos gerados.
Para o subsepago vetorial U:

Estudemos a dependéncia linear dos vetores que geram (U, +,-), ou seja, os vetores (veja

(E23))
(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1).

Verifiquemos se os vetores acima sdo L.I. no espago vetorial real (R“ y )

Sejam o, 3,y € R sdo tais que

“'(131>O>O)+B'(O>1>]30)+‘Y'(031>0>]):

isto serd equivalente a: (¢yx+p+v,B,v)=1(00,0,0,0),
x=0
) x+p+vy=0
ou seja, ,
=0
y=0

ou ainda, x=pf=v=0.

(0,0,0,0),
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Logo, do fato acima e da Definigdo X1, podemos conclui que os vetores
(] )] ?O)O))(O)] )] )0)3(0)] )O)])'

sdo L.I. no espago vetorial real (R*,+,-).
Portanto, de (£23), do fato acima e da Definigdo EZ2T, temos que o conjunto

B={(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)}

serd uma base (ordenada) para o espago vetorial real (U,+,-).
Logo, do fato acima e da Definicdo B2, temos que

dim(U) = 3. (9.47)

Para o subespacgo vetorial W:
Estudemos a dependéncia linear dos vetores que geram o espago vetorial real (W, +,-),
isto é, dos vetores (veja (EZ2))

(1,0,0,1), (0,1,0,1), (0,0,1,1).

Verifiquemos se os vetores acima sdo L.I. no espago vetorial real (R“ y+ )
Sejam «, 3,y € R sdo tais que

x - (1 )O>O)1)+B'(O>1 )0)])+Y' (Oa())] )” = (0)O>O>0)>
isto serd equivalente a: (¢yB,v,x+pB+v)=1(0,0,0,0),

x=0
: =0
ou seja,
y=0
x+pB+y=0
ou ainda, x=pB=v=0.

Logo, do fato acima e da Definigdo 21, podemos conclui que os vetores
(1,0,0,1), (0,1,0,1), (0,0,1,1)

sao L.I. o espago vetorial real (R4 y Ty )
Portanto, de (Z4), do fato acima e da Definigdo EZZT, temos que o conjunto

¢={1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1);}

serd uma base (ordenada) para o espago vetorial rea (W ,+, ).
Logo, do fato acima e da Definicdo BT, temos que

dim(W) = 3. (9.48)

Para o subespago vetorial U N W :
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Estudemos a dependéncia linear dos vetores que geram (U N W, +,-), isto é, os vetores
(veja (EZ3))
(1,0,—-1,0), (0,1,0,1).
Verifiquemos se os vetores acima sdo L.I. no espago vetorial real (R“ y+ )
Sejam «, 3 € R sdo tais que

(X'(]>O>_1»O)+B'(O»1>O)]) :(O)O»O>O)>

isto serd equivaelente a (x¢,B,—x,p)=1(0,0,0,0),
x=20
: p=0
ou seja, ,
—x=0
=0
ou ainda, x=pf=0.

Logo, do fato acima e da Definigdo 2T, podemos conclui que os vetores
(1 )O)_] )0) ) (031 >O)])

sdo L.I. no espago vetorial real (R*,+,-).
Portanto, de (£23), do fato acima e da Definigdo B2, temos que o conjunto

Di{((1>0>_1)0)>(O)1>0>1)}

serd uma base (ordenada) para o espago vetorial real (UNW,+,-).
Logo, do fato acima e da Definicdo B, temos que

dim(UNW) =2. (9.49)

Para o subespacgo vetorial U+ W':
Pela Proposi¢ao 5, temos

dim(U+ W) =dim(U) + dim(W) — dim(U N W)
EDEDE= 3139
=14
(), com =4 e (RY) .
Logo, do fato acima e pela Proposicdo ET5T, segue que

U+Ww=R". (9.50)

Logo podemos considerar a base (ordenada) candnica de (R“ y ) com uma base (orde-
nada) para (U+ W, +, ), ou seja,

b ={((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}

serd uma base (ordenada) para o espago vetorial real (U+ W, +,-), completando a resolugéo.
O
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Observacao 9.6.1 Notemos que, no Ezxemplo acima, temos que
dim(Unw) = 2> 0.

Logo
unw #{0}

e assim, de (EB0), seque que
RY=U+W,

mas esta soma nao é€ uma soma direta.

Temos também o:

Exemplo 9.6.2 Consideremos o espago vetorial real (Z5(R),+,-) (veja o Exemplo [-2-1,
commn =3).
Sejam

U={pe Z(R);p(0) =p(1) =0} (9.51)
e W ={q e Z(R); q(—1) =0} . (9.52)

Encontrar bases e as dimensdes para os subespacos vetoriais
u, w, unw e U+w
do espago vetorial real (%;(R),+,-).

Resolugao:

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que os conjuntos U e W sdo subespagos
vetoriais do espaco vetorial real (#;(R), 4+, -).
Para o subespago vetorial U :

Se

peuUc FR),

de (E28) (com n = 3), podemos encontrar escalares

a,,a1,a,a3 € R,

tais que  p(x) =a, + ajx +a;x* +a3x’, para x<cR. (9.53)

(E=3), com x=0

Assim  p(0) = Qo (9.54)

, com x=1
e (1) (=9), o a,+a;+a;+as. (9.55)
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Logo, de (E=21), temos que;
celu

se, e somente se,

pe
p(0
) a, =0
que, junto com (E24) e (E23), teremos:
a,+a+a;+a3=0

. a, = 0
ou seja, { , (9.56)
a; =—a; —Qas
ou ainda,
p(x) (6= (=) —(w+ az)x+ ax? +azx®
=a (¥ —x)+a; (x¥*—x). (9.57)
para cada x € R.
Definindo-se p1,p2 € Z3(R) dados por
pi(x) =x* —x (9.58)
e p2(x) =x* —x, para x€R. (9.59)
Notemos que
p1,p2 € U. (9.60)

De fato, pois

() com x=0

p1(0

)
(m) com x=1

)
pi(1)
p2(0)
p2(1)
ouseja,  p1(0) =pi(l

e  p2(0) =pafl

que, juntamente com (ERT), mostram a validade de (EZZD).
Logo, teremos que

)

0
0
0,
0
)
)

() com x=0

() com x=1
)

pel,
que é equivalente a:

= 40, (x* —x) +az (x* —x)

(E=3) e (=)

p(x)

a pi(x) + azpa(x)
=(a;-pr+az-p2)x),VxeR e a,,a; € R,

ou s€ja, U = [p1,pal- (9.61)
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Além disso os vetores p;,pz sdo L.I. no espago vetorial real (Z;(R),+,-), pois tém graus
diferentes.

Deixaremos os detalhes da demonstragdao deste fato como exercicio para o leitor.

Portanto, de (EE1), do fato acima e da Definigdo EZ2ZT, segue que o conjunto

B = {P1 »Pz}

serd uma base (ordenada) do espago vetorial real (U, +,-).
Logo, do fato acima e da Definicdo B, temos que

dim(U) = 2. (9.62)

Para o subespacgo vetorial W :
Se

qewg@S(R))

de (E28) (com n = 3), podemos encontrar escalares

ao,a1,a2,a3€R,,

tais que q(x) =a,+a;x+a;x* +a3x*>, para x €R. (9.63)
Assim
g1 =T g () (1) ey (1) (9.64)
=a,— a1 +a;—a;z. (9.65)
Logo
qeWw,
de (E22), teremos: q(—1) =0,
que, junto com ([ZZET), nos fornece: a,— a1 +a,—a3=0
ou ainda, a3 =—a,+a; —az, (9.66)
q(x) (£53) = (em) Qo + a1 X+ @ x> + (—ao + a3 — az) x°
=a, (1-¥)+a (x+%)+a (x*=x),
(9.67)
para x € R.
Definindo-se g1, 92,93 € Z;(R), dados por
qilx) =1—x%, (9.68)
qa(x) =x +x° (9.69)
e qs(x)=x*—x*, para x€ER, (9.70)

temos que

d1,92,493 € W. (9.71)
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De fato, pois

qi(—1) ey
qa(—1) =
e qs(—1) ey,

(9.72)

que juntamente com (E53), mostram a validade de (EZZD).
Logo, teremos que

qeW,
que é equivalente a:
q(x) =) ¢, (1=x)+a (x+%°) +a (x> =)
EE3),(EEY) e (2O
EERE 410 + @ @0 + a5 gs(x)
=(a-gitar-q2+a q3)x),"xeR e a,a1,a €R,
ou seja, W =1I[q1,q2,93]. (9.73)

Além disso os vetores g1, (2, qs sdo L.I. no espago vetorial real (;(R),+, ).
Deixaremos os detalhes da demonstragdo deste fato como exercicio para o leitor.
Além disso os vetores 1, gz, qs sdo L.I. em (Z5(R),+,-).

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Portanto, de (73), do fato acima e da Definigdo EZZT, segue que o conjunto

C ={q1,92,q3}

serd uma base (ordenada) do espago vetorial real (W, +, ).
Logo, do fato acima e da Definigdo B, temos que

dim(W) = 3. (9.74)

Para o subespacgo vetorial UNW :
Se

peUNWC Z(R),

(com n = 3), podemos encontrar escalares

aO)a1)a2)a3€R>

tais que p(x)=a,+arx+ ax* +a3x*, para xcR. (9.75)
Assim, de (B54), (E23) e (XED), devemos ter: p(0) = a,, (9.76)
p()=a+a1+a;+a; (9.77)

e p(—]) =0a,—a+a;—as. (9.78)



9.6. MAIS EXEMPLOS...

Logo, de (E=1), (E52), (E—™), (=) e (B278), teremos:

peunw
a, =0
se, € somente se, a,+a;+a+a3=0
a,—a;+a—az3=0
. - A =a=0
ou seja (exercicio),
az; = —aq

Substituindo-se (EC7) em (E-73), obteremos:

px)=aix—ax}

= qq (x — x*”) ,
para cada x € R.
Definindo-se v € &5(R), por

r(x) =x—x>, para x€R,

temos que r € W.
De fato, pois

(1), com x=0

(0) 0,
T‘(] ) (),c:om x=1 0)
T(—] ) (=), com x=—1 0’
ostrando a validade da afirmacao.
Logo, de (E20) e (E21), temos que
unw =Ir.

Além disso o vetor

r#0 € Z(R),

serd L.I. no espago vetorial real (#;(R),+, ).
Logo, de (E=22), do fato acima e da Definigdo EZT, segue o conjunto

D = {r}

é uma base (ordenada) do espago vetorial real (UNW,+,-).
Logo, do fato acima e da Definigdo BT, temos que

dim(UNW) =1.

Para o subespago vetorial U+ W :

245

b

(9.79)

(9.80)

(9.81)

(9.82)

(9.83)
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Notemos que, da Proposicdo B5, segue que

dim(U 4+ W) =

= dim(U) + dim(W)

E2DEEE= 5 3

—dim(UNW)

=4

(E:I'.'J) com n=3

dim [Z5(R)] .

Logo, da Proposicao E51l, segue que

U+ W = 24(R) (9.84)

e assim podemos tomar como base (ordenada) para o subsepago vetorial U + W, o conjunto
formado pelos polinémios s,, S1, S2, 53 € 3(R), dados por

, para xeR,

ou seja, a base (ordenada) canénica do espago vetorial real (Z7;(R),+,:), completando a

resolugdo;

Observagao 9.6.2 Como

temos que

O

dim(Unw) &1 £0,

Uunw #{0}.

Logo, do fato acima, de (E284) e da DefinigGo B3, seque

P (R) = U+ W,

mas esta soma nao € uma soma direta.

9.7 Exercicios

Exercicio 9.7.1 Encontrar, em cada um dos itens, a dimensdo do subespaco W do

espago vetorial real (V,+,-)

(veja o Ezercicio BE53).

1. W={(x,y,z,t) eR*;x—y=0ex+2y+t=0} e V=R~

2. W={XeM(R);A- X=X} ondeA£<

] 2) e V=M (R).
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3. W={pe AMR),;p'x)=0,vx € R} e V=(R).

10

4. W={XeM(R); A-X=X-A} onde A = (1 ]

) e V=M,;,R).
Exercicio 9.7.2 Dados U, W subespagos do espago vetorial real (V,+v,-v), determinar,
em cada um dos itens abaizo:
(1) uma base (ordenada) e a dimensdo do espago vetorial real (U, +v,-v),
(11) uma base (ordenada) e a dimensdo do espago vetorial real (W, +v,-v) ;
(111) uma base (ordenada) e a dimensdo do espago vetorial real (U+ W, +v,-v)

(1v) uma base (ordenada) e a dimensdo de do espago vetorial real (UNW  +y,-y),

nos onde:

1. U={(x,y,z) eR*;x+y+z=0}, W={(x,y,0); x,y € R} e V=T, munido das
operacgoes usuals de soma de ternas ordenadas e multiplicacdo de numero real por
terna ordenada.

2. U={A e My(R); tr(A) =0}, W ={A € M(R); At = —-A} eV =M;(R), munido das
operagdes usuais de soma de matrizes e multiplicagdo de numero real por matriz.

B U={peV;px)=0,"xeR}, W={peV;p0) =p(1)} eV=(R), munido das
operagdes usuais de soma de fungdes e multiplicacdo de numero real por funcgdo.

Exercicio 9.7.3 Sejam U e W dois subespagos vetoriais de um espago vetorial real
(V,+,-), que tem dimensdo n. Suponha que

. n . n
d1mU>z e dimW > 7

Mostre que UNW # {O}.

Exercicio 9.7.4 Dados U, W subespagos vetoriais do espago vetorial real (V,+,-), de-
terminar,

(i) a dimensdo do subespago vetorial U.
(ii) a dimensdo do susbespago vetorial W.
(iii) wma base e a dimensdo do susbespago vetorial U+ W.
(iv) a dimensdo do susbespago vetorial UNW,
nos em cada um dos seguintes casos:

1. U={(x,y,z) eR; x+y+z=0}, W={(x,y,0); x,y € R} e V=R?, munido das
operagées usuais.
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2.U={AeM; tr(A)=0}, W = {AecM;; A'=—-A} e V = My(R), munido das
operag¢des usuais, onde tr(A) denota a soma dos elementos da diagonal principal
da matriz A, chamado de tragco da matriz A.

3. U={p(t) e V;p'(t) =0 para todo t € R}, W ={p(t) € V; p(0) =p(1)} eV = F(R),
munido das operagdes usuais.



Capitulo 10

Coordenadas de um vetor em relacao a
uma base (ordenada)

10.1 Introducao

A seguir trataremos de descrever um vetor de um espago vetorial real (ou complexo) em
termos de matrizes.
Para tanto temos a:

10.2 Definicoes e exemplos
Sejam (V,+,-) um espago vetorial real (ou complexo) finitamente gerado e
Bi{tﬁ’uz»"' »un}

uma base (ordenada) de (V,+,-).

Como B é uma base (ordenada) doespago vetorial real (ou complexo) e (V,+,-) (veja a
Definicdo BEX), todo vetor de u € V, deve poder ser escrito como combinagdo linear dos
elementos de B, isto é, podemos encontrar escalares

X, 0,0y € R (ou C),
tais que

u:(x].u1_|_..._|_(xn.un

n
— Z oG- U (10.1)
i=1

Fixada a base (ordenada) B, pela Proposigdo B33, os escalares
®,y-y0n € R (ou C)

obtido acima serdo unicamente determinados pelo vetor u .
Com isto podemos introduzir a:
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Definicao 10.2.1 Os coeficientes
X, 0,0ty €R (0u C)

obtidos (de modo unico) verificando (), serdo denominados coordenadas do vetor u
em relagdo & base (ordenada) B, do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).

Denotaremos por [ulg (ou por uz) a matriz de Myi1(R) (ou M, (C)), dada por:

X1
=1 : |, (10.2)

que serd demominada matriz das coordenadas do vetor u em relagdo d base (orde-
nada) B, do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-).

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 10.2.1 Mostre que o conjunto
B={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} (10.3)

€ uma base (ordenada) do espago vetorial real (]R3,—l—,-).
Encontre as coordenadas do vetor

u=(1,2,0) e R? (10.4)

em relacdo a base (ordenada) B e a matriz das coordenadas do vetor u (isto €, [ulg)
em relagdo a base (ordenada) B.

Resolucao:
Sabemos que

dim (R*) = 3.

Logo, para verificar B é uma base (ordenada) do espago vetorial real (]R3,+,-), basta
verificar se os vetores do conjunto B sdo L.I. no esapgo vetorial real (R3 y )

Utilizando-se o Exemplo [CZ3, vemos que estes vetores sdo de fato L.I. no espago vetorial
real (R, +,), pois

1
det | 1
1

—_— O

O P
0 Exegmlo 1 ?é O )
1

Portanto, o conjunto B serd uma base (ordenada) do espago vetorial real (R*,+, ).
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Para encontrarmos as coordenadas do vetor u em relagdo a base (ordenada) B, pela
Definigdo I, precisaremos encontrar os escalares

o, B,y €R,
de modo que,
W= 1,20
:OC-(],],])—I—B-(O,],”—I—‘Y-(0,0,])

E2M) e (E23), com n=3
R ERmT (ot Byt pY)

7

x=1
que é equivalente ao sistema linear: x+p=2 ,
x+p+vy=0
(=1
cuja (Unica) solugdo serd (exercicio): B=1 . (10.5)
=-2

Portanto, pela Definicdo M2, (IH) nos fornece as coordenadas do vetor u em relagédo
a base (ordenada) B.

Deste modo (veja (I3)), a matriz das coordenadas do vetor
u= (1 )2, 0)

em relagdo a base (ordenada) B, serd dada por:

completando a resolugao.

[
Temos também o:
Exemplo 10.2.2 Mostre que os polinémios p,,p1,p2 € % (R), dados por
po(x) =1, (106)
pi(x) =x, (10.7)
p2(x) =x*—x, para x€R, (10.8)

formam uma base (ordenada), que denotaremos por I3, do espago vetorial real (Z;(R),+,-).
Encontre as coordenadas e a matriz das coordenadas do vetor p € #,(R), dado por

p(x) =1+x+x*, para x€R, (10.9)

com relagdo a base (ordenada) B.
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Encontre também as coordenadas e a matriz das coordenadas do vetor p acima, em
relagdo a base (ordenada) C ={q,,q1,q2}, onde

do(x) =1, (10.10)
qi(x) =x, (10.11)
qa(x) =x*, para x€R, (10.12)

1sto €, a base (ordenada) C é a base (ordenada) candnica do espago vetorial real
(P (R),+,-) (veja a Observacdo T2 1).

Resolugao:

Para verificar que o conjunto B é uma base (ordenada) de (#(R),+, ), pela Observagéo
23, basta mostrar que todo vetor q € % (RR) pode ser escrito, de maneira tinica, como
combinacgdo linear dos vetores do conjunto B.

Notemos que se q € Z(R), do Exemplo E=277, pode encontrar

Qo,a;,a; € R,

tais que  q(x) =a, + a;x+a;x*, para x€R. (10.13)

Logo basta mostrar que podemos encontrar \inicos escalares

x,B,y R,
tais que q=x-po+p-p1+7v- P2, (10.14)
ou seja, q(x) = apo(x) + Bpi(x) +vp2lx), paraxeR,
de (IM3), ([IA), ([12), ([0F): g +ax+wx’=a+px+y (x¥*—x), para x€R,
equivalentemente:
G +arx+ax* =0+ (B—y)x+yx*, para x €R. (10.15)

A identidade de polunémios ([ TH) acima, é equivalente ao sistema linear

o =a,
P—v=a
Y = ay,
)
o= a,
que possui uma unica solugdo, dada por (exercicio): B=ar+a, - (10.16)
Y =a

\

Logo, pela Observagdo [C33, segue que o conjunto B é uma base (ordenada) do espago
vetorial real (%% (R),+, ).

Os escalares obtidos em ([T1H), pela Definicdo MO, serdo as coordenadas do vetor
q € Z;(R), em relagdo a base (ordenada) B, do espago vetorial real (Z(R),+,-).
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Notemos que para o vetor p € &%(R), dado por ([IJ), temos que

p(x) =a,+a;x+ax’, para x€R,

a, =1
se, e somente se, a=1 . (10.17)
ap =1

Logo, substituindo-se os valores acima em ([I13), obteremos

;

x =1
=1+1=2 ,
\’Y:]
x =1
ou seja, =2 . (10.18)
vy =1

\

Logo, a matriz das coordenadas do vetor p € 9% (R) dado por (), em relagdo a base
(ordenada) B, do espago vetorial real (2% (R),+, ), serd dada por:

1
uls=12]. (10.19)
1

Notemos que, em relagdo a base (ordenada) canénica C, do espago vetorial real (% (R),+, ),
teremos que:

P(X)(mzm)]—i—x—kxz
— 2
= A e o
o) Fan e
=|lJdd+ e+ ] 4] (x), para x€R,
“a p 2y

assimpela Definicdo 2T, teremos que

x=1,
ﬁ:1)
y=1

serdo as coordenadas do vetor p € &%,(R), em relagdo a base (ordenada) C, do espago vetorial
real (% (R),+,-).
Logo a matriz das coorrdenadas do vetor p € &, (R) dado por

p(x) =1+x+x*, paracada xR,
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com relagdo a base (ordenada) C, serd dada por

We=111, (10.20)

completando a resolugdo.
O

Observagao 10.2.1 Observemos que no Exemplo III'Z2 acima, as base (ordenada) B e
C, do espago vetorial real (Z2;(R),+,-), sdo distintas e as matrizes das coordenadas do
vetor p, dado por ([IA), em relagdo a cada uma das bases B e C também sdo diferentes
(veja (1Y) e (II2D)).

Conclusao: o vetor p, dado por (IIIJ), pode ter representagdes diferentes em termos
de bases diferentes do espaco vetorial real (#,(R),+,-).

10.3 Propriedades

Inciaremos com a:

Proposicao 10.3.1 Sejam (V,+,-) espago vetorial real (ou complexo) finitamente ge-
rado, o conjunto B = {vi,---,v,} uma base (ordemada) do espago vetorial real (ou
complezo) (V,+,-), u,veV e A R (ou complezo).

Entdo, a matriz das coordenadas do vetor u + v, em relagdo & base (ordenada)
B, serd igual a soma das matrizes coordenadas dos vetores u e v, em relagdo a base
(ordenada) B, isto €,

[W+Vvlp = [ulg + V5. (10.21)

Além disso, a matriz das coordenadas do vetor A -u, em relagdo d base (ordenada)
B, serd igual a multiplicacdo do escalar A pela matriz coordenadas dos vetor u, em

z

relagdo a base (ordenada) B, isto €,
A-ulg=Aluls. (10.22)

Resolucao:
Como o conjunto B é base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,:) e
u,v € V, da Definigdo BEZXTl, podemos encontrar inicos escalares

Kyyorry Kny [31>"'> BnGR(OUC),
U=01 -Vi+- "+ XV (10.23)
e VZB]'V1+"'+BTL'VTL' (1024)
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Com isto temos que

W v TR g e u) (B
= (ot +B1) - wi+ -+ (o + Bn) - Un

R (Noa) o (A

Desta forma, da Definicdo "X, segue que:

0¢1+f31
[u+vlg

Av\ _

ocn+f3n

A [04]
(r=zm)

Ao

Notemos que:

mostrando a validade de ([T=2D).

+Bn'

Uy )
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(10.25)

(10.26)

(10.27)

(10.28)

(10.29)

(10.30)

(10.31)
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Por outro lado,

Ao
A -uls ="
e
x4
() A

Kn

=\ s, (10.32)
mostrando a validade de (I=22) e completando a demonstragdo do resultado.

O

Observacao 10.3.1 A Proposi¢do T 1 acima, nos diz, em relagdo a uma base (or-
denada) fizada em um espago vetorial real (ou complexo), podemos obter a soma de
vetores e a multiplicagcdo de escalar por vetores, utilizando as andlogas operacdes sobre
as respectivas matrizes coordenadas dos vetores envolvidos, em relagdo d base (orde-
nada) fizada.

Podemos estender a Proposigdo acima para um ntimero finito de vetores e escalares, mais
precisamente, temos o:

Coroléario 10.3.1 Sejam (V,+,-) espaco vetorial real finitamente gerado, o conjunto
B ={vi,---,vn} uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-),
W, -y Un €V eA,---,An €R,

m
Entdo, a matriz das coordenadas do vetor E Ai - wi, em relagdo a base (ordenada)

i=1
B, serd itgual a soma das matrizes coordenadas dos vetores w;, em relagdo a base (or-

denada) B, paraic{l,---,m} isto é,

[Z Ai-ui] = A fuily . (10.33)
i=1 i

Resolugao:
Basta aplicar indugao finita, utilizando-se a Proposicao M=,
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.
Temos também a:
Proposicao 10.3.2 Sejam (V,+,-), (M.x1(R),+,r) espacos vetoriais reais, com
B={vi, - v} (10.34)

base (ordenada) do espago vetorial real (V,+,-) ew, - ,u, € U.
O congunto {w;,--- ,un} é L.I. no espago vetorial real (V,+,-) se, e somente se, o
conjunto {[wlg, -, [unlg} € L.I. no espago vetorial real (M, »1(R),+, r).
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Demonstragao:

257

Como o conjunto B, dado por ([II=2), é uma base (ordenada) do espago vetorial real

(V,+,-) e, para cada j € {1,---
podemos encontrar tinicos escalares

tais que

e assim, pela Definigdo 2T, teremos:

,m}, temos que u; € U, segue que , da Definigdo E=ZT,

K1yt y Knj eR,

uj:(XU'V]‘i—""i‘(xnj'vn) (1035)
0(1)'

Wl = (10.36)
Knj

Logo o conjunto de vetores {u;,---,u,} serd L.I. no espago vetorial real (V,+,-) se, e

somente se,

Br-wi+-+Pm-un=0,

implicar, necessariamente, que Br=---=PBn=0,
que é equivalente a Br-wy+-+Pm-unsg= I[0lg ,
—~—
=0eMn1 (R)
implicar, necessariamente, que Br=-=pm=0, (10.37)
Notemos que, do Coroldrio I, teremos:
By w4+ Bm-wmlsg =B wls + -+ B [Unls- (10.38)
Logo, de ([II37) e (I=3), o conjunto de vetores {u;,--- ,u,,} serd L.I.espago vetorial real
(V,+,-) se, e somente se,
Bilwilg+ -+ Bm [umls = On
implicar, necessariamente, que Bir=-=Ppn=0,
que é o mesmo que dizer que o conjunto {[wlz, -, [unls} é L.I. no espago vetorial real
(Mynx1(R),+,-), completando a demonstragdo do resultado.
O

Vale um resultado andlogo a Proposigdo [MI2A acima para o caso complexo, mais preci-

samente:

Proposicao 10.3.3 Sejam (V,+,-), (Mux1(C),+,-c) vetoriais complexos, com

Bi{\“)"' )vn}

base (ordenada) do espago vetorial complezo (V,+,-) e uj,---

O congunto {u;,---

yUn € V.

,Unt € L.I. no espago vetorial complexo (V,+,-) se, e somente

se, o conjunto {[wlg,- -, [unlg} € L.I. no espago vetorial complexo (M, x1(R),+, c).
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Demonstracgao:
A demonstragdo é andloga a da Proposicao e serd deixada como exercicio para o
leitor.
O

Como consequéncia dos resultado acima, temos o:

Corolario 10.3.2 Sejam (V,+,-) espago vetorial real (ou complezo) finitamente gerado,
o conjunto

Bi{\)],'-' )vn}
uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) e os vetoresuy,--- , vy €
V.
O conjunto
Ci{u])"' )Vn}

serd base (ordenada) do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-) se, e somente se,
det [[LL]]B s [un][g] 7é 0. (10.39)

Demonstracao:

Trataremos do caso de espagos vetoriais reais.

O caso de espagos vetoriais complexos e andlogo e serd deixado como exercicio para o
leitor.

Notemos que, da Proposicao acima, temos que o conjunto {uw;,---,v,} é L.I. no
espago vetorial real (V,+,-) se, e somente se, o conjunto {[wlz, - ,[vilg} é L.I. no espago

vetorial real (M,.«1(R),+, ), ou equivalentemente,

Bivilg+ -+ Bm Vvl = O,
implicar que fr1=-=Pn=0. (10.40)

Utilizando a notagdo da demonstragdo da Proposicdo M3 acima (a saber, (I=3) e
(I=[)), teremos que ([IZ0) é equivalente a (utilizaremos produto de matrizes):

o o2 Xin 0
Br| + | +B2 [+ B =1:1>
QX1 Xn2 Xnn 0
o oy o on) (B
(?) . . . .
Xnl X2ttt Oan) \Pn
implicar que B1=-=pPm=0,
o oyt Qan B 0
isto €, : : : =1
Ol Ong ctr Omn/ \Pn 0

implicar que B1=---=Pn=0. (10.41)
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Observemos que, do Teorema BT (com b = O,;), a situagdo ([IZT) acima, é equivalente
a dizerr que a matriz
X &2 ot K

Xnl Kn2 - Knn

é uma matriz inversivel, ou ainda (também pelo Teorema E7T) que,

X111 X2 o Xn
=3
det [l Al =0 det || 0 || #o,

Xnt &n2 o Kpn

completando a demonstragdo do resultado.

10.4 Exercicios

Exercicio 10.4.1 Determinar as coordenadas e a matriz das coordenadas do vetor
u=(-1,8,5 € R?,

em rela¢do a cada uma das bases abaizo, do espaco vetorial real (R3—|—,-), munido das
operagoes usuais de soma de ternas ordenadas e multiplicacdo de nimero real por terna
ordenada:

1. base (ordenada) candnica B;
2. €={(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)};

3. D={(1,2,1),(0,3,2),(1,1,4)}.

Exercicio 10.4.2 Determinar as coordenadas a matriz das coordenadas do vetor p €
P3(R), dado por
p(x) =10+%x*+2x%, ¥x € R,

em relag¢do as sequintes bases do espacgo vetorial real (Z;(R),+,-), munido das operagdes
usuais de soma de fungdes e multiplicacao de numero real por fung¢ao:

1. base (ordenada) candnica B;
2. C ={po,P1,P2,P3} onde

Pox) =1, p1(x) =T4x, pa(x) =T4+x+%%, p3(x) =T+x+x*+%°, Vx € R;
3. D={r,,11,72,73} onde

To(x) =4 +x,p1(x) =12,p2(x) =2 —x%, p3(x) =x+x°, ¥x € R.
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Exercicio 10.4.3 Determinar as coordenadas a matriz das coordenadas do vetor

u£<_28 ;) e My(R),

em relag¢do as sequintes bases do espaco vetorial real (M5(R),+, ), munido das operacées
usuais de soma de matrizes e multiplicacdo de niumero real por matriz:

1. base (ordenada) candnica B;

ses{(ve)(aa)(00)(00)}

Exercicio 10.4.4 Verifigue que a matriz das coordenadas do vetor p € Z,(R) com
relagGo a base (ordenada) candnica B, do espago wvetorial real (Z,(R),+,-), munido
das operacoes usuais de soma de fung¢des e multiplicagcdo de numero real por funcado,
serd dada por:

1 /)
5P '(0)

1
)
P (0)

onde, para cada k € {0,1,---,n}, p¥(0) representa a k-ésima derivada da fungdo p,
calculada no ponto x = 0.



Capitulo 11

Matriz mudancga de base (ordenada)
em um espaco vetorial

11.1 Introducao

Como vimos no Exemplo 27 a matriz das coordenadas de um vetor de um espago vetorial
real (ou complexo) podem variar quando consideramos bases (ordenadas) distintas do espago
vetorial real (ou complexo) em questédo.

O que passaremos a estudar neste capitulo é como esta mudancga ocorre, ou seja, como é
possivel encontrar a matriz das coordenadas de um vetor em relagido a uma base (ordenada)
conhendo-se sua a matriz das coordenadas em relacdo a uma outra base (ordenada) do mesmo
espago vetorial real (ou complexo).

11.2 Definicoes e exemplos

Para tanto, seja (V,+,-) um espago vetorial real (ou complexo) finitamente gerado.
Consideremos
Bi{bh"')bn} € Ci{ch"‘)cn}

bases de (V,+,-).
Como o conjunto B é uma base (ordenada) de (V,+,-), podemos escrever cada um dos
vetores da base (ordenada) C como combinagdo linear dos vetores da base (ordenada) B, isto

é, para cada j € {1,--- ,n} podemos encontrar escalares
Kijy X5, -+ nj € R (ou C),
de modo que Cj =04y by + -+ 0y - by (11.1)
¢ = an- b+ F by
ou seja, :

Ch = (xhl'b] +"‘+0(nn'bn-
Desta forma, para cadaj € {1,2,---,n}, a matriz das coordenadas do vetor c; em realagéo

261
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a base (ordenada) C, serd dada por:

X1j
[Cj]B — : y
‘xnj
ou seja, a matriz das coordenadas de cada um dos vetores da base (ordenada) C (isto é, dos
vetores ¢y,cz,- -+ ,cy) em relagdo a base (ordenada) B serdo, respectivamente,
xn Kin
[01]3 - y Ty [Cn]B - :
X1 Knn

Com estas informagdes sobre as coordenadas de cada um dos vetores da base (ordenada)
C, em relagdo a base (ordenada) B, podemos construir a seguinte matriz quadrada de ordem
n:
X110 Kan
, (11.2)

Kn1 -0 Onn

cujas colunas sdo formadas pelas coordenadas de cada um dos vetores
C],Cz,"' )Cn

em relagdo a base (ordenada) B.
Com isto podemos introduzir a:

Definigao 11.2.1 A matriz (132), serd denominada de matriz mudanga de base (orde-
nada), da base (ordenada) B para a base (ordenada) C e denotada por Mpge (ou por
MS) , ou seja,

e 0y e K
Mpe=| ¢ & & i (11.3)

G cr Oy e O
ou seja, Cj = 0oj - by + -+ oy - by (11.4)

para cada j € {1,2,--- ,n} (veja (CI)).

Observacao 11.2.1 Para obter a matriz de mudanga de base (ordenada), da base (orde-
nada) B, para a base (ordenada) C, precisamos escrever os vetores da base (ordenada) C,

como combinagdo linear dos vetores da base (ordenada) B e com os respectivos coefi-

cientes construimos as colunas da matriz de mudancga de base (ordenada) Mpc.

Antes de encontrarmos uma relagdo que existe entre a matriz de mundanga da base (orde-
nada) B para a base (ordenada) C, isto é, a matriz Mpc, e as coordenadas de um dado vetor
com relacdo as bases I3 e C, vejamos como podemos encontrar a matriz de mudanga de base
(ordenada) no seguinte exemplo:
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Exemplo 11.2.1 Seja (R3,+,-) espacgo vetorial real, munido das operagcdes usuais.
Consideremos as bases

B={1,0,1),(1,1,1),(1,1,2)} e C={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} (11.5)
—_——— —— —— —_——— —— ——
=b; =b, =bjs =c1 =c2 =c3
de (R*,+,-).

Encontre a matriz de mudanga da base (ordenada) B, para a base (ordenada) C,
1sto é, Mlgc.

Resolugao:

Sabemos que C é uma base (ordenada) de (R*,+,-) (é a base (ordenada) candnica de
(R?,+,-)).

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que o conjunto de vetores B também
é uma base (ordenada) de (R*,+,-).

Para encontrar a matriz de mudanga da base (ordenada) B para a base (ordenada) C,
precisamos escrever cada um dos vetores da base (ordenada) C, como uma combinagdo linear
dos vetores da base (ordenada) B, isto é, precisamos encontrar escalares

oy € R, paracada i,je{l,2,3},
de modo que Cj = &5 - by + a5 - by + g - b3, (11.6)

ou seja, de (ITH), precisamos resolver o seguinte sistema matricial:

(1,0,0) =11 - (1,0,1) +ogr - (T,1,1) 4037+ (1,1,2),

= (ot1,0, 011) + (01, 021y 021) + (031, 31, 2 X31)

= (o1 + &1 + 31, X217 + X371, 091 + 01 + 2 31) (11.7)
(0,1,0) =0a12- (1,0, 1)+ - (1,1,1) + 32+ (1,1,2)

= (ot12,0, 0t12) + (022, 022, 022) + (32,5 X324 2 X32)

= (a2 + g + 32, X2 + 32, X2 + X2 + 2 x37) (11.8)
(0,0,1) =03 (1,0,1) + a3+ (1,1,1) + 33+ (1,1,2)

= (0t13,0, 0013) + (23, 23, 023) + (X33, 033, 2 *33)

= (ou3 + 03 + 33, 023 + 033, X13 + 023 + 2 X33) (11.9)
ou, equivalentemente:
(1,0,0) = (o1 + o1 + 314 &1 + 031, X1 + 021 + 2 x31) (11.10)
(0,1,0) = (012 + 02 + 32, X2 + X372, X2 + 22 + 2 X33) (11.11)
(0,0,1) = (ot3 + 03 + 33, 023 + X33, X134+ 023 +2033) . (11.12)

Um momento de reflexdo nos poupard um pouco de trabalho para a resolugao do sistema
vetorial acima.
Notemos que cada uma das equagdes vetoriais ([T10), (| ) ou (I12), pode ser repre-

sentada por um sistema linear de trés equagdes, com trés incégnitas e que, a matriz associada
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a cada um destas é a mesma, a saber, a matriz

11
0 1 (11.13)
11

N =i =

O que muda em cada um dos sistemas lineares associados as equagdes vetoriais a (IT10),
(CIT1D) ou ([ITI2), sdo os nomes das varidveis, além dos respectivos segundos membros em
questdo, a saber

1 0 0
ol, [1] e [o], (11.14)
0 0 1

respectivamente.
Para ver isto, notemos que o sistema linear associado a equagdo vetorial ([T—10), sera:

o+ o1 + oz =1
o1+ o3 =0

X1+ o +2a3 =0

cuja equagdo matricial associada sera: A-x; =by,
1T 11 X117 1
onde A=101 1|,x=]an e bp=10
11 2 X317 0

Para as equagdes vetoriais ([T e (IT12), algo do mesmo tipo ocorrerd.
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
Utilizando-se como varidveis

x,Yy,z € R,

basta resolvermos a seguinte a equagdo matricial

11
0 1 (11.15)
11

N — =

N e X
I

o o 0

onde a,b,ceR,

serdo escolhidos de acordo com os respectivos segundos membros dos sistemas de equagdes
vetoriais (M), (1) ou (IT12) (ou seja, (CIT14)).

Utilizando-se escalonamento de matrizes (veja a Definigdo B33 do capitulo B) podemos
verificar que a equagdo matricial (ITTH) acima, é equivalente a seguinte equagdo matricial

1 11 X a
o1 1] |yl=] v |, (11.16)
0 0 1 z c—a
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pois a matriz

1
1
1

o o =
S —

é a forma escalonada reduzida por linhas associada a matriz (IT13) (veja a Definicdo B33
do capitulo B).

Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que a tinica solugdo da equagdo matricial
[T13, é dada por

X a—>b
yl=|a+b—c]|. (11.17)
z c—a

Assim para encontrar uma (tnica) solugdo do sistema de equagdes lineares ([I—10), basta
considerarmos:

:
ou seja, b|l=1]0 (11.18)
0

e, por (I1Q), obter a seguinte solugdo:

X1 1
() e (T13)
X217 = 1
X317 —1
ou ainda, (car, o1, 051) = (1,1,-1), (11.19)

serd a unica solucdo da equagdo vetorial (CTIO).
Para encontrar uma (dnica) solugdo do sistema ([T—LT), basta considerarmos

((l,b,C) = (O)] »O))

a 0
ou seja, bl =11 (11.20)
c 0
e, por (I17), obter a seguinte solugdo:
X12 —1
() e (=20)
X2 = 1
X32 0
ou ainda, (12,2, x32) = (—1,1,0), (11.21)

serd a unica solucdo da equagdo vetorial ().
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Finalmente, para encontrar uma (tinica) solugdo do sistema ([CT12), basta considerarmos

(a,b,c) = (0)031))

a 0
ou seja, bl =]1 (11.22)
c 0

e, por ([CI1Q), obter a seguinte solugdo:

X13
(CTT3) e (T20)
x23 =
X33
ou ainda, (13,0003, x33) = (0,1,—1), (11.23)

serd a unica solucdo da equagdo vetorial (IT132).
Desta forma, da Definigdo [T, de (I[T19), (IIT21) e (CIT—23), obtemos que a matriz de
mudanca da base (ordenada) B, para a base (ordenada) C serd dada por:

1T -1
Mpe=1| 1 1 ,
-1 0

completando a resolugao.
OJ
Temos também o

Exemplo 11.2.2 Com as notagbées do Ezemplo IIZ1 acima, encontre a matriz de
mudanga da base (ordenada) C para a base (ordenada) B (isto é, Mcg).

Resolucgao:

Para encontrar a matriz de mudanga da base (ordenada) C para a base (ordenada) B,
precisaremos escrever cada um dos vetores da base (ordenada) B, como combinagdo linear
dos vetores da base (ordenada) C, ou seja, precisaremois encontrar

Bij € R, paracada 1i,je({1,2,3},
de modo que by = Py - ¢+ By - c2+ B3y - c3,

ou seja, de ([I3), precisamos resolver o seguinte sistema vetorial:

(1,0,1) =B41 - (1,0,0) + P21 - (0,1,0) + B3 - (0,0,1), (11.24)
(1,1,1) =B12-(1,0,0) + B2 - (0,1,0) + P32 - (0,0,1), (11.25)
(1,1,2) =B43-(1,0,0) + B23-(0,1,0) + B33 (0,0,0), (11.26)
que é uma tarefa simples ja que:

(1,0,1) (1,0,0)+0-(0,1,0)+1-(0,0,1)

(1,1,1) (1,0,0)+1-(0,1,0)+1-(0,0,1)

(1,1,2)=1-(1,0,0)+1-(0,1,0)+2-(0,0,0).

1-
1-
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Portanto, da Definigdo [T, de ([T=4), (TZH) e (CITZd), temos que a matriz de mudanca
da base (ordenada) C para a base (ordenada) B serd dada por:

— — —

1
Meg= |0
1

Observacao 11.2.2 Notemos que, dos Exzemplos [1-Z1 e I Z2A acima, temos que:

Mpe - Mep = 13,

ou seja, Mg = Mpe .

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exericio para o leitor.

11.3 Propriedades de matriz de mudanca de base e aplicacoes

Vejamos agora como as matrizes das coordenadas de um vetor se relacionam, em respeito a
duas bases, de um mesmos espago vetorial real (ou complexo) de dimensédo finita.
Sejam
Bi{b])bZV")bn} € Ci{(n)CZ)"')Cn})

bases de um espago vetorial real (ou complexo) (V,+,:) de dimenséo finita.

Dado um vetor v € V, sejam

X1
Vg = (11.27)
Xn
Y1
e =1 : (11.28)
Yn

as matrizes das coordenadas do vetor v em relagdo as bases B3 e C, respectivamente, ou seja,
pela Defini¢do T2 (veja (D)), € 0 mesmMo quUe esCrevermos:

i Xi bi (ﬂ:iﬂ) A%
i=1

(=)
=) yig. (11.29)
j=1
Suponhamos que
Mge = (o) € My, (11.30)

denota a matriz de mudanga da base (ordenada) B para base (ordenada) C.
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Por ser a matriz mudanca de base (ordenada), da base (ordenada) BB para a base (ordenada)
C, segue que, para cada j € {1,2,---,n}, teremos (veja [T4):

=) aybi. (11.31)
i=1

Logo, (CTZ9) e ([T2T), segue que

= =g
Z Xi bi ( = ) A%
i=1
=
= Z Yj G
j=1
(=) n n
=3 (L e
j=1 i=1
distributiva, comutativa e assossiativa em R = =
= Z ZOQ]' Y;j bi. (1132)

i=1 \j=1

Como os vetores
by )b2>"' 3bn

sdo L.I.em (V,+,-) (pois sdo elementos de uma base (ordenada) de (V,+,-)), da Proposigdo
B2, segue-se que o vetor v pode ser representado, de modo tinico, como combinagdo linear
destes vetores.

Isto, juntamente com(IT=33), implicardo que, para cada i € {1,2,---,n}, teremos

n
Xi = 2 Xij Yj -
j=1

Porém, estas n equagdes de um sistema linear, podem ser escritas na seguinte férmula
matricial (veja a Observagdo B2 do capitulo B):

X1 X X2 oot Kin Y1
=1 : P c]- (11.33)
Xn Xn1 Kp2o v Xnn Yn
Portanto, de ([T=21), (CI=0) e (T23), a equagdo matricial (IT33), pode ser escrita na

forma:
Vg = Mgc Ve .

Com isto acabamos de demonstrar a:
Proposicao 11.3.1 Sejam B e C bases de um espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-)

de dimensao finita.
Se
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representam as matrizes das coordenadas de um dado vetor v € V, em relagdo as bases
B e C, respectivamente, e se Mpc € a matriz de mudancga de base (ordenada) , da base
(ordenada) B para a base (ordenada) C, entdo teremos a sequinte identidade

Vg = Mg Ve . (11-34)
Apliquemos a Proposicao IT21 acima ao:

Exemplo 11.3.1 Seja (RZ =+, ) espaco vetorial real, munido das operagdoes usuais
Fizado 0, € R, consideremos os vetores

uy = (cos(6,), sen(6,)) e u,; = (—sen(0,),cos(6,)). (11.35)
Pede-se:

1. mostrar que o conjunto
B ={u;,u}

é uma base (ordenada) de (R*,+,-).

2. encontrar a matriz de mudancga de base (ordenada), da base (ordenada) B para a
base (ordenada) C = {e;, ez}, onde

e =(1,0) e e=(0,1). (11.36)

3. se a,b € R estdo fizados, encontrar a matriz das coordenadas do vetor
u=a-e+b-e (11.37)
em relagdo as bases B e C de (R2,+,~).

Resolugao:
Do item . :
Como

dim (R?) =2,

basta mostrarmos que os vetores do conjunto B sdo L.I. em (R?,+,-).
Para isto, sejam o, 3 € R escalares, tais que

(0,0) =cc-w+p-wy
=7 - (cos(8,) , sen(8,)) + B - (—sen(8,) ,cos(8,))
= (accos(0,), xsen(0,)) + (—P sen(6,), B cos(6,))
= (xcos(0,) — P sen(0,), xsen(0,) + B cos(6,)),
ou, equivalentemente, o, 3 € R serdo as solugdes do sistema linear

{occos(@o) — P sen(6,) =

(11.38)
asen(0,) + P cos(6,)

0
0



270CAPITULO 11. MATRIZ MUDANGA DE BASE (ORDENADA) EM UM ESPACO VETORIAL

Observemos que matriz dos coeficiente do sistema linear (IT23), dada pela matriz:

. [ cos(6,) —sen(0,)
A =
sen(0,) cos(0,)
cujo determinante igual a 1 # 0.
Logo, da Proposigdo E5d (ver capitulo B), o sistema linear ([T=8) acima, sé admite a
solugdo trivial, isto &,
x=pf=0,

sdo as unicas solugdo do sistema linear (I1T38) acima e assim, da Definigdo 2T, os vetores
u;,u; sdo LI em (R, +,-).
Como
dim (R?) = 2,

segue que que o conjunto B = {uy,w,} (veja (IT=29)) é uma base (ordenada) de (R?,+,-).
Do item 2. :

A matriz de mudanga da base (ordenada) B para a base (ordenada) C (isto é, Mpc), pela
Definicdo [TZT, serd obtida escrevendo-se cada um dos vetores da base (ordenada) C, como
combinagéo linear dos vetores da base (ordenada) 5.

Mais precisamente, esta matriz, que denotaremos por

((Xij )i,je{] 2}

deverd ter seus elementos satisfazendo:

(1,0) = oy - (cos(0,), sen(0,)) + &z - (—sen(0,),cos(0,))

(0,1) = a2 - (cos(0,) , sen(6,)) + 22 - (—sen(0,),cos(6,)),
.. _ (1,0) = (&1 cos(0,) — oxz1 5en(0,) , 11 sen(0,) + a1 cos(6,))
que ¢ equivalente a: (0,1) = (ouzcos(0,) — xz25en(0,), oti2sen(0,) + 2 cos(6,)),

que por sua vez pode ser colocada na forma da seguinte equagdo matricial:

cos(0,) —sen(0,) a)  [x
(Sen(eo) cos(0,) ) (B) = <y>’ (11.39)

N

=A

onde (;) serd igual a
1 ou 0
0 1)

Como a matriz A é inversivel (pois det(A) =1 # 0), da Proposigdo ZB59 (ver capitulo Q)
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segue que a (Unica) solucdo da equagdo matricial acima serd dada por:

oo\ [ cos(0,) —sen(6,) - X
B) \sen(8,) cos(6,) y

exercicio [ COS(0,)  sen(0,) X
|\ —sen(8,) cos(6,) ] \y

[ xcos(6,) +ysen(0,)
N (y cos(0,) —xsen(60)> ' (11.40)
Fazendo-se
x) (1
y/ \o
0,
em ([TZ0O), obteremos: (Z;) = (C::I(l(el)> . (11.41)
Fazendo-se
x\ (0O
y/ \1
0o
em ([TZ0), obteremos: (ZZ) = <222((60))) . (11.42)

Assim, de (IT39), (CTZT) e (TZ2), segue que a matriz de mudanga de base (ordenada),
da base (ordenada) B para a base (ordenada) C (veja a Definigdo [T—2T), serd dada por:

My = ( cos(6,) sen(90)> . (11.43)

—sen(0,) cos(0,)

Do item Q3. :
Notemos que se [u]z, denotar a matriz das coordenadas do

u=a-e +b-ey,

em relagdo a base (ordenada) B, pela Definicdo 2T, teremos:

[uls = (b) . (11.44)

Logo, se [u]c representa a matriz das coordenadas do mesmo vetor, em relagdo a base
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(ordenada) C, pela Proposi¢do T3, temos que:

(=) <(=) Mae [ule

(cem) [ cos(0,) sen(0,) a
| —sen(8,) cos(6,) ] \b

B (a cos(0,) + bsen(0,)
a 0

[ulz

bcos(0,) — asen(

[LL] B — )

ou se€ja,
acos(0,) + bsen(0,)
bcos(0,) — asen(6,)

completando a resolugéo.
O

Observacao 11.3.1 Notemos que, como foi visto na Geometria Analitica, a matriz Mpe
produz, geometricamente, uma rotagdo do dngulo 0,, no sentido hordrio.
Dewzaremos a verificacao deste fato como exercicio para o leitor.

Outro resultado importante é dado pela:

Proposicao 11.3.2 Sejam B, C e D bases de um espago vetorial real (ou complezo)
(V,+,-) de dimensido finita.

Temos que
MBD = MBC MCD . (1145)
Demonstragao:
Suponhamos que
dim(V) =n,

Bi{b1)b2>"' ’bn}>
Ci{C1,C2,"' )Cn}
€ D:{d] ,dz,"- ,dn}, (11.46)

sejam as base (ordenada) de (V,+, ).
Além disso, suponhamos também que

Mge = (o), (11.47)
Mecp = (Bjk) (11.48)
€ MB’D = (Yik) . (1149)

Logo, de ([TZ1), (ITZ7), (TZ4), e da defini¢do de matriz de mudanga de base (ordenada),
ou seja, a Definicdo T2, segue que, para cada

j,kE{],Z,,---,n},
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teremos:

Cj (=) e:(IEED) Z K5 bi) (1150)

i=1

[T3A) e (=3 =
a LY g, (11.51)

j=1
a LN b (11.52)

i=1

Assim, de (IT21) e (I[ITXD), teremos:

(CT=) =
dy = E - Cj
. = Bt —

=T ahe

= Zﬁjk (Z(xij bi)
j=1 i=1

n n
distributiva, associativa e comutativa em R

i=1 j=1

Como os vetores
b] )b2>"' )bn

sdo L.I. em (V,+,-) (pois fazem parte de uma base), para cada k € {1,2,---,n}, da Pro-
posicdo B33, o vetor dy deverd ser escrito de modo tinico, como combinagao linear dos vetores
bi,by,---,by.

Logo, igualando as expressdes ([1T52) e ([IT=3), obteremos:

Yik:Z‘xlijk> para i>k€{]>2>"'>n}° (11'54)
j=1

Observemos que o lado direito da expressdo (IT54) acima, representa o elemento da i-
ésima linha e da k-ésima coluna da matriz Mpgec Mcp (veja a Definicdo 34 do capitulo
).

Portanto, a identidade ([1T24) acima, nos diz que

Mpgp = Mpe Mep

como queriamos demonstrar.
O
Como consequéncia da Proposi¢do T3 acima, podemos estender o que ocorreu na Ob-
servagao [T, mais precisamente temos a:

Proposicao 11.3.3 Sejam B, C e D bases de um espago vetorial real (ou complazo)
(V,+,:) de dimensdo finita.
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Entdo a matriz de mudanga de base (ordenada) , da base (ordenada) B para a base
(ordenada) C (isto €, Mpc), € uma matriz inversivel e a sua matriz inversa € dada pela
matriz de mudancga de base (ordenada) , da base (ordenada) C para a base (ordenada)
B (isto €, Mcs), ou seja,

Mces™' = Mg (11.55)
Demonstracgao:
Pela Proposigdo T3 temos que:
(==m)
Mps = =" Mpec Mcs (11.56)
€ Mcc (EEE) MCB MBC . (11.57)

Logo, basta mostrarmos que
Mg = Mce = LI = (84)

onde

. |1, para i=j
Oij = .
0, caso contrdrio

ou seja, I, é a matriz identidade de ordem n.
Mostremos que

Mps =1,,.
De fato, se
Bi{u] y U2y >un}
e Mps = (o) (11.58)

entdo, para cada j € {1,2,---,n}, de (IT23) e a Definicdo T2 (veja (I14)), deveremos
ter:

n
Uy = E Xij Uy . (1159)
i=1
Como os vetores
W ,uz g e "u/n
sdo L.I. em (V,+,-), paracada j € {1,2,---,n}, o vetor u;, da Proposicdo B33, deverd ser
escrito de modo tnico, como combinagdo linear dos vetores u;,u,,-- - ,u,, mas,

wy=0-u+-+0-u g +1-u4+0 Uy +---+0-uy,

1, para i=j

ou seja, oy = o
0, caso contrdrio,

ou ainda, para cada i,j € {1,--- ,n}, teremos:
i =0y,
ou seja, Mg = 1,

completando a demonstragao do resultado.
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Observacao 11.3.2 Em particular, da demonstracao da Proposi¢ao [1-Z3 acima, seque
que a matriz de mudanga de base (ordenada) , da base (ordenada) B para a prépria
base (ordenada) B, serd a matriz identidade, ou seja,

Mps = L, . (11.60)
Apliquemos as idéias acima para resolver o:
Exemplo 11.3.2 Utilize a Proposicao I1-323 acima para refazer o Exemplo IT1Z2A.

Resolucgao:
Basta ver que
Mcs = Mpe ' .

O
Para finalizar, temos o seguinte resultado:

Proposicao 11.3.4 Seja B uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complezo)
(V,+,:) de dimensdo finita e M = (ay) € My (R) (ou M, (C)) uma matriz inversivel.

Se, para cada j € {1,2,---,n}, defintrmos o vetor
n
V=D ayu. (11.61)
i=1

Entdo o conjunto
Ci{‘”)‘&)"' )Vn}> (1162)

serd uma base (ordenada) de (V,+,-).
Além disso, teremos

Mge = M. (11.63)
Demonstracgao:
Notemos que, para cada j, € {1,2,---,n}, de (ITE0) e da Definigdo I, segue que
a1j0

fvj,] = afj" . (11.64)

Clnj °

Como, por hipétese, a matriz quadrada M = (ay;) é inversivel, da Proposi¢do ZEY, segue
que

0 # det(M)
app a2z -+ Qi
az az -+ Q2
an1 Qn2 -+ Qun

(Tz53

= )det ([V]] [V ] Tt [Vn]) .
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Logo, do Corolédrio =33, segue que o conjunto
C :{V1 yV2, )Vn}>

serd uma base (ordenada) de (V,+,-).
Além disso, de (ITET) e da definicdo de matriz mudanca de base (ordenada) (ou seja, da
Defini¢do [T2), segue (IT53), completando a demonstragdo.
0

11.4 Exercicios

Exercicio 11.4.1 Sejam
B={(1,0),(0,1)}, C={(=1,1),(1,1)}, D={(V3,1),(v3,-1)}

bases (ordenadas) do espago vetorial real (R*,+,-), munido das operagées usuais. Pede-
se:

1. determanar as coordenadas do vetor v = (3,2) em relagdo a base (ordenada) B,
em relagdo a C e em relagdo d base (ordenada) D.

2. encontrar as matrizes de mudanga da base (ordenada) B, para a base (ordenada)
C, isto €, Mpc,; da base (ordenada) C, para a base (ordenada) D, isto é, Mc¢p e da
base (ordenada) B, para a base (ordenada) D, isto €, Mpp.

3. existe alguma relagdo entre as matrizes de mudanca de bases (ordenadas) encon-
tradas no item acima? Qual?

Exercicio 11.4.2 Seja B é uma base (ordenada) de um espago vetorial real (V,+,-).

Qual é a matriz de mudanc¢a da base (ordenada) B, para a base (ordenada) B, isto &,
Mge ?

Exercicio 11.4.3 Sejam TS = {A € M;,(R); A é uma matriz triangular superior}, que
é um (mostre!) subespago vetorial do espago vetorial real (My(R),+-), munido das
operagbes usuais, e

s{(2) () (00)) {0 (ee)(01)

duas bases (ordenadas) do espago vetorial real (TS,+,-). Pede-se:

2

1. encontre as coordenadas do vetor ( 0 4

), em relagGo as base (ordenada) B e

em relagcdo a base C.

2. encontre as matrizes de mudanc¢a da base (ordenada) B, para a base (ordenada)
C, e a da base C, para a base (ordenada) B.
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Exercicio 11.4.4 A matriz de mudanga de uma base (ordenada) B do espago vetorial

(R?,+,-), munido das operacbes usuais, para a base (ordenada) C = {(1,1),(0,2)},
: 10 :

desse mesmo espaco vetorial real , é dada por ) 3 ] Determine os vetores da base

(ordenada) B.

Exercicio 11.4.5 A matriz de mudanc¢a da base (ordenada) B = {p,,p1,p2} para uma
base (ordenada) C, ambas de um mesmo subespago W do espago vetorial real (#:(R),+,-),

munido das operagdes usuais, é dada por: , onde

1 -1
pox) =1, pix)=1+x, pa(x)=1—x2, parax€R.
Determine os vetores da base (ordenada) C.

Exercicio 11.4.6 Considere as bases (ordenadas) B = {e;,e;,e3} e C = {g1,92,93} de
um espago vetorial real (V,+,-), relactonadas da sequinte forma:

gi=¢e +e—e;
92=2€2+3€3
g3 =3e;+e;3

Pede-se:

1. determane as matrizes mudancga da base (ordenada) B, para a base C, isto €, Mpc,
e da base C, para a base B, isto €, M¢p.

2. se a matriz das coordenadas do vetor v €V em relagdo a base (ordenada) B, isto
1

z

€, [Vlg, € dada por 3 |, encontrar a matriz das coordenadas do vetor v, em
2
€,

relagcdo a base C, isto €, [V]c.

3. se a matriz das coordenadas do vetor v € V, em relagdo a base (ordenada) C, tsto
2
€, Ve, € dada por 3 , encontre a matriz das coordenadas do vetor v, em
—1
relagdo a base (ordenada) B, isto €, [V]g.

Exercicio 11.4.7 Considerar as bases (ordenadas) B = {p,,p1,p2} € C ={qo,q1,q2} do
espago vetorial real (%;(R),+,-), munido das operacées usuais, onde

PO(X) 1» p1(t)£1+x> Pz(X)£1—|—X2
2

e qo(x)ix ) q1(x)£x, Qz(X)ih pameR.

Pede-se:
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1. encontrar as matrizes de mudanga da base (ordenada) B, para a base (ordenada)
C, isto € Mpgc, e da base C, para a base (ordenada) B, isto é M¢p.

2. se Vlg=| —4 |, encontrar [vlc.
6
8

3. sevlc=| —1 |, encontrar [v]z.
3

4. se a base D = {r,,11,7m2} € a base candnica do espaco vetorial real (%> (R),+,-),
encontrar as matrizes de mudanga da base (ordenada) BB, para a base D, e da base
(ordenada) D, para a base C, isto é, Mpp e Mpc, respectivamente.

Exercicio 11.4.8 Considere W o sequinte subespago vetorial do espagco vetorial real
(M3(R),+,-), munido das operagdes usuais:

. Xy
- My; =05,
w {(Z t)e 23X—Yy—2z 0}

1. Mostre que os conjuntos

{(00)(13)(0)
() (0 )(20)

sdo bases (ordenadas) do subespago vetorial W.

2. Encontre as matrizes de mudanga da base (ordenada) B, para a base (ordenada)
C, e da base C, para a base (ordenada) B, isto €, Mpgc e Mcp, respectivamente.

3. Encontre uma base (ordenada) D, do subsepago vetorial W, de modo que a matriz

-
I
o o =
w o —
- N o

seja a matriz de mudancga da base (ordenada) D, para a base B, isto €, P = Mpg.



Capitulo 12

Transformacoes lineares entre espacos
vetoriais

12.1 Introducao

Até o momento estudamos os espagos vetoriais reais (ou complexos) e seus subespagos, in-
troduzimos os conceitos como dependéncia e independéncia linear e, a partir disto, pudemos
descrevé-los de maneira mais simples usando para isto geradores e, mais especificamente,
bases e dimensdo, para espagos vetoriais reais (ou complexos) e seus subespagos finitamente
gerados.

De certa forma jd temos em mados tudo o que precisamos para trabalhar com espagos
vetoriais reais (ou complexos).

O leitor ja deve estar familiarizado com o conceito de fungdes, principalmente com aque-
las que estdo definidas em um subconjunto dos ntimeros reais e cujo contradominio seja,
eventualmente, um outro subconjunto dos nimeros reais.

Nosso préximo passo é estudar uma classe de ”fungdes especiais”, que tém como dominio
um espago vetorial real (ou complexo) e cujo contradominio seja, eventualmente um outro
espaco vetorial real (ou complexo).

Estaremos interessados em fungdes que preservam as operagdes existentes no espago ve-
torial real (ou complexo), que atua como o seu dominio, e aquelas do espago vetorial real (ou
complexo), que age como contra-dominio.

Por exemplo, preservar a adigdo de vetores entendemos que ao tomar dois vetores no
dominio da funcgdo, o valor que esta deve ter para a soma destes dois vetores, deverd ser igual
a soma dos valores que ela possui para cada um dos vetores no contradominio.

De maneira semelhante a fungdo deverd preservar o produto por escalar.
A préxima segdo introduziremos esta nocdo de modo preciso e, nas préximas segoes,

passaremos ao estudo mais aprofundado desta ”fungdes especiais”.

279
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12.2 Definicoes e exemplos

Fungbes com as propriedades mencionada acima, serdo denominadas de transformacdes line-
ares, mais precisamente, temos a:

Definigao 12.2.1 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espagos vetoriais reais (ou complezos).
Diremos que uma fungdo T : U — V € uma transformagao linear de (U,+,-) em
(V,+,-), se forem verificadas as sequintes condi¢des:

T(u+v)=T(u) +T(v), para cada u,velU; (12.1)
TA-uw)=A-T(u), paracada uel e AeR (ouC). (12.2)

Observacao 12.2.1

1. Se indicarmos as operagbes de V, por +, e -,, e as operagbes de U, por +, e -
entdo as propriedades acima podem ser escritas, de modo rigoroso, como:

u’

Tu+,v)=T(u)+,T(v), paracada u,vel; (12.3)
TA-,uw=A-,T(u), paracada uel e AecR (ouC). (12.4)

Por uma questdo de facilidade evitaremos escrever as sentengas acima e conside-
raremos entendidas as identidades (Z0) e (IZ3) da Definigdo IZZ1 acima.

2. Supondo que (U,+,-) e (V,+,:) sGo espagos vetoriais reais (ou complexos), no-
temos que T : U — V é uma transformagdo linear se, e somente se,

Tu+A-v)=T(u)+A-T(v), (12.5)

para cada u,ve U eAeR (ouC).

A verificagdo deste fato serd deirada como exercicio para o leitor.

3. Notemos que, pela propriedade ([Z3). da Definigdo TZZ1 e o item B. da Pro-
posi¢ao [.3-1, temos que

T(Ou) item B. da ngosigdo 31 T(O ) Ou)
propriedade (IJ:ZZ):da Definigdo Xz 0. T(OU)

item B. da Proposig¢do 3]

o,,
ou seja, T(0,) =)v, (12.6)

onde O, denota o vetor nulo do espago vetorial real (ou complezo) (U,+,-) e O,
denota o vetor nulo do espago vetorial real (ou complezo) (V,+,-), ou seja, toda
transformacgdo linear de (U,+,-) em (V,+,-), leva o vetor nulo do espago vetorial
real (ou complezo) (U,+,-), no vetor nulo do espago vetorial real (ou complezo)
(V y T )
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Resumindo:

T(0,)=0,. (12.7)
4. Além disso, na situacdo da Definicao IZZ1, temos que
T(—u) =—-T(u), para cada ue U, (12.8)

ou seja, uma transformacdo linear de (U,+,-) em (V,+,-), leva o vetor oposto
do espago vetorial real (ou complezo) (U,+,-), no vetor oposto do espago vetorial
real (ou complezo) (V,+,-).

De fato,
T(—LL) i T(LL) propriedade (IEZI]):da Definigao =1 T(—LL 4 LL)
=T(0,)
= o,.
Logo, da Proposi¢cao f-2-3, seque que
T(—u) =—-T(u)
5. Como consequéncia do item [., se u,v € U, teremos
T(u—v)=T(u) —T(v). (12.9)

De fato, pois

(=) |

T(u—v) u+ (—v)]
(W) +T(—v)

(W) + T(=v),

i g

.
.
mostrando a validade de ([ZJ).

6. Finalmente, na situa¢cao da Definicao IZZ1 acima, se

Up,Upy - ,LLnGU
e AMyAzy oo A €ER (ou C),

entdo T (Z A ui> = Z A T(w). (12.10)
i=1 i=1

A verificagdo deste fato pode ser feita por inducdo sobre o numero de parcelas e
fatores, utilizando-se (1) e (Z3), para o caso de duas parcelas e fatores.

Seus detalhes serdo deiwrxados como exercicio para o leitor.
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7. O congunto formado por todas as transformagées lineares de (U,+,-) em (V,+,-)
serd denotado por L(U; V), isto €,

L(U;V)={T:U—>V;T € uma transformagdo linear}. (12.11)
8. Na situacgdo da Definicao TZZ1, se
V=1u,

diremos que T é um operador linear em (U,+,-).

O conjunto formado por todos os operadores lineares definidos em (U,+,-) em
serd denotado por L(U), isto €,

L(U)={T:U— U; T é um operador linear}. (12.12)
9. Na situagdo da da Definigdo [ZZ1, se
V=R,

ou seja, € o espago vetorial real (R,+,-), munido das operagées usuais de R,
diremos que T é um funcional linear (real) em U.

10. Na situacgcdo da da Definigdo [ZZZ1, se

V=C,

z

ou seja, € o espago vetorial real (ou complezo) (C,+,-), munido das operagies
usuais de R (ou C), diremos que T é um funcional linear real ( ou complexo) em U.

11. O conjunto formado por todos os funcionais lineares definidos em (U,+,-) serd
denotado por
u/
15to €,

UW={T:U—>R (ouC); T é uma transformacdo linear}. (12.13)

A seguir listamos alguns exemplos de transformagdes lineares definidas e tomando varios
espagos vetoriais reais (ou complexos).
Comegaremos pelo:

Exemplo 12.2.1 Sejam (U,+,), (V,+,:) espagos vetoriais reais (ou complezos) e T :
U — V dada por

T(u)=0 para cada u € U. (12.14)

Mostre que a aplicagdo T é uma transformacgdo linear de (U,+,-) em (V,+,-).
A transformacgao linear T serd chamada de transformagao nula.
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Resolugao:

Utilizaremos o item B. da Observagdo [0 (veja ([XH)), para mostrar que T é uma
transformacdo linear de (U,+,-) em em (V,+,-).

Notemos que se u,v € Ue A € R, teremos:

(rz13)

T(u+A-v) =70,
O, é elementpo neutro em (V,+,-)
= o,+ O,
—~—
=0
- Vv
- 0, +A- O,
~— ~—
w0

=T(u)+A-T(v),

ou seja, T, dado por (IZT4), é uma transformacéo linear de (U,+,-) em (V,+,), comple-
tando a resolugéo.
[

Outro caso interessante é dado pelo:

Exemplo 12.2.2 Sejam (U,+,-) espago vetorial real (ou complezo) e I, : U — U dada
por
Iu(u)=u, para cada uel. (12.15)

Mostre que a aplicagdo Iy € um operador linear em (U, +,-), isto €, Iy € L(U).
O operador linear Iy é chamado de operador identidade em (U,+,-).

Resolucgao:
Utilizaremos o item B. da Observagdo 221 (veja (X)), a aplicagdo T é um operador
linear em (U, +, ).
Observemos que se
u,vel e AeR(ouC),

teremos:
(z13)
Iu(u+A-v) = X +A U
===) (c=z=3)
= "Tu(w) = "Tv(v)

=Tu(w) +A-Tu(v),

ou seja, a aplicagdo Iy, dado por (ICZTH), é um operador linear em (U, +, ), completando a
resolugdo.
[

Observacao 12.2.2 Notemos que se Iy e Iy, sdo o operadores lineares identidade no

espago vetorial real (ou complexo) (U,+,-) e em (V,+,-), respectivamente, para T €
(U; V), temos que

Toly=T (12.16)

e IyoT=T. (12.17)
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Dewzaremos a verficagcdo destes fatos como exercicio para o leitor.

Outro caso importante é dado pelo:

Exemplo 12.2.3 Sejam (Z,(R),+,-), (R™',+,-) espagos vetoriais reais (onde + e -
sdo as operagoes usuais de &, (R) e de R™"', respectivamente) e a aplicagdo T : &, (R) —
R™' dada por

T(p) =(ap,a1, -+ ,a,), para pec Z.(R), (12.18)
onde r(x)=a,+arx+---+a,x", para xe€R. (12.19)

Mostre que a aplicagdo T € uma transfromagdo linear de (Z,(R),+,-) em (R”“ y T+ -),
isto €, T € L (Zn(R); R™).

Resolucgao:

Utilizaremos o item B. da Observagdo 21, para mostrar que a aplicagdo T é uma
transformagdo linear de (Z,(R),+,-) em (R™'+ ).

Notemos que se A € R

e P,q € Zn(R)
de (E228), podemos encontrar Qo,Q7, " yQn,bo,by, -+, by €R,
de modo que  p(x)=a,+ax+---+apx” (12.20)
e q(x) =bo+brx+---+byx", para xeR. (12.21)

Logo, para x € R fixado, teremos:

P+A-q)x)=(ac+arx+---+anx")+A(by+brx+---+ by x")
propriedades de B (0o +Abo) + (a1 + A1) X+ - + (an +Aby)x*.  (12.22)

Logo
(== e (== (ap +Abg, -+ ,an+Aby)

(E=8), comn =n+1

T(p+A-q)
(QO)"' )an)+(7\bo>"' ))\bn)

(E23), comn=n+1

- (aoa"'van)+7\'(boy"'abn)
S— N—

(Czm3) (n:zu)T

=T(p) +A-T(q),

(p)

ou seja, a aplicagdo T, dada por ([Z1R), é uma transformagédo linear de (Z2,(R),+, ) em
(R 4,-).
O
Um outro importante é dado pelo:
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Exemplo 12.2.4 Sejam A € M,,(R) uma matriz fizada e (M1 (R),+,-) espaco vetorial
real (onde + e - sGo as operagoes usuais de M,;(R)).
Consideremos a aplicagcao

T: Mn1 (R) — Mml (R)
dada por: T(u) =Au, para ue M,;(R). (12.23)

Mostre que a aplicacdo T € uma transformacgdo linear de (M, (R),+,-) em
(Mnﬂ (R) >+ ) '); ou seja, Tel (Mnl (R) ) Mm] (R))

Resolucgao:

Utilizaremos o item B. da Observagdo X2, para mostrar que a aplicagdo T é trans-
formacdo linear de (M,;1(R),+, ) em (M1(R),+,-).

Para isto, notemos que,

se u,ve M «i(R) e AeR,
teremos:

T(u+A-v) (Ega)A-(u—F?\-v)

(€3) e(zm)

Au-+A(A-v)
= &}_L/ +A (Av)
1y €=,

=T(u)+A-T(v),

ou seja, a aplicagdo T, dada por (223), é transformacdo linear de (M;(R),+,-) em
(Mm1(R) >+a')-
[l

Observacao 12.2.3 Se, no Ezemplo acima, tiwvermos m = m entdo seque que
T e (Mn1(R)), ou seja, T serd um operador linear em (M1 (R),+,).

Temos também o:

Exemplo 12.2.5 Sejam (¢([0,1]; R),+,:) e (R,+,:) espagos vetoriais reais (onde +
e - sGo as operagoes usuais de €([0,1]; R) e de R, respectivamente) e a aplicagdo T :
¢(10,1]; R) —» R, dada por

T(f) = J] f(x)dx, para fe€([0,1];R). (12.24)

Mostre que a aplicagcdo T € um funcional linear em (% ([0,1]; R),+,-), isto €, T €
L(?(0,1;R); R) = [£(0,1]; R)".

Resolugao:
Utilizaremos o item B. da Observagdao XX, para mostrar que a aplicagdo T é um
funcional linear em (%¢([0,1]; R),+,-).
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Notemos que, se
f,ge?(0,1];R) e AeR,

teremos:

1

Tf+A-g) =) L(f%—%g)(x) dx

Propriedades de integrais deﬁnidasJ

f(x) dx —MJ g(x) dx
0

—_
1)

(lm;")-l—

(g)

ou seja, a aplicagdo T, dada por (Z24), é um funcional linear em (% ([0,1]; R),+,-).

Outro caso importante é dado pelo:

Exemplo 12.2.6 Sejam (%]([O,ﬂ i R) ,+,~) e (¢([0,1]; R),+,-) espagos vetoriais reais
(onde + e - sdo as operacbes usuais de F([0,1];R)) e a aplicagdo T : €'([0,1]; R) —
%(10,1]; R), dada por

T(f)=f', para fe%€'(10,1];R). (12.25)

Mostre que a aplicagao T é uma transformacado linear de €'([0,1]; R) em €([0,1]; R),
isto 6, T e L(€'([0,1]; R); €([0,1]; R)).

Resolucao:

Utilizaremos o item @. da Observagdo X, para mostrar que a aplicagdo T é uma
transformagéo linear de €' ([0,1]; R) em %([0,1]; R).

Notemos que, se A € R

e f,ge¢'(0,1;R),

teremos:
T(F+A-g) EV (f+2g)’
Propriedades de derivadas ’ /
o \f/-/ +A \g,./
Rt (O IC= P

= T(f) +A- T(g))

ou seja, a aplicacio T, dada por (IZZH), é uma transformagao linear de €'([0,1]; R) em
(€(10,1]; R),+,-).
O
A seguir exobremos alguns casos de fungdes entre espagos vetoriais reais (ou complexos)
que nao sdo transformacgdes lineares.
Comegaremos pelo:
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Exemplo 12.2.7 Sejam (R3,—|—,-) e (R,+,-) espagos vetoriats reats (onde + e - s@o as
respectivas operacoes usuais) e a aplicacdo T:R3> — R, dada por

T(x,y,z2) =x+y+z+1, para (x,y,z) €R’. (12.26)
Mostre que a aplicagdo T nao é uma transformacgao linear de (R3,+ , ) em (R,+,-).

Resolucgao:
De fato, notemos que

T(0,0,0) =2 0404041
£0.

Logo, do item B. da Observagdo [T, segue que a aplicagdo T, dada por (IZ=2H), nao é
uma transformago linear de (R*,+,-) em (R, +,").
[
Temos também o:

Exercicio 12.2.1 Sejam (¢°([0,1]; R),+,-) e (R,+,-) espagos vetoriats reats (onde + e
- s@o as respectivas operagoes usuais) e a aplicagdo T:%€([0,1]; R) = R, dada por
1
T(f) = J If(x)|dx, para fe%€([0,1];R). (12.27)
0
Mostre que a aplicacdo T ndo é uma transformacgdo linear de (¢([0,1]; R),+,-) e
(R y T )

Resolucao:
Se a aplicagdo T, dada por (Z21), fosse uma transformagéo linear, do item B. da Ob-
servagao [Z21l, deveriamos ter

para toda fungdo f € ([0, 1]; R).
Para ver que isto nio ocorre, basta, por exemplo, considerar a funcéo f, : [0, 1] — R dada
por
fo(x) =1, para xe€[0,1]. (12.28)

Notemos que f, € €([0,1]; R) e (ou seja é uma funcdo continua em [0, 1]) e, neste caso,
teremos:

1
T(—f,) = L 1) dx

1
(E”)J|—1|dx
0

exercicio 4 (12.29)
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Por outro lado, temos

1
‘"E”’—J 1] dx

exercicio _ 1 (12.30)
Portanto, de (IZ23) e ([230), segue que
T(—=f) # —T(f),
ou seja, a aplicagdo T nao é uma transformacéo linear de % ([0,1]; R) em (R, +, ).
O

Temos também o:

Exemplo 12.2.8 Sejam (R,+,-) espaco vetorial real (onde + e - sdo as operagdes usu-
ais) e a aplicagdo T:R — R, dada por

T(x) =x*, para x€R. (12.31)
Mostre que a aplicagdo T ndo € um operador linear em (R,+,-).

Resolugao:
De fato, observemos que

T(=1) = (1
=1. (12.32)
Por outro lado, temos
-T(1) =V )’
=—1. (12.33)

Portanto, de (IZ32) e ([233), segue que
T(—f) #—T(f),

e assim, do item B. da Observagdo [T, segue que a aplicagdo T, dada por (IZ3T), nao é
um operador linear em (R, +, ).

O
Podemos estender o Exemplo [ZZXH acima a seguinte situagao:

Exemplo 12.2.9 Sejam n, € {2,3,---} fizado, (R,+,-) espago vetorial real (onde + e -
sdo as operagdes usuats) e a aplicagdo T: R — R, dada por

T(x)=x", para xe€R. (12.34)

Mostre que a aplicagdo T ndo € um operador linear em (R,+,-).
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Resolugao:
De fato, observemos que, se n, € {2,3,---} é par, teremos:
=3 n
T(=1) =~y
o £P3 (12.35)
Por outro lado, temos
=3 n
U=
= 1. (12.36)

Portanto, de (I2Z=33) e ([2=1), segue que
T(—f) #-T(f),

e assim, do item @. da Observagdo 21, segue que, se N, € {2,3,---} é par, entdo a
aplicagdo T, dada por (IZ=31), nao é um operador linear em (R, +, ).

Por outro lado, se se n, € {2,3,---} é impar, teremos:
T(1+1) &2 2. (12.37)
e
T(1) +T(1) =2 (1) 4 qm
2. (12.38)
Como n, > 2, teremos: 2Me £ 2

e, deste, fato, (X37) e ([X38), segue que TAO+1) AT +T(1).

Logo da Definigdo 22T (veja (ZZT)), segue que a aplicagdo T, dada por ([Z34), nao é
um operador linear em (R, -+, ).
0

12.3 Propriedades de transformacoes lineares

Um resultado importante é dado pela:

Proposicao 12.3.1 Sejam (U,+,:) (V,+,:) espagos vetoriais reais (ou complezos),
onde o conjunto
Bi{u]»uZV" )un}

¢ uma base (ordenada) de (U,+,-) e
Vi,V2,-,Vq € V.

Entdo, existe uma tunica T : U — V transformag¢do linear de (U,+,-) em (V,+,"),
satisfazendo:
T(w) =v;, para cada i€{1,2,--- ,n}. (12.39)



200 CAPITULO 12. TRANSFORMACOES LINEARES ENTRE ESPACOS VETORIAIS

Demonstracgao:
Dado u € U, como o conjunto B é uma base (ordenada) de (U, +,-), da Definicdo E=ZT,
segue que existem 1nicos escalares

Ay, 0n € R (ou C)
tais que
U=07 U+ U+ -+ 0y - Uy (12.40)

Definamos a aplicagdo T: U — V, por:

T(uw) =oq-vitog-vat -+ - v, (12.41)
ou seja, de ([ZZ0O): Tlog-w+o -t + & W) =& Vi +0- V)44 &y Vi

Afirmamos que a aplicagdo T, dada por ([ZZZ1), é uma transformacgéo linear de (U, +,-)
em (V,+,) e satisfaz (CZ23).

Comecemos mostrando a identidade acima, isto é, ([ZZ23).

Como o conjunto B é uma base (ordenada) de (U,+,:) e, para cada i € {1,2,---n},
temos que u; € U e, além disso, da Proposicdo EZ32, podemos escrever:

=0 w+--+ 0w+ I wt+ 0wt 0 un, (12.42)
2o =xq_q =0y =041 Zotn

de modo tnico (pois BB € base).
Logo, para cada i € {1,2,--- ,n}, de (ZZT), segue que:

(==2)
Thy) = T(\O/-u] Tt \O/_/'U«iq +\L/'U—i + \q_, Uiy + o +\O/_/'un)
=u =01 =0y S Zon

(@)061 (n?)“i—l (@)0&1 (n?)“i-H (IEa)ocn

(Czzm) —~ ~= = ~=

— 0 wvi+---+ 0 Vi + 1 v + 0 Vigr+-o+ 0 vy
~ ~ — -
=0 =Vi =0
=0 + v + @)

mostrando a validade de ([Z=23).
Mostremos que a aplicagdo T é uma transformacéo linear de (U,+,:) em (V,+,).
Para isto utilizaremos o item O. da Observagdo [Z2T.
Notemos que,
se AeR (ouC),
e u,wel
entdo, como o conjunto 3 é base (ordenada) de (U, +, -), da Definigdo BT, segue que existem
Unicos escalares
Ky Kpye e >“n)ﬁ1>"' »BneR (OU. C))
tais que U=0g- U+ -+ 0y Uy (12.43)
€ w=3 w4+ +pPn- U (12.44)
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Com isto temos:

T = Tl - wy -+ 0t )
=D v+ o v, (12.45)
€
Tw) VTR w4 Bl
= B v BV, (12.46)
Logo
w A w T o W] A B W e B ]

Logo da definigdo da aplicagdo T, isto é, de (IZZT), segue que
Tu+A-w) 0 Tllog +AB1) w4 (ot +ABw) -
=D (0 +AB1) Vit + (ot + ABn) - Vi

DD ED) [ vy ettt va] + A [Br 1+ -+ B - Vi

J (.

1 D7)

=T(u)+A-T(w),
mostrando que (veja ([ZH)) a aplicagdo T é uma transformacdo linear de (U,+,:) em
(V y T )
Finalmente, mostremos que se S e T sdo transformagdes lineares de (U,+, ) em (V,+,-),
satisfazendo ([Z=3), ou seja,
T(w)=vi=S(w), para ie{l,2,---,n}, (12.48)
entdo deveremos ter
S=T.
Para isto, basta ver que se u € U, como o conjunto 53 é uma base (ordenada) de (U, +,-),
da Definigdo EZZ1, segue que existem tinicos escalares
K,y 0y € R (ou C),
tais que U= U+ -+ 0y - Uy - (12.49)
Logo

S(u) ()S(om-u1+---+ocn-uﬂ)

S é transformagéo linear, logo vale ([ZIM)

= o - S(w) + -+ o - S(uy)
(Tzzm)
= X Vit -+ 0 Vn
= 1w

)
ou seja, S(u) =T(u), para uelu,
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isto é,
S=T,

completando a demonstracdo do resultado.
O

Observagao 12.3.1 A Proposi¢do [Z-Z1 acima, nos diz que uma transformacgao linear
definida em um espago vetorial real (ou complezo) de dimensdo finita fica, completa
e unicamente determinada, conhecendo-se os seus valores em uma base (ordenada) do
espago vetorial real (ou complexo) do dominio.

Apliquemos as ideias acima ao:

Exercicio 12.3.1 Seja (]R2 sy ) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagbes usuais
de R?).
Encontre um operador linear T : R? — R? tal que

T(1,2)]=(3,-1) (12.50)
e TI(O, D] =(1,2). (12.51)
Resolucgao:
Notemos que o conjunto
B={(1,2),(0,1)} (12.52)
——

é uma base (ordenada) de (R?,+,-) (pois é L.I. em (R?,+,-)).
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
Logo, se

u=(x,y) € R?,

da Definigdo EZZT, podemos escrevé-lo como combinagdo linear dos vetores da base (ordenada)
B, isto é, existem

x,peR,
tais que
u= (X)y)
= o7 - U + oy (12.53)
=2
= - (1,2)+x-(0,1)
= (061,2061 +062),
. . X =K
1sto é,
{y =20£1 +

. X =X
ou ainda, . (12.54)
X =yYy—2x
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Com isto, teremos:

u = (X)y)
?:? ®K1 - w0 U
=D o (1,2) + (y—2x) - (0,1). (12.55)

Deste modo, o operador linear T procurado, deverd satisfazer:

Tix,y) B2 Thx- (1,2) + (y — 2x) - (0, 1)]

/

T(ogug+az-uz)l

=V1 =v2
=x1 T(LL] ) +062-T(u2)
T é transformagéo 11§ar, logo vale (CZTO) - T[(] ,2)] +(y — ZX) ] T[(O ) 1 )]
—— ——

(=)

3,-1) ="01,2)
=x-(3,-1)+(y—2x)-(1,2)
:(x+y,2y—5x), para (X)U)ERZ)

ou seja, o operador linear T : R? — R? procurado, serd dado por:
T(x,y)=(x+y,2y—5x), paracada (x,y)ecR*. (12.56)

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que a aplicagdo T, definida por
(Tz=8) é um operador linear em (R?,+,) e satisfaz (IT250).
O

12.4 O espago vetorial real (ou complexo) L(U; V)

Nesta secdo exibiremos algumas propriedades importantes do espago vetorial real (ou com-
plexo) L(U; V).
Para tanto temos a:

Observacao 12.4.1

1. Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reats (ou complezos).

Como vimos nos itens [1. e B. da Observagdo [ZZZ1 , o conjunto formado por
todas as transformacgées lineares T: U — V € denotado por

L(U,V)
e se u=yv,

usaremos a notagao
L(U)=L(U; U).
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2. Dadas T,S € L(U; V), definimos T+ S:U — V como sendo dada por
(T+S)(w) =T(u)+S(uw), para uwel. (12.57)

Na situagdo acima, temos que
(T+S)eL(u;Vv),

ou seja, € uma transformacdo linear de (U,+,-) em (V,+,-).

De fato, se
u,vel e AeR (ouC),
teremos:
(T+S)(u+r-v) = T(w+A-v) + S(u+A-v)
—_— —_——

TeL(U;V)e o item 8. da Observagdo TZ2, SeL(U;V)e o item 8. da Observagdo TZZ3

T(W)+AT(v)
= [T(w) +A-TW)] + [S(u) + A - S(V)]

(£3),(=2),(E12)

= [T(w) + S(WI+A- [T(v) + SV

) TS +A-[(T+S) ).

S(uw)+A-S(v)

Logo, do itemB. da Observagdo TZZ1, seque que T+S é uma transformacgdo linear
de (U;+,:) em (V,+,-), ou seja, (T+S) € L(U; V), como queriamos mostrar.

3. SeTeL(U;V)eAeR (ouC), defintremos A-T: U — V como sendo dada por

A-T)(u) =A-T(u), para uel. (12.58)

Na situagdo acima, teremos
(A-T)e L(U,V),

ou seja, € uma transformacdo linear de (U,+,-) em (V,+,-).

De fato,
se u,vel
e BeR (ouC),
segue que:

A-Tuw+A-v) 2N Tu+p-v)

TeL(U;V)e o item B. da Observagdo IZZ

A-[Tu) +B-T(v)]

(E12),(em)

M\ T +B-IA-TW)]
AT W+ BTV, (12.59)

Logo, do item B. da Observag¢do TZZ1, seque que A\-T é uma transformacgdo linear
de (U,+,-) em (V,+,-), ou seja, (A-T) € L(U; V), como queriamos mostrar.
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4. Utilizando-se os itens B. e @. acima, seque que
(L(U; V), +,)
serd um espacgo vetorial real (ou complezo).
Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

5. Notemos que o vetor nulo de L(U; V), serd a transformacgdo linear nula, isto €,
O, :U—YV, dada por

O,(u =0 para cada u € U.

UV( A%

Além disso, se T € L(U; V), o vetor oposto de T, serd a transformagdo linear
—T:U— YV dada por

(—=T)(uw) =—-T(u), para uel. (12.60)

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.
Registraremos isto na:

Proposicao 12.4.1 (L(U; V),+,:) (onde + e - sdo as operagdes introduzidas acima) é
um espago vetorial real (ou complezo).

Demonstracgao:
Veja os itens da Observagao [ZZ1 acima.

Definigao 12.4.1 Seja (U,+,:) é um espago vetorial real (ou complezo).
Definimos o espago dual (algébrico) de U, que serd denotado por U’ (veja o item
@. da Observagdo IZZ), como sendo

u=2Uu;,R) (ou L(U;,C)), (12.61)
isto €, U’ é o conjunto formado por todos os funcionais lineares definidos em (U, +,-).

Temos a:

Teorema 12.4.1 Seja (U,+,-) um espago vetorial real (ou complezo) de dimensdo n e
(V,+,:) € um espago vetorial real (ou complezo) de dimensdo m.
Entdo, (L(U; V),+,-) tem dimensdo mn, ou seja,

se dim(U)
e dim(V) =m,
entdo dim[£(U; V)] =mn. (12.62)

n
m
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Demonstracgao:
Sejam
B={uw,u, - ,u,} (12.63)

uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (U,+,-) e
C={vi,va, - ,vm} (12.64)

uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,:).
Para cada

iE{],Z,"',TL}
€ je{1>2)"')m})

definamos a aplicagao: Ty U=V,

da seguinte maneira: se u € U, como o conjunto B é uma base (ordenada) para (U,+,-), da
Proposigdo B33, segue que podemos encontrar unicos escalares

X1,X2, - yXn € R (ou C),
tais que

U=%X7 W +X2 U+ -+ Xp - Uy

= ZXk c Uy . (1265)
k=1
Com isto, definiremos
TL(LL) = Xi - \)j y (1266)
ou seja, de ([ZE1) e ([ZHH), temos que: Ty (Z X - uk) =X Vj. (12.67)
k=1
Notemos que, para cada m € {1,2,--- ,n} fixado, teremos:
Tiy(m) P T T (0w b 0 Uy T U 0 Uy o+ 0y
) Jv, s i=m (12.68)
O, se i1#m
Afirmamos que, para cada
i0 6{1 )2)"’ ,T‘L}
e jo€{1,2,---,m} fixados,
teremos: T, € L(U; V). (12.69)

De fato, se
u,velu,
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como o conjunto B é uma base (ordenada) para (U,+,-), da Proposigdo B33, segue que
existem tnicos escalares

X143%X2y  yXnyY1,Y2,y o )UHER(Ou C)a
tais que U=%X7 U+ - +xXy-Upy (12.70)
e V=YW +- - +Yn- Upy. (12.71)

Logo,

(c=zm) ; (C=zZD)

u+A-v Xp-w+ - XUl FA Y-+ Yn - Uyl

(EEZ)»(E)»(EE) (X] + }\1_:“) - Uy _I_ e + (Xn + }\yn) c Uy . (12.72)

Assim teremos:

Tijo (W+A - V) =) Tiio (1 +Ay1) w4+ - 4+ (X + AU - wi+ - -+ (X + Ayn) - Uyl
= (xi, +Ayi) v,
(E2),(E=) Xi, Vi, A ( Y Vi )
()Tiojo (x1 ~u:jrx_i:-uio Foetxn Un ) ()Tiojo (Y1 W+ +Yip Uip+HYn-n)

=Tijo(x1 w4+ + Xy - Uy, + -+ Xn - Un)
+}\T1 (y]u1++ylomo++ynun)

oJo

=T (W A T ) (12.73)

- Tiojo

Logo, de (CZ73) e do item . da Observagdo 22T, segue que
T, € L(U; V), paracada i,€{1,2,---,n} e jo{1,2,---,m}.
Mostremos que o conjunto
D ={Ty; paraie{l,2,---,n} e je{l,2,--- ,m}} (12.74)

¢ uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (L£(U; V), +,-).

Afirmamos que o conjunto D é L.I. em (L(U; V),+, ).
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De fato,
se Z Z aj; - Tij =0¢€ E(U, V) y (1275)
i=1 j=I
entdo, para cada ke{l,2,---,n},
segue que:
0= O(uk)

== )O se i#£k

= ayv;. (12.76)

Como os vetores

Viy,V2,° sy Vm

sdoL.I.em (V,+,-) (pois o conjunto C, dado por ([Z54), é uma base (ordenada) de (V,+,-)),
segue-se que

Qg =+ = Qgm = 0,

para cada k € {1,2,--- ,n}, ou seja,
aj =0, paracada ie{l,---,n} e je{l,---,m},

mostrando que o conjunto D, dado por (ZZ74), é um conjunto L.I. em (£(U; V), +,-).
Afirmamos que
Dl =L(U;V).

De fato, se
TeL(U;V),

para cada u € U, como o conjunto B, dado por (IZ=33), é uma base (ordenada) de (U,+,-),
segue que existem 1inicos escalares

X1,X2, Xn € R (ou C),

tais que
U=X7 U +X2 U+ F+Xp-Up. (12.77)
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Como a aplicagdo T é uma transformagio linear de (U,+,-) em (V,+,-), segue que

T E2 T w3+ X )
T ) s T (w) 4% - T(ua) 4+ 4 % - T(y) (12.78)
Como, para cada i, € {1,2,---,n}, temos que

T(w,) eV
e o conjunto C, dado por ([ZE4), é base (ordenada) de (V,+,-), para cada
i, e{1,2,---,n},
existem tnicos escalares
®i, € R (ou C), para je{l,2,---,m},

tais que
T(ui,) = otiy *vi4 -+ iy * Vi - (12.79)
Lembremos que, para cada
i 6{1 >2?"' ,T‘L} € ) 6{1’2>"' )m}>
de (XEH), temos que
Tioj(LL) =Xi- V]' .

Logo, para cada u € U, de (IZ7A), (IZ7M) e (ZXEA), obteremos

Tw) =%  Tw) + - +x0 - T(y)

(CZd) com i,€{1,---,n}
= Xp- (o Vi g Vi) e X (Vi K V)

), (D) (£3),(E2
(=) EDED )0611'(7(1'V1)+"'+0<m1'(x1'\’m)+"'

+ X - (Xn'vl)+"'+“mn'(xn'vm)
=" our - T (W) 4 - T (W) - 4 ot - T (W) 4 -+ O = T (W),
ou seja,
T=on-Tn+ - +om-Timt -+ Tt 4 Xmn e Tamy
mostrando que T € L(U; V), pode ser escrito como combinagdo linear dos elementos do
conjunto D, isto é, o conjunto D, dado por ([Z74), gera L(U; V).

Portanto o conjunto D, dado por (Z74), é uma base (ordenada) do espago vetorial real
(ou complexo) (L£L(U; V),+,-) e como o nimero de elementos da base (ordenada) D, dado
por (@), é mn, segue que

dim[Z(U, V)] =mn,

finalizando a demonstragdo do resultado.

Como consequéncia temos o:



300 CAPITULO 12. TRANSFORMACOES LINEARES ENTRE ESPACOS VETORIAIS

Corolario 12.4.1 Seja (U,+,-) um espago vetorial real (ou complezo) de dimensdo n.
Entdo o espago dual associado a (U,+,-), tem dimensdo n, isto €,

dim(U’) =n. (12.80)
Demonstracgao:
De fato,
como U’ =L£(U; R) (12.81)
e dim(R) =1, (12.82)

segue, do Teorema IT2ZZ1 acima, que

(02 (T2)  (C25D)

dim(U’) n-l=n,

como queriamos demonstrar.

Observacao 12.4.2

1. A base (ordenada) D, dado por ([ZZA), do espago vetorial real (ou complezo)
L(U,V), obtida na demonstra¢cdo do Teorema [TZZ.1 acima, serd denominada
base (ordenada) de L£L(U; V), associada as bases B e C de (U,+,-) e (V,+,-), res-
pectivamente.

2. Pelo Coroldrio [ZZ-1, se o espago vetorial real (ou complexo) (U,+,-) tem di-
mensdo finita, entdo o seu espago dual, ou seja U', terd a mesma dimensdo (veja

3. Na stituacdo do Coroldrio [I2-Z.1, sequindo os passos da demonstragdo do Teorema

IZZ1, se o conjunto

B={u,uz, - un}
é uma base (ordenada) do espago vetorial real (U,+,-) e o conjunto
¢ ={1}

é uma base (ordenada) do espago vetorial real (R,+,-), para cada
je{l,2,---,nj,
considerando-se o funcional linear T;: U — R (veja (ZEH)), dado por
T =T w4 +%xn - Up) =%, (12.83)
onde U=x;-w+---+x,-u, €U, (12.84)

o conjunto
’Di{-ﬂ )TZ"" )Tn}
serd uma base (ordenada) do espago vetorial real (U',+,-).

Esta base (ordenada) é chamada de base (ordenada) dual, associada ds bases B
eC de (U,+,:) e (R,+,), respectivamente.
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4. Na stituagcdo do Coroldrio [[2-Z.1, no caso complexo, se o conjunto
B={w g, i
¢ uma base (ordenada) do espago vetorial complezo (U,+,-) e o conjunto
C ={1}
¢ base (ordenada) do espago vetorial complezo (C,+,-), para cada
je{l,2,--- n},
se considerarmos o funcional linear T;: U — R (veja (IZED)), dado por

T(w) =Ti(x w4 4 X - Un) =X, (12.85)
onde u=x;-u+---+x,-u, €U, (12.86)

o conjunto
,Di{Tl )T2>"' >Tn}
serd uma base (ordenada) do espago vetorial complezo (U',+,-).

Esta base (ordenada) é chamada de base (ordenada) dual, associada ds bases B
eC de (U,+,:) e (C,+,), respectivamente.

Apliquemos as ideias acima ao:
Exemplo 12.4.1 Sejam (R3,+,~) e (R,+,-) espagos vetoriats reats (onde + e - s@o as
operacbes usuais de R® e R, respectivamente).

Considere a base (ordenada)

Bi{ul )u2>u3}

de (R?®,+,-), onde

u = (1,1,1), (12.87)
w = (1,1,0), (12.88)
u; = (1,0,0) (12.89)
e C={w},
onde v =1, (12.90)

uma base (ordenada) do espago vetorial real (R,+,-).
Encontre a base (ordenada) para o espago dual de (R3,+ y ~), assoctada as bases B e
C de (R*,+,-) e (R,+,-), respectivamente.
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Resolugao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que o conjunto B é base (ordenada)
de (R3,+,-).
Utilizaremos as idéias do item B. da Observagdo [2Z2 acima.

Observemos que se

(x,y,z) € R?,

como o conjunto B é uma base (ordenada) de (R3 s+ -), segue que existem 1nicos escalares

X1,X2,X3 € R,

tais que
u=(x,y,z) (12.91)
=X Uy +x; - uy +Xx3 - U3
~— ~~ —~—
=i} =10 “=901,0,0)
=x1-(1,1,1)+x2-(1,1,0) +x3-(1,0,0) (12.92)
(E=8),(E222), com n=3
= (1 +%x2 +x3,%1 +%x2,%1) 4
.
X1 +X2+X3=X%X
ou seja, X1 +%x2=Yy y
\X] =Z
p
X1 =2z
cuja solugdo serd (exercicio): X2=y—2z . (12.93)
(X3 =Xx—Y
Portanto
(r=zHm)
u = (X»y )Z)
(CZm3) e (CZ3)
= z- (1,1, )+ (y—2)-(1,1,0) + (x—y) - (1,0,0). (12.94)

Lembremos que, de ([ZZ=H), segue que os funcionais lineares que formardo a base (orde-
nada) dual, associada as bases B e C, que indicaremos por

T:R*— R, para je{l1,2,3},
serdo dadas por: T(u) = x4, (12.95)

onde U=%X7; U +X2 U+ X3-U3. (12.96)

Deste modo, vimos na demonstragdo do Teorema [ZZ1, que uma base (ordenada) , que
indicaremos por D, para o espago dual de (R3 s+, -), associada as base (ordenada) B e C, serd
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formada pelos funcionais lineares T;, T», Tz : R® — R, dados por:

T(x,y,2) "B Tz (1,1, 1) +(y —2) - (1,1,0) + (x—y) - (1,0,0)]
N—
=X1-U
=)
=

Tx,y,2) =0Tl (1,1,1) + (y—z) - (1,1,0) +(x —y) - (1,0,0)]

.

N

=x2-U3
=)
( = )U_Z)
T0,y,2) B Tl (1,1,1) + (y —2) - (1,1,0) + (x —y) - (1,0,0)]
—(x—y)us
(EEE)Xa
(zm)
= XYy,
para cada (x,y,z) € R, ou seja,
T](X)U)Z)iz)
TZ(X)H)Z)iy_Z
T3(x,y,z) =x—vy, paracada (x,y,z)eR>. (12.97)
Desta forma o conjunto
D ={Ti,t2, T3}

onde, para cada j € {1,2,3}, T; € L(R?*; R) é dado por (IZU7), é uma base (ordenada) de
(L(R%; R),+,-), associada as bases (ordenadas) B e C de (R*,+,-) e (R, +,-), respectiva-
mente, finalizando a resolugao.

[

Observacgao 12.4.3 Como consequéncia do Exemplo [[Z.Z-] acima e da Proposi¢ao E=Z 2,
seque que todo funcional linear T : R> — R, pode ser escrito, de modo 1nico, como com-
binagdo linear dos funcionais lineares T; : R* —» R, para j € {1,2,3}, dados por (ITZU7).

Temos também a:
Proposicao 12.4.2 Sejam (U,+,:), (V,+,:) e (W,+,-) espagos vetoriais reais (ou
complezos).

SeTeL(U;V)eSeLl(V;W) entdo

(SoT) e L£(U; W).
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Demonstracgao:
De fato, se

u,velu
e A€R (ouC),

temos que:

(S o T) (LL LA V) definigdo de comg)sigéo de fungdes S[T(u LA V)]
Té transformagi: linear e (CZ3) S[T(u) TA- T(\))]
T(w]+A-S[T(v)]

definigdo de comg:)sigao de fungdes (S o T) (u) + A . [(S o T) (V)],

S é transformagéo linear e (IZH) S[

Logo, do item B. da Observagdo X271 , segue que S o T é uma transformagdo linear de
(u’_l_)') €1m (W>+)'); ou Seja-:
(SoT) e L(U; W),

como queriamos demonstrar.
O

Observacao 12.4.4 Em resumo, a Proposi¢do [[2-2.3 acima, nos diz que a composta de
transformagdes lineares serd uma transformacdo linear.

O resultado a seguir é um fato basico de fungdes em geral, que nos diz que a operagao de
composigdo de fungdes é associativa, mais precisamente:

Proposicao 12.4.3 Sejam U, V, W e X conjuntos nao vaziose T:U—V,S:V—-We
R: W — X funcdes.
Entao
(RoS)oT=Ro(SoT). (12.98)

Demonstragao:
Notemos que, para cada u € U, temos

defini¢do de composigéo de fungdes

[(RoS§)oTl(u) = (Ro S)[T(u)]
definigio de composigdo de fungdes RIS[T(w)]}. (12.99)
Por outro lado, temos
[Ro(SoT)(w) definigdo de composigio de fungdes R{IS o T)(w)}
definigéo de composigéo de fungdes o (ST} (12.100)

Logo, de (@) e (CZTI0O), segue a validade de (I298), completando a demonstragdo do
resultado.
U
Temos também a:
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Proposigao 12.4.4 Sejam U conjunto ndo wvazio, (V,+,-), (W,+,:) espagos vetoriais
reais (ou complezos) e S,T: U — V fungbdes e Re€ L(V; W) .
Entao
Ro(S+T)=RoS+RoT. (12.101)

Demonstracgao:
Notemos que, para cada u € U, temos

definig@o de composigéo de fungdes

[Ro (S+T(w) RIS+ T)(w]
definigdo de somao de fungdes R[S (‘LL) + T(‘LL)]
Ré transforénagéo linear R[S ('LL)] 4 R[T(u)]
definig@o de composigéo de fungdes

pe [R o S](u) 4+ [Ro T](u)

definig@o de soma de fungdes [R 6S+Ro T] (u)
- )

mostrando a validade de ([ZZTOT) e completando a demonstragdo do resultado.

0
Voltando as trasnsformagdo lineares:
Proposicao 12.4.5 Sejam (U,+,-), (V,+,-) espacos vetoriats reats (ou complezos).
SeTeL(U;V)ely,e L(V) € o operador linear identidade em (V,+,-), isto é,
Iv(v)=v, para veV (12.102)
e Iy € L(U) € o operador linear 1dentidade em (U, +,-),isto €,
Iy(w) =u, para uwel, (12.103)
entao
IyoT=T (12.104)
e Toly=T. (12.105)
Demonstracgao:
Notemos que, para cada u € U, temos
(Iy o T) (1) definigho de soma de fungBes I[T(w)]
=1
e
[T o T ] (1) Gefiisio de soma de fungbes 11y (v,
= T(w),
mostrando ([ZT04) e (I2T0H), completando a demonstragdo do resultado.
0

Apliquemos as ideias acima ao:
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Exemplo 12.4.2 Seja (RZ s+ ) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
de R?).
Consideremos T,S € L(R?) dadas por

Tx,y) =(x+y,0) (12.106)
e  S(x,y)=(x,2y), (12.107)
para cada(x,y) € R2.
Encontre
ToS e SoT
Resolugao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que
T,Se Ll (Rz) .

Notemos que, para cada (x,y) € R?, temos que

(ToS)(x,y) definigtio de composigéo de fungdes TIS(x,v)
(=) T(x,2y)
=2 (x +2y,0), (12.108)
€
(SoT)(x,y) definigéo de composigéo de funges ¢ Tix,u)]
= 5x 4y, 0)
=2 (x +y,0), (12.109)

finalizando a resolugao.
O

Observagao 12.4.5 Notemos que, no Exemplo [[Z-7-4, temos (veja ([(Z1OR) e ([1J)):

ToS#SoT.

Vamos introduzir a:

Definigao 12.4.2 Seja (U,+,-) espago vetorial real (ou complezo).
Se T € L(U), definiremos

T° =1y,
T=T
e T"=ToT"™' para ne€{2,3,---}, (12.110)

onde Iy : U — U € o operador linear identidade em (U,+,-), isto €,

Iu(w) =u, para cada uel.
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Com isto podemos introduzir a

Defini¢ao 12.4.3 Seja (U,+,-) espago vetorial real (ou complezo).
Um operador linear T € L(U) serd dito nilpotente , se existir n € N, de modo que

T"=0e€ L(U), (12.111)

z

isto €, o operador linear T", € o operador linear nulo em (U,+,-).

Observacao 12.4.6 Um exemplo simples de operador nilpotente definido em um espacgo
vetorial real (ou complezo) é o operador linear nulo, ou seja, O : U — U, dada por

O(u) =0y para uelu,

onde Oy denota o vetor nulo do espago vetorial real (ou complezo) (U,+,-).
A verificagdo deste fato é imediata.

Um exemplo (ndo trivial) de um operador linear nilpotente, é dado pelo:

Exemplo 12.4.3 Seja (]R2 y ) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
de R?).
Mostre que T : R?> — R? dada por

T(x,y) =(0,x), para (x,y) €R?, (12.112)
é um operador nilpotente em (R?,+,-).

Resolucao:
Observemos que, para cada (x,y) € R?, teremos

T2(x,y) == TT(x,y)l
=2 7(0,x)
=112
( = )(O)O)>

assim, T?2=0,

mostrando que o operador linear T é nilpotente em (Rz, =+, ) (no caso, n = 2), completando
a resolugao
O
Passaremos a estudar questdes ligadas a fungdo inversdo associada a uma transformagao
ou operador linear, entre espagos vetoriais reais (ou complexos).
Para tanto temos a:

Definicao 12.4.4 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriats reais (ou complezos).
Diremos que T € L(UV; ) possui uma transformacgao inversa, se ezristir uma fun¢do
S:V —> U, tal que

(SoT)(u) =u, para uwuecl (12.113)
=v, para VveEV. (12.114)
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Em outras palavras,

se ToS=1y (12.115)
e SoT =1y, (12.116)

onde Iy : U — U € o operador linear identidade em (U,+,-) eIy :V — V é o operador
linear identidade em (V,+,-).

Com isto temos a:

Proposicao 12.4.6 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espacos vetoriais reais (ou complezos).
SeT € L(U,V) possut uma transformagdo inversa, entdo esta transformacdo inversa
serd unica.

Demonstracgao:
Suponhamos que T € £(U; V) possua como transformagdes inversas as fungdes

R,S:V — U.

Logo, da Definicdo 224, segue que

Iy=ToR (12.117)
e Iy=SoT. (12.118)
Com isto teremos:
s so1y,
= s 6 (ToR)
composigio de fungdes é associativa (SoT)oR
= 0R
(IZTE) R,

mostrando que
S=R
e completando a demonstragao do resultado.

OJ
Podemos agora introduzir a:

Defini¢ao 12.4.5 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espagos vetoriats reats (ou complezos) e
T e L(U; V) que possut uma transformagdo itnversa.

A Proposi¢cao [[2.2.9 acima garante que esta serd unica, ou seja, exriste uma unica
fungdo S:V — U, que satisfaz ([ZTIH) e ([Z1I@).

Esta funcdo S, associada a transformacdo linear T, serd denotada por T', isto é,

T'=8.
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Observacao 12.4.7 Na situacao da Defini¢cao e utilizando-se a Defini¢cao [2-Z2-4,
teremos:

(T7oT) (W) =u, para uel (12.119)

e (ToT Y(v)=v, para veV, (12.120)

ou ainda, v=T(u) (12.121)

se, e somente se, u=T"(v). (12.122)

Lembremos das questdes relacionadas a injetividade, sobrejetividade e bijetividade de
fungdes que podem ser aplicadas as transformagdes ou operadores lineares entre espacgos
vetoriais reais (ou complexos).

Mais precisamente temos a:

Defini¢ao 12.4.6 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espagos vetoriats reais (ou complezos).
Uma transformagdo linear T: U — V serd dita

1. injetora,

se para w,u eUu,
satisfazendo Tw) =T(uy),
implicar que u =1uy. (12.123)
2. sobrejetora,
se para cada vev,
podemos encontrar uel,
de modo que T(u) =v. (12.124)

3. bijetora, se ela for injetora e sobrejetora.

Observacao 12.4.8 Na verdade, a Defini¢cdo [Z.Z2.4 acima, € para fungbes em geral,
nao necessariamente, transformacgoes lineares entre espagos vetoriais.

Temos um resultado geral e basico de fungdes que diz:

Proposicao 12.4.7 Sejam U,V conjuntos ndo vazios.
A fungdo T : U — V possut uma func¢do itnversa se, e somente se, a fung¢do 1 €
byetora.

Demonstragao:
Suponhamos que a fungdo T possua uma fungdo inversa.
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Logo
se T(w) = T(uy), (12.125)
segue que
w = T T ()
=TT (W)
(CzT3) u,.

Portanto, do item [. da Definicdo [ZZZd acima, segue que a fungdo T serd injetora.
Dado v € V, considerando-se

u=T"(v)elU, (12.126)
segue que
=23 _
T =117 )
(T=Tm)
= V.

Logo, do item B. da Definicdo [2ZA acima, segue que a fun¢do I também serd sobrejetora.

Portanto, do item B. da Definicdo 224 acima, segue que a fungdo T serd bijetora.

Reciprocamente, suponhamos que a funcdo T seja bijetora.

Dado v € V, como a fungdo T é bijetora, do item B. da Definicdo [2ZZd acima, segue que
ela serd, em particular, sobrejetora.

Logo, do item O. da Definicdo [XZd acima, podemos encontrar um u, € U, tal que

v=T(uw). (12.127)

Notemos que, do item 0. da Definicao IZZ4 acima, segue que o u, € U obtido acima serd
dnico.

Deixaremos a verificagao deste fato como exerrcicio para o leitor.

Definamos a fungdo S: V — U, por

S(v) =u,, paracada velU. (12.128)

Mostremos que a funcdo S é a fungdo inversa associada a fungdo T.
Para isto, notemos que, se v e V teremos:

(=)

TIS(v)] T(w,)

(=)
- b
ou seja, ToS=1y. (12.129)

Por outro lado, se u € U, teremos que

S[T(w] e U,
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pela defini¢do da fungdo S (ver ([ZXT27) e ([ZXTZH)), serd o Unico elemento uy € U tal que

Como,por hipétese, a funcdo T é injetora, , do item @M. da Definicdo [2ZA acima, teremos
u, =u
e, assim, segue que
S[Tw)] =,
ou seja, SoT=1. (12.130)

Portanto, de (I2123), (CZT20) e a Definigdo [ZZ4 (e a Proposigdo [ZZA), que a fungdo S
é uma transformagdo inversa associada a fungdo T, completando a demonstracao do resultado.
OJ

Voltando as transformacdes lineares, temos a:

Proposicao 12.4.8 Sejam (U,+,:) e (V,+,-) espagos vetoriais reais (ou complezos).
Se T € L(U; V) possui transformacdo inversa T : V — U, entdo T7' : V — U serd
uma transformagdo linear de (V,+,-) em (U,+,-), ou seja,

T'eL(v;u. (12.131)

Demonstracao:
Devemos mostrar que T~' : V — U é uma transformagéo linear de (V,+,-) em (U, +,-).
Para isto sejam

Vi, €V
e AeR (ouC).
Como a transformacgdo linear T admite transformagdo inversa, pela Proposigao [ZZ 1, ela

serd bijetora, em particular, sobrejetora (veja os itens B. e O. da Definicdo IZZ1).
Logo, do item O. da Definicdo [XZH, podemos encontrar

u,u eUu,
tais que T(w) = vy (12.132)
e Tlw)=v, (12.133)
ou, de (ZI23), equivalentemente: T ') =u (12.134)
e T '(v)=u. (12.135)
Assim,
T w2 vo) =0 T T(w) +2- Tw))

Té transformac&o linear e ([XH)

= T T + A wy)]

T 1oT=I
=Y u +A-up

EELEE ) AT ().
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Logo, do item O. da da Observagdo X1, segue que T ' € £(V,U), completando a

demonstracdo do resultado.
OJ

Para finalizar temos a:

Proposicao 12.4.9 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reais (ou complezos).
Uma transformacgao linear T: U — V € injetora se, e somente se, a Unica solug¢do
de

T(u) = Oy

€ o vetor nulo, 1sto €,
se uelu
satisfaz T(u) = Oy,
deveremos ter u=0y. (12.136)
Demonstragao:
Suponhamos que

TeL(U;V)
seja injetora e que

T(u) =Oy. (12.137)

Do item B. da Observagdo I221 (ou ainda, (I[ZH)), segue que
Ov =T(Ou),
que, juntamente com ([2T37), teremos: T(u) =T(Oy). (12.138)

Como a transformagdo T é uma funcgdo injetora (veja o item M. da Observagdo [ZZA),
deveremos ter

u = Ou y
isto é, a tnica solugdo de
T(u) = Ov,
devera ser u = Oy,

mostrando (CZI3H).
Reciprocamente, suponhamos que (ZI3H) ocorre, isto €, a tnica solugdo de

T(W) = OV>
deverd ser w=0y. (12.139)
Logo, para u,v € U, se
Tu) =T(v),
ou, equivalentemente, T(u) —T(v) = Ov,
%,—/

T é transformac8o linear e (m)T( )
= u—v

ou seja, T(u—v) =0y.
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Logo, de (CXT39) (com w = u — V), deveremos ter

u—v=w=0y,

que, de (EMD), implicard que: u=v,

mostrando, pelo o item M. da Observagdo [2ZZ4, que a transformagdo linear T é injetora,
completando a demonstracdo do resultado.
O

12.5 Imagem e nicleo de uma transformacao linear

Comegaremos com a

Defini¢ao 12.5.1 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espagos vetoriats reats (ou complezos) e
T:U — V uma transformacgdo linear.

1. Se X C U, definimos a imagem do conjunto X, pela transformacao linear T, in-
dicada por T(X), como sendo o conjunto

TX)={T(x);x e X} C V. (12.140)

2. SeY CV, definimos a imagem inversa do conjunto Y, pela transformacao linear T,
indicada por T7'(Y), como sendo o conjunto

T'(Y)={uelU;T(ueY}CU. (12.141)

Observacao 12.5.1 Notemos que no item B da Definigdo [ZZ21 acima,
T(Y)

nao tem nada a ver com a transformag¢do inversa, associada a transformagao linear T
que pode, eventualmente, nem ezistir.

Temos agora a:

Proposicao 12.5.1 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espagos vetoriais reats (ou complezos) de
modo que
dim(V) =1. (12.142)

SeT:U—V é um transformagdo linear, nao tdenticamente nula, entdo a trans-
formagdo linear T serd sobrejetora.

Demonstragao:
Como a transformacgdo linear T é ndo nula, segue que existe u, € U, tal que

T(u,) # Ov.
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Como o espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) tem igual a dimenséo 1, entdo qual-
quer base (ordenada) do mesmo, serd constituida por um vetor ndo nulo.
Logo o conjunto
B = {T(u,)}

serd uma base (ordenada) do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-), pois T(u,) € V é
um vetor ndo nulo e dim(V) = 1, por hipétese.

Assim, dado v € V, como o conjunto B é uma base (ordenada) de (V,+,-), segue que
podemos encontrar um unico escalar x € R (ou C) tal que

v=ou-T(u,)
T é transformac8o linear (ou ainda, ([23))
= Tlo-u,)
)

ou seja, pelo item B. da Definicdo I2ZZd, a transformacdo linear T é sobrejetora, como
queriamos demonstrar.
OJ

Observacao 12.5.2 Na situagdo da Proposi¢ao IZE1 acima, utilizando ([ZZIZ1), pode-
mos concluir que

se Vo €V,
satisfaz Vo # Ov,
entdo T '({v,}) =U,

ou seaj, a 1magem inversa do conjunto {v,}, pela aplicagdo T, serd o conjunto U.

Como consequéncia temos o:

Corolario 12.5.1 Sejam (U,+,-) e (R,+,-) espagos vetoriais reats (onde + e - sdo as
operagbes usuais em R).

Se T é um funcional linear defintdo em (U,+,-), ndo tdenticamente nulo, entdo o
funcional linear T serd sobrejetor.

Demonstracgao:
Como
dim(R) =1

da Proposigdo X5 acima, segue a conclusdo do resultado, completando a demonstragao.
O

Observacao 12.5.3 Vale um resultado andlogo ao Coroldrio IZ51 acima, trocando-se
o espago vetorial real (R,+,-) pelo espago wvetorial complexo (C,+,-) e (U,+,:) um
espago vetorial complezo.

Temos também a:
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Proposicao 12.5.2 Sejam (U,+,:) e (V,+,-) espacos vetoriais reats (ou complezos) e
T:U— V uma transformacgdo linear.

1. Se W € um subespago vetorial de (U,+,-), entdo T(W) serd um subespago vetorial
de (V,+,-).

2. SeY é um subespago vetorial de (V,+,-), entdo o conjunto T~'(Y) serd um subespa-
¢o vetorial de (U,+,-).

Demonstracgao:
Do item [. :
Seja W um subespago vetorial de (U,+,-), logo, de (ET)

teremos Oyew.

T é transformag8o linear (veja (IZ4)) 0
= Vi

Logo, de , segue que: T(Ou)
ouseja Oy e T(W).

Sejam vi,v; € T(W) e A € R (ou C).
Notemos que, se
Vi,V2 € T(W) )

de ([ZTZ0), segue que, podemos encontrar wy ,w, € W tais que

v =T(w)
e vy =T(w,). (12.143)

Como W é um subespago vetorial de (U,+,-), do item B. da Observagdo T2, segue
que
(Wi +A-wy) e W,

Logo

Vi A s =D T ) A T(w)

T é transformag8o linear (ou ainda, (IZ3))

T (W1 +A-w,) e T(W).
S ———

€W, pois W é subespago vetorial

Logo, do item B. da Observagdo [ZT1, segue que o conjunto T(W) é um subespago
vetorial de (V,+,).
Do item B@. :

Seja Y um subespaco vetorial de (V,+,-).

Notemos que

) T é transformagdo linear (veja ([ZA))

T(Ou
e Ouey,

OV)

pois Y é subespaco vetorial de (V,+, ).
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Logo, do fato acima e de ([ZZTZT), segue que
OucT'(Y).
Se

u,u; € Til (Y)
e A€R (ouC),
de (CXTZT), segue que T(w), T(w) €Y.

Como Y é um subespaco vetorial de (V,+,-), do fato acima e do item B. da Observagao
22T, teremos:

Tw)+A-T(w) €Y. (12.144)
Mas
T(LL] A ‘LLz) Té transformagéozlinear (veja (Z3)) T(LL]) TA- T(uz)
(==
ey,

logo, de (CZTZT), segue que (W +A-u) € T(Y).

Logo, do item item O. da Observagdo [ZZT, segue que o conjunto T~'(Y) é um subespago
vetorial de (U, +,-), completando a demonstragido do resultado.

OJ
Podemos agora introduzir a:

Definigao 12.5.2 Sejam (U,+,:) e (V,+,:) espagcos vetoriats reats (ou complezos) e
T:U— V uma transformagdo linear.

Definimos o nicleo da transformacao linear T, indicado por N(T), como sendo o
subconjunto de U, dado por T'({Ov}), ou seja,

N(TM ={uelU; T(u) =0v}. (12.145)

Corolario 12.5.2 Na situagdo da Definigdo TZ53, temos que niucleo da transformacgao
linear T, ou seja, N(T), é um subespago vetorial do espago vetorial real (ou complezo)
(u y T ) .

Demonstracgao:
Como

N(T) =T ({Ov]),

do item DO. da Proposigio 2537, segue que N (T), é um subespago vetorial do espago vetorial
real (ou complexo) (U,+,-) , completando a demonstragéo.
O
Como consequéncia da Proposigdo X2, temos o
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Corolario 12.5.3 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espagcos vetoriais reats (ou complezos) e
T:U— V uma transformacgdo linear.
A transformacgao linear T € injetora se, e somente se,

N(T) ={Ou}. (12.146)
Demonstragao:

Veja a Proposigdo [ZZ1.

Temos também a:

Proposicao 12.5.3 Sejam (U,+,-) espago vetorial real (ou complezo) e T € L(U).

Entdo
T2=0
se, e somente se, T(U) CN(T). (12.147)
Demonstragao:
Suponhamos que
T?=0. (12.148)

Logo, se v € T(U), de (C=TZ0), segue que podemos encontrar

uelu,
de modo que v=T(u). (12.149)
Portanto,
T(v) =2 1T ()]
=T*(u)
(EZ:IIE) OV>

que, de ([ZTZH), é 0 mesmMo que escrever: veN(T).
Portanto: T(U) CN(T).

Reciprocamente, suponhamos que

T(U) CN(T). (12.150)
Dado u € U, como
(TzT=m)
T(weT(U) < N(T), (12.151)
segue que
T2 (u) =TI T(u) ]
~——
EEONT) o (czmm)
= OV»

ouseja, T?’=0,



318 CAPITULO 12. TRANSFORMAGCOES LINEARES ENTRE ESPACOS VETORIAIS
completando a demonstracdo do resultado.

Consideremos agora o:

Exercicio 12.5.1 Sejam (IR{Z,—Ir,-) espago vetortal real (onde + e - sGo as operagdes
usuais de R*) e 0, € R fizado.
Encontre o nicleo do operador linear T :R*> — R? dada por

T(x,y) = (xcos(0,) —ysen(0,),xsen(0,) +ycos(8,)), para (x,y) € R*. (12.152)

Resolucgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que T € £ (Rz).
Pela Definigdo [Z53 (veja (CZXTZH)), temos que

(x,y) € N(T)
=0

se, e somente se, T(x,y) =(0,0),

R2

que, de (XTI53), é equivalentemente a:

(x COS(GO) -y sen(0,) )Xsen(eo) +y COS(GO)) = (0 ) 0) ’

L xcos(6,) —ysen(6,) =0
1sto é,
xsen(6,) +ycos(6,) =0

. cos(6,) —sen(6,) x\ (0
ou ainda, (sen(@o) cos(0,) ) (y) N <O)’

~
det=1+#£0, e o Corolario B0

. 0
ou, equivalentemente, teremos: <;> = <O> ,

isto é, (x,y) =(0,0).

)

Portanto,

N(T) ={(0,0)},

completando a resolugdo.

Observacao 12.5.4

1. Em particular, pela Proposi¢cdo IZ523, seque que o operador linear T, dado por
(IZT=32), € ingetor.

2. Geometricamente, o operador linear T, do pelo Exemplo TZZE1 (dado por (CZX153))
acima, leva um vetor nao nulo, em uma rotagdo do angulo 0,, no sentido anti-
hordrio.

Dewzaremos a verificacdo deste fato exercicio para o leitor.
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Podemos agora enunciar e demonstrar o:

Teorema 12.5.1 (Teorema do niicleo e da imagem) Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espa-
¢os vetoriais reais (ou complezos) e T: U — V uma transformagdo linear.
Se

dim(U) =n < oo, (12.153)
teremos: dim(U) = dim[N(T)] + dim[T(U)]. (12.154)
Demonstragao:
Do Corolario IZ1573, temos que
N(T)
é subespago vetorial de (U, +,-)
€ como dim(U) =n < oo,
de (E3), segue que  p =dimN(T)] <n < co. (12.155)
Consideremos primeiramente o caso
p=0,
isto &, N(T) ={0}. (12.156)

Como,por hipétese,
dim(U) =n < oo,

segue que podemos encontrar um conjunto de vetores

B={uj,uy, - ,u} (12.157)

que é uma base (ordenada) de (U,+,-).
Afirmamos que o conjunto

C={T(w), Tluz),--, T(un)} (12.158)

formam uma base (ordenada) do subespago vetorial T(U) (veja o item M. da Proposigdo
[257), do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-).
De fato, se w € T(U) (veja (IZ1Z0)), segue que podemos encontrr

uel,
de modo que T(u)=w. (12.159)

Como o conjunto B € uma base (ordenada) de (U,+,-), segue que podemos encontrar
escalares

X, 0, 0y € R (ou C),
tais que U=07 U+ U+ -+ 0y - Uy - (12.160)
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Logo

= )T(oq W Uy gy Uy
T é transformag&o li:near e temos (M) o - T(U]) Fo- T(‘LLz) ot - T(un) ’
ou Seja; w e [T(LL1) >T(U«2) y »T(un)] )
ou ainda, T(U) - [T(U]) )T(uZ) y T 7T(un)] .
Portanto o conjunto de vetores C gera o subespaco vetorial (T(U),+, ).

Mostremos que o conjunto de vetores C é L.I. em (V,+, ).
Para isto, notemos que,

se X, 0,0, € R (ou C),

sdo tais que
O=oq -T(w)+o - T(u)+ -+ oty - T(uwn)

T é transformagé&o linear e temos (I[ZIM) T( 4y 4 )
= X - W - U Tt Gt Un

teremos: (o Wy +og -+ + oy uy) € N(T) == {0},

isto é, v+t o, v,=0.
Como o conjunto de vetores
B={u,uz, - un}
é L.I.em (U,+,-) (pois, de (CZTED), é uma base (ordenada) de (U,+,-)), segue que
X =0 ==, =0,
mostrando que o conjunto de vetores
C={Tlw), Tluz),---, T(ua)}

é LI em (V,+,-).
Portanto o conjunto de vetores C gera e é L.I. em (T(U),+, ), logo serd uma base (orde-

nada) para o espago vetorial real (ou complexo) (T(U),+,-).
Em particular, teremos

dim[T(W)] =n. (12.161)
Logo podemos concluir que
dim(U) =" n
= Lt
EEaim V(T T dimT(U)]

= dim[N(T)] + dim[T(U)],
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ou seja, vale a identidade ([2T54), quando
dim[NV(T)] =0.
Tratemos agora do caso
p = dim[N(T)] > 1. (12.162)
Seja
B] i{l,u y U2y ,up} (12163)

uma base (ordenada) de (N(T),+,-).
Pelo Teorema do completamento (isto €, Teorema EZ), segue que podemos encontrar
g € N ,vetores

Wiy, Way oy Wy el
tais que o conjunto de vetores
Ci{ul)u2>"'>up>w1>W2>"')Wq} (12'164)
¢ uma base (ordenada) de (U,+,-).
Desta forma teremos que
dim(U) =p+q. (12.165)

Como
dim[NV(T)] = p,

para obtermos a identidade (ZZT54), resta mostrar que
dim[T(U)] =q. (12.166)
Para isto, mostraremos que o conjunto de vetores
D ={T(w1),T(wa),---, T(wq)}, (12.167)

é uma base (ordenada) de (T(U),+,:).
Afirmamos, primeiramente, que o conjunto de vetores D é L.I. em (V,+, ).
De fato,

se 0,0, g € R (ou C),
sdo tais que
O=o-Twi)+ o -T(wy) + - 4 g - T(wyg)

T é transformagdo linear e temos ([Z10)

= Tl -wy 4+ &g - Wq)
isto &, teremos: (o -wy + -+ g - wq) € N(T).

Como o conjunto o conjunto de vetores 3, dado por ([2TE3), é uma base (ordenada) de
(M(T) + -), segue que podemos encontrar escalares

51»62)"'>5PGR(011C);
de modo que Wi Wt g Wy =Brw B wa e+ By Uy,

iStOé, OC]'W1+OC2'W2+"'+OCq'Wq—B1'lJ.]—Bz'uz—"'—Bp-up:O.
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Como o conjunto de vetores C formam uma base (ordenada) de (U, +, ) (veja ([Z164)),
segue que o conjunto C serd L.I. em (U,+,")

Portanto, deveremos ter

em particular, o =--=0q=0,
o que mostra que o conjunto de vetores
D ={T(w1),T(wz),---, T(wq)}
é LILem (V,+,-).
Mostremos que o conjunto de vetores D, gera o espago vetorial real (ou complexo)

(T(u)) +) )
Notemos que,

se ve T,
podemos encontrar, uelu,
tal que T(u) =v. (12.168)
Como o conjunto de vetores
C :{ul y W2y yUp y Wiy, Wy oo >Wq}
é uma base (ordenada) de (U, +,-) (veja (IZZ154)), podemos encontrar escalares
Ky &Xpyoe >“p>B] BZ»"' »Bp € R ou ((C)>
de modo que U=01 W+ -+ U+ Br-Wi+ -+ By Wy, (12.169)
com isto teremos:
=T
(CzTz=a

= )T(oq-u1+---+ocp-up+[31-w1+---+[3q-wq)

T é transformagé&o linear e temos (I[ZIM)

X1 - T('LL]) —|—"'+Oép' T(u,p)

+B1 - Twi) + -+ Bg - T(wg)
(T=T53) (====)]
uE N(T)O up. € N(T)

= (¢}

=Br-Twi) 4+ Bq-Tlwg).

Logo

ou seja, T(U)

ou ainda, o conjunto de vetores
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gera o espago vetorial real (ou complexo) (T(U),+,-).
Assim, o conjunto de vetores D, dado por (IZZI57), é uma base (ordenada) de (T(U),+, ).
Em particular, teremos

dim[T(U)] =q. (12.170)
Portanto, teremos
dmw) =" p 4+ g
~—~—~ ~—~
EF=®aimNV (T = Vdim[T(W)

= dim[N(T)] + dim[T(U)],

completando a demonstragdo do resultado.

Como consequéncia temos o:

Corolario 12.5.4 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espacos vetoriais reais (ou complezos) de
dimensébes finita tais que

dim(U) = dim(V) (12.171)

e T:U—V uma transformagdo linear.
As seguintes condigdes sdo equivalentes:

1. A transformacdo linear T é sobrejetora;
2. A transformacgdo linear T € injetora;
3. A transformagdo linear T € biyjetora,

4. A transformagdo linear T leva uma base (ordenada) de (U,+,-) em uma base
(ordenada) de (V,+,-), isto €, se o conjunto

Bi{u1 JUpy e ’un}
€ uma base (ordenada) de (U,+,-) entdo o conjunto
C={T(w), T(uz), -, T(un)}
serd uma base (ordenada) de (V,+,-).

Demonstracgao:

Mostremos que 0. implicard em B. :

Suponhamos que a transformagdo linear T : U — V é sobrejetora, isto é,

T(U) =V. (12.172)
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Logo, pelo Teorema X5 acima, temos que

dim(U) =2 dim[N(T)] + dim[ T(U) ]
——
=),

=dim[N(T)] + dim(V) |,
——
= dim(u)
ou seja, dim[N(T)] =0,

ou ainda, N(T)={0}.

Logo, da Proposigao 253, segue que a transformacao linear T serd injetora, mostrando
que o item O. ocorre.
Mostremos que B. implicard em B. :

Suponhamos que a transformagdo linear T: U — V é injetora.

Da Proposi¢ao IZE3, segue que

N(T) ={0},
assim, dim[NV(T)] = 0. (12.173)

Logo, Teorema 25 acima, segue-se que

dim(U) "= dim[A(T)] + dim[T(U)]
—_—————
(=),
= dim[T(U)],
ou seja, dim(U) = dim[T(U)]. (12.174)

Como, por hipétese (veja (CZT7T)),
dim(U) = dim(V),
segue, da identidade (XT74) acima, que
dim[T(W)] = dim(V).

Logo o conjunto T(U) é um subespago do espago vetorial real (ou complexo) (V,+,-) que
tem a mesma dimensdo de (V,+, ).
Portanto, do Corolario 5, segue que

isto é, a transformacao linear T é sobrejetora.

Dessa forma, a transformacdo linear T que, por hipdtese é injetora, serd sobrejetora, logo
é bijetora, mostrando que o item B. ocorre.
Mostremos que B. implicard em @. :

Suponhamos que a transformagdo linear T seja bijetora.
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Consideremos o conjunto de vetores
B:{U],"' )un}

uma base (ordenada) de (U, +, ).
Precisamos mostrar o conjunto de vetores

C= {T(u1)> U )T(un)}

é uma base (ordenada) de (V,+, ).
Afirmamos que o conjunto de vetores

C= {T(u1)> e )T(un)}

éLIem (V,+,:).
De fato,
se Xy, 0y € R (ou C),
satisfazem
O=oq-T(w)+-+om-T(u)

T é transformag8o linear e temos ([ZI0) T(
= x

— 1'u1+"'+(xn'un))

isto é, (o - w4+ -+ oty - un) € N(T).

Como a transformacdo linear T é injetora, da Proposigdo 253, segue que

N(T) ={0}

e, consequentemente, deveremos ter: W+ o -uy, =0.

325

(12.175)

Como o conjunto de vetores 5 = {uy,--- ,u,} é uma base (ordenada) de (U,+,-), ele

deverd ser L.I. em (U,+,).
Com isto, do fato acima e de (T7H), deveremos ter

X =--=0, =0,
portanto o conjunto formado pelos vetores
C={Tlw), -, Tlun)}

é LI em (V,+,-).
Afirmamos que o conjunto de vetores

C={Tlw)y--, Tun)}

gera (V,+,-), ou seja,
Cl=V.

De fato, se
vev,
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como a transformacdo linear T é sobrejetora, podemos encontrar

uel,
tal que v=T(u). (12.176)
Como o conjunto de vetores B = {u;,---,u,} é uma base (ordenada) de (U,+,-), segue
que podemos encontrar escalares
&Ky, 0y € R (ou C),
de modo que U=0q U+ + g Upy. (12.177)

Com isto temos

(=) |

(u)
(o -uy + - 4 ot - Uy)

T é transformag&o linear e temos (CZTM)

(=) |

o - T(wg) + - 4 o - T(uy),

isto é, o conjunto de vetores C ={T(wy),---,T(u,)} gera (V,+,-).
Portanto o conjunto de vetores C é L.I. e gera (V,+,-), ou seja, é uma base (ordenada)
de (V,+,-), mostrando que o item B. ocorre.

Observacao 12.5.5 Observe que jd haviamos provado isto na demonstra¢cao da Pro-
posi¢do 27 1.

Mostremos que B. implicard em [. :
Suponhamos que o conjunto de vetores

Bi{uh... )un}

é uma base (ordenada) de (U, +,-).
Por hipétese, sabemos que o conjunto

C={Tlw), -, T(un)}

é uma base (ordenada) de (V,+,-).
Mostremos que a transformacdo linear T: U — V é sobrejetora.
Para isto, consideremos v € V.
Como C é uma base (ordenada) de (V,+,-), segue que podemos encontrar escalares

&,y 0y € R (ou C),
de modo que
v=oq-T(w)+- -+ om-T(u)

T é transformagé&o linear e temos ([=ZI)
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ou seja, podemos encontrar (veja (CZT73)),

u:a]u]++%%€u)
tal que T(u) =v,

ou seja, a transformacdo linear T é sobrejetora, ou seja, o item M. ocorre, completando a

demonstracdo do resultado.
OJ

Consideremos o seguinte exemplo:

Exercicio 12.5.2 Seja (]R2 s+ ) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagbes usuais
de R?).
Mostre que toda transformacao linear bijetora

T:R* - R?,
leva retas de R? em retas de R?, isto €, a itmagem de uma reta de R?, pela transformagdo

linear bijetora T, é uma reta de R?.

Resolugao:
Dada uma reta r no plano R?, usaremos a equagio vetorial para representar seus pontos,
isto é, um ponto
Per se esomentese, P=P,+A -V, (12.179)

para algum A € R, onde P, é um ponto sobre a reta, v # O é um vetor dire¢do da reta.
A imagem da reta r, pela transformagdo linear bijetora T, serd dada por

T(r) ={T(P); P er}.
Assim, um ponto
SeT(r) se, esomentese, S=T(P),
para algum P € 1, ou seja,

(=)

S=T(P) " ="T(Po+A-¥) *™EEF T(P)4LN-TEH), (¥ (12.180)

para algum A € R.
Como transformacgéo linear T é injetora e vV # 0, segue que

T (V) #0.

Assim (CZI=0) nos fornece a equagéo vetorial de uma reta no plano R?, que passa pelo
ponto T(P,) e tem a dire¢do do vetor (ndo nulo) T (V).
Portanto T(r) é uma reta em R?, como afirmamos.
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Exercicio 12.5.3 Sejam (R",+,:) espagco vetortal real (onde + e - sGo as operagdes
usuais de R™") e

Ay -, 0n € R
ndo todos nulos, fizados.
Mostre que o subespacgo
H={(x, %) € RY; arxg + - + anxn = 0}
tem dimensao n— 1, ou seja,
dim(H)=n—1.

Resolugao:
Observemos que o H pode ser obtido como sendo o nicleo do seguinte funcional linear
T:R™ — R dada por

T(Xh'")Xn)ialx1+"'+anxn) paracada (Xh"')Xn)eRn)
ou seja,
N(T)=H. (12.181)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Em particular, o conjunto H é um subespago vetorial do espago vetorial (R™, +, ).

Como nem todos os a; sdo nulos, segue-se que o funcional linear T nédo € identicamente
nulo.

Logo, do Coroldrio (CZET), segue que o funcional linear T serd sobrejetor, em particular,

dim[T(R")] =dim(R) =1.

Deste modo, do Teorema ([Z5T), segue que

n = dim(R") "= dim[A/(T)] + dim[T(R")] = dim(H) + 1,
—_ ——

(|z:|:=n)H =1

ou seja,
dim(H) =n—1,

como afirmamos.
O
Temos também o:

Exercicio 12.5.4 Sejam (M;,(R),+,:) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagdes

usuais de M;,(R)),
(1 2
A= (O 1) (12.182)

T(X) =AX—XA, para cada X € M;y(R). (12.183)

e T:My(R) — M,(R) dada por
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Mostre que T € um operador linear em (M;(R),+,-).
Além disso, encontre o nicleo e a tmagem do operador linear T e suas respectivas
dimensaes.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T é um operador linear em
(MZ(R)) +) )
Observemos que
X €eN(T) se, esomentese, T(X)=0,

ou, de (CXT=E3), equivalentemente,
AX—XA =0, istoé AX=XA. (12.184)

a b
X =

de (ZT23) e (IXI=), sabemos que X € N (T) se, e somente se,
1 2 [{a b\ (a b) (1 2
0 1)\c d/ \c da)\o 1)’

a+2c b+2d _[a 2a+Db
c d “\c 2c+d

que é equivalente ao sistema linear

Se

isto é,

a+2c=a
b+2d=2a+Db (Exercicio)
,ouseja, c=0ea=4d. (12.185)
c=c
d=2c+d

Portanto,

X e N(T) se, e somente se, x (&= (¢ b (a0 n 0 b
0 a 0 a 0 0

10 01
—— —

A A,
—a-A+b-A;. (12.186)

Dessa forma, o ntcleo do operador linear T é o subespago vetorial gerado pelos vetores
A; e Ay, ou seja,
N(T) = [A, A4l (12.187)
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Notemos que os vetores
A1 ) AZ

sdo L.I. em (M;(R),+,-).
Deixaremos a verificagao deste fato como exericio para o leitor.
Logo o conjunto
B ={A1, Az}

gera N(T) e é L.I. em (M;(R),+,-), ou seja, é uma base (ordenada) para o subespago N (T).
Em particular,

dim[NV(T)] = 2.
Imagem de T:
Observemos que
Y = (X y) e T(M,) (12.188)
z t
se, e somente, se existir uma matriz em X € M;(R), que denotaremos por
a b
X = 12.189
) wam
tal que
Yy =T(X) =V AX — XA, (12.190)
isto é,

X Y\ (Z=m)e (mzmm) (1 2 a b\ [a b)(1 2
z t N 0 1 c d c d/\o 1
_[a+2c b+2d _[a 2a+Db
N c d c 2c+d
2¢c 2d—2a
0 —2c

[2c 0 0 2(d—a)
“lo —2¢)Tlo o
1 0 01
et ) ()
—_—— —_——

=B, =B,

—2¢-By+2(d—a)-B,,

ou seja, a imagem do operador linear T é gerada pelos vetores By, B,, isto é,

By, B, =T(U).
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Notemos que o conjunto de vetores
C ={By, By}

é L.I. em (M,(R),+,-).
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo o conjunto de vetores C = {B;, B,} serd uma base (ordenada) para o subespago
T[MZ(R)] de (MZ(R)> + )
Em particular,
dim[T(M,(R))] = 2.

O

Observacao 12.5.6 Uma outra maneira para encontrar uma base (ordenada) da ima-
gem do operador linear T do Exemplo acima, seria fazer uso da demonstracao do

Teorema (IZZ1).

Mais precisamente, de ([ZI88) e ([ZIX17), sabemos que o conjunto de vetores

{09« 9}

é uma base (ordenada) do nicleo do operador linear T.
Logo, do Teorema (IZZ21), podemos completd-la a uma base (ordenada) de (M;(R), +, )
introduzindo, por exemplo, os vetores:

{00 L {00
M‘@ J ¢ “‘@1)’

1sto €, o conjunto de vetores

a= {06008 (6]

€ uma base (ordenada) de (M;(R),+, ).
Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagcdo deste fato.

Mas
00 2 0 00 0 1
W:TQ O>:(O _2> . W:T(O ]):(O O).
—— ——

£C1 £CZ

Logo, do mesmo Teorema, seque que o conjunto de vetores
C={Cy,Cy}

é uma base (ordenada) da tmagem do operador linear T.
Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagcdo deste fato.
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Introduziremos agora a:

Defini¢ao 12.5.3 Seja (U,+,-) espago vetorial real (ou complezo).
Diremos que T € L(U) € um idempotente em (U,+,-) se

T2=T. (12.191)
A seguir exibiremos alguns exemplos de operadores lineares idempotentes.

Exemplo 12.5.1 Seja (U,+,-) espago vetorial real (ou complezo).
Entdo o operador identidade em (U,+,-), isto &, Iy : U — U dado por

Iu(uw) =u, para cada uel, (12.192)
€ um operador linear idempotente em (U,+,-).

Resolucao:
Sabemos que o Iy é um operador linear em (U, +,-).
Além disso, temos

I (uw) = Iy[Iy(w)] =Iy(u), paracada uel,

=)

mostrando que o operador linear I é idempotente em (U, +, ).
[

Exemplo 12.5.2 Sejam (R2,+,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagdes
usuais de R?) e T: R* — R? dada por

T(x,y) =(x,0), para cada (x,y) € R*. (12.193)
Entdo o operador linear T € idempotente em (R*,+,-).

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T é um operador linear em
(R*,+,).
Notemos que, para cada (x,y) € R?, teremos
Tz(x»y) =TI T(Xay) | = T(X)O)
~—
=i 0)
[inamnex] =13
= (x,0 =V T(x,),

mostrando que o operador linear T é idempotente em (Rz y 1 )
O

Observacao 12.5.7 O operador linear do Exemplo acima é conhecido, no curso de Ge-
ometria Analitica, como sendo a proje¢cdo do vetor Vv = (x,y) sobre o eizo Ox.
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Temos agora a:

Proposicao 12.5.4 Seja (U,+,-) espago vetorial real (ou complezo) e T € L(U).
Se o operador linear T € idempotente entdo

U=T(U oN(T). (12.194)

Demonstracgao:
Por hipétese temos que
TeL(u e T2=T. (12.195)

Observemos que, para cada u € U, podemos escrever
u=T(u) +u—-T(u)]. (12.196)

Notemos que,
T(w) e T(W).

Por outro lado, temos que

Thu—T) " “™= ™ Tw) — T’u) =TT =0,

~——
=1
ou seja,
(u—T(u)) e N(T). (12.197)
Portanto teremos:
uw = T(w) + [u— T(w)] € T(W) +N(T),
~— ~——
T ==y
mostrando que
U=TU) +N(T). (12.198)

Resta mostrarmos que a soma (CZTUd), é uma soma direta, ou seja, que
T(UW) N N(T) ={0O}. (12.199)

Para isto consideremos
uecT(U)NN(T).

Como u € T(U), podemos encontrar v € U, de modo que
u=T(v). (12.200)
Por outro lado, como u € NV (T) segue que

T(uw) =0. (12.201)
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Assim, teremos

=10 TE T ) =TT ] = Tw) = 0,
e,
ou seja,
T(W NN (T) ={0}. (12.202)

Portanto, de (IZTUR) e ([Z22), segue que

U=T(U) eN(T),

completando a demonstragao do resultado.

12.6 Isomorfismo e Automorfismo

Comegaremos introduzindo a

Defini¢ao 12.6.1 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reats (ou complezos).
Diremos que uma transformacgdo linear T : U — V € isomorfismo de (U,+,-) em
(V,+,-) se ela for byetora.

Quando

U=V,

diremos, no caso acima, que o operador linear T é um automorfismo em (U,+,-).

Com isto temos a

Definicao 12.6.2 Dizemos que os espagos vetoriais reais (ou complezos) (U,+,-) e
(V,+,-) sdo isomorfos se existir um isomorfismo de (U,+,-) em (V,+,-).

Os exemplos nos fornecerdo isomorfismos e, portanto, os respectivos espagos vetoriais reais
(ou complexos) serdo isomorfos.

Exemplo 12.6.1 Sejam (U,+,-) espago vetorial real (ou complezo) e Iy : U — U o
operador identidade em (U,+,-).
Entdo Iy € um automorfismo em (U,+,-).

Resolucgao:
Sabemos que I, é um operador linear em (U, +,-) que € injetor e sobrejetor.
Logo o operador linear I, é um automorfismo em (U,+,-).
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Exemplo 12.6.2 Sejam (R™,+,-) e (Zn-1(R),+,-) espagos vetoriais (onde + e - sGo as
operagbes usuais de R" e de &, _1(R), respectivamente) e T : R™ — Z, 1(R) dada por

T(x1, -+ yxn) =P, para cada (X1,---,%X,) € R™, (12.203)
onde p:R — R é dado por
p(t) =x1 +xat+ - +x.t"',  para cada te€R. (12.204)
Entdo T € um 1somorfismo de (R™,+,-) em (Pn1(R),+,-).

Resolucgao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T é uma transformagdo linear
de (an + ) €m (gzn% (R)) + )

Observemos que a transformagdo linear T € injetora.

De fato, pois se

X:(Xl)"' )Xn) EN(T))
segue, de ([2X204), que

\(2_/ =T(x) se, e somentese, Xx;+Xxt+ --+x,t"' =0, paracada t€R,

polindmio nulo
0 que implicard, necessariamente, que
Xp=---=%x, =0,
ou seja,
x=(0,---,0) € R".

Portanto

N(T) ={0}

que, pela Proposigdo (IZZ53), implicard que a transformagdo linear T serd injetora.
Observemos também que a transformacdo linear T é sobrejetora.
De fato, pois se p € &, 1(R), segue que existem

Ao, @, -+ ’anER
de modo que
rt)=a,+ait+---+ an_tv! , paracada teR. (12.205)
Logo se considerarmos
X = ((10,"' »anfﬂ GR“,

teremos
T(x) ();() P,
ou seja, a transformacgdo linear T é sobrejetora.
Portanto, a transformagéo linear T é bijetora, ou seja, um isomorfismo de (R™,+,-) em
(Z,.1(R),+, ), como afirmamos.

O
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Exemplo 12.6.3 Sejam (Muxn(R),+,-) e (R™,+,-) espacos vetoriais (onde + e - sGo as
operagbes usuais de My n(R) e de R™, respectivamente) e a aplicagdo T : Myun(R) —
R™ dada por

Tl(ay)] = (@i, -+ y @i,y @1y s Qany ooy Gty oo+ 5 Qmn) (12.206)
para
A= (aij) € men(R) .
Entao T é um isomorfismo de (M xn(R),+,-) em (R™, +,-).
Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T é uma transformacgdo linear
de (men(R)a -+, ) €m (]Rmn’ -+, )

Observemos que a transformagdo linear T € injetora.
De fato, pois se

(a5) € M(T) (12.207)
segue que
=17
o (= )T[(ai]-)] se, e somente se, (Q11, -+, Qin, s Qmiy - y Qmn) = (0, ,0),
—
mn-upla nula -
0 que implicard, necessariamente, que
a; =0, paracada ie{l,---,m} e je{l,---,n}
ou seja,
N(T) ={0},

que, pela Proposi¢do (CZE3), implicard que a transformagdo linear T serd injetora.
Observemos também que a transformacdo linear T é sobrejetora.
De fato, pois se

X = (X], te )an) € R™
considerando-se
anXJ’ para.cada j€{1))n})
az =xj, paracada je{n+1,---,2n},
mj =%, paracada je{mn—n+1,---,mn}, (12.208)

teremos
Tlay)) P2 (g, ) =,
ou seja, a transformacgdo linear T é sobrejetora.
Logo, a transformacdo linear T é bijetora, ou seja, um isomorfismo de (M ,«xn(R),+, ) em

(R™, +,-), como afirmamos.
O
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Exercicio 12.6.1 Sejam (R*,+,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagdes
usuais de R?) e a aplicacdo T:R> — R® dada por

T(x,y,z) =(x—y,x—z,z—y), paracada (x,y,z) € R>. (12.209)
Verifique se T é um automorfismo de (R3,+, )

Resolucgao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T é um operador linear em
(R3,+,-).

Como dim(R?) = 3 < oo e T é um operador linear em R3, pela proposigdo (IZ54), para
mostrar que ela é bijetora basta verificarmos se ela é injetora, ou seja, verificar se N'(T) = {O}.

Verifiquemos se o operador linear T é injetor, que, pela Proposicdo (IZZ23), € equivalente
a mostrar que

N(T) ={0}

Para isto seja (x,y,z) € N(T), isto é,

T(x,y,z) = (0,0,0)

que, por ([ZZ0Y9) é equivalente a:

x—y=0 .

(Exer01?1o)
x—z=0 ouseja, x=Yy=2.
z—y=0

Logo, o operador linear T nao é injetor, pois, por exemplo,
T(L 1)1) = (O)O)O)a

assim, o operador linear T nao serd um automorfismo em (R?, +,-).

Temos a:

Proposicao 12.6.1 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espagos vetoriais reais (ou complezos),
tal que
dim(U) =n < oo, (12.210)

eT:U—V éum isomorfismo de (U,+,-) em (V,+,-).
Entdo o espago wvetorial real (ou complezo) (V,+,-) tem dimensdo finita e além

disso
dim(V) =dim(U) =n. (12.211)

Demonstracgao:
Como, por hipétese, a transformacgéo linear T é injetora segue, da Proposicdo (CZ23),
que

N(T) ={O}. (12.212)
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Assim teremos:
dim[N(T)] = 0. (12.213)

Como, por hipétese, a transformagdo linear T é sobrejetora segue que
T(U)=V. (12.214)

De (ZZ10), e do Teorema do Niicleo e da Imagem (isto é, do Teorema ([ZE)), segue
que
dim(U) = dim[N(T)] +dim[ T(U) ] = dim(V),
%,—/ \/_/
==, ==y,
como queriamos demonstrar, completando a demonstracdo do resultado.
OJ
Temos um resultado semelhante quando a dimensdo do contra-dominio da transformacgao

linear é finita, a saber:

Corolario 12.6.1 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reats (ou complezos), tal
que

dim(V) =n < oo (12.215)
eT:U—V éum isomorfismo de (U,+,-) em (V,+,-).
Entao
dim(U) = dim(V). (12.216)
Demonstragao:

Como, por hipétese, a transformagdo linear T é bijetora, segue que existe a transformacgao
linear inversa T~' : V — U e, pela Proposigio (IZZ3H), esta também serd uma transformagio
linear bijetora de (V+,-) em (U,+,-), ou seja, um isomorfismo de (V+,-) em (U, +,-).

Por outro lado, como

dim(V) < o0,

pela Proposigdo (X&) acima, segue que

dim(U) = dim(V),

completando a demonstracdo do resultado.

Temos também a

Proposicao 12.6.2 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espagos vetoriais reais (ou complezos) de
dimensao finita n.
Se
Bi{u_h...)uﬂ} e Ci{\)h...)vn}

sdo bases de (U,+,-) e de (V,+, ), respectivamente, entdo T : U — V dada por

T(uw) =x3-vi+---+x-Vvn, para cada uwuecl, (%) (12.217)



12.6. ISOMORFISMO E AUTOMORFISMO

onde

u=x-w+--+X Uy, para xj,---,x, €R (ouC),
15to €,
n n
T E Xi - W = E Xi Vi,
i=1 i=1

€ um isomorfismo de (U,+,-) em (V,+,-).

Além disso, temos que

T(w) =v;, para cada je{l,---,n},
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(12.218)

(12.219)

(12.220)

isto €, o isomorfismo T:U — V, leva a base (ordenada) B, do espago vetorial (U,+,-),

na base (ordenada) C, do espago vetorial (V,+,-).

Demonstragao:

Primeiramente, notemos que a funcdo T estd bem definida, pois as coordenadas de um
vetor, em relagdo a uma base (ordenada) fixada, sdo unicamente determinadas por ele e pela

respectiva base (ordenada) fixada.

Verifiquemos que T é uma transformagio linear de (U,+,-) em (V,+,-).

Para isto, notemos que se

wi,wy; € U,

como o conjunto de vetores B é uma base (ordenada) de (U, +,-), podemos encontrar (inicos)

X1y yXn € R (ou C),
de modo que

n n
WIZE Xi-lWw € WZZE Yi-Uj.
i=1 i=1

Além disso, notemos que, se A € R (ou C), teremos

w1+7\~w2:in~ui+7\<Zyi-u~L>
i=1 i=1

n
Propriedades de esp. vetorial
= > (xi+ Ay -

i=1

(12.221)

(12.222)
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Logo

Twi +A-w,) =21 <i(xi + Ayi) 'U«i>

i=1

= Z(Xi +Ayi) - v
i=1

n n
Propriedades de esp. vetorial
= E Xi'vi—i_}\'(E yi'vi)
i=1

i=1

== 1 (ixi-ui> FA-T (iyi~ui>

i=1 i=1

=D Tw) + A Tws)

mostrando que a aplicagdo T é uma transformacgéo linear de (U,+,:) em (V,+,).
Afirmamos que a transformacdo linear T é injetora.
Pela Proposicdo (Z53), basta mostra que

N(T) ={0}. (12.223)
Para isto, notemos que se

w=3 xi-u € N(T), (12.224)

i=1

0O =T(w) =2 1 (in-ui> (== in V.
i=1 i=1

deveremos ter

Como o conjunto

C :{Vh"' )Vn}
é L.I.em (V,+,) (pois é uma base (ordenada) de (V,+,:)), segue que
X1 =---=%,=0,
ou seja,
W&o,

mostrando (CZZZ3), e assim, a transformagdo linear T serd injetora.
Como, por hipétese,
dim(U) =dim(V) =n < oo,
do Corolério (ZX24), segue-se que a transformacéo linear T serd bijetora.
Logo, a transformacdo linear T é um isomorfismo de (U,+,-) em (V,+, ).
Finalmente, notemos que, para cada i € {1,--- ,n}, teremos

Tw)=TO w+-4+0-w +T-w+0 U+ +0-u)

(C=Zm9) _
=0 vi+--4+0-viqg+1-vi+0-vig+---+0-v, =V,
~—— ~—— ~— —— ~——

=0 =0 =vi =0 =0
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mostrando (2220) e completando a demonstragdo do resultado.

O Corolério (CZHE) e a Proposigdo (IZHE3) resultam no:

Corolario 12.6.2 Dots espagos vetoriais reais (ou compleros) de dimensdo finita sdo
isomorfos se, e somente se, tém a mesma dimensao.

Demonstragao:

De (=):

Segue do Coroldrio (TZE).

De (&):

Segue da Proposigdo (IZE2), completando a demonstragdo do resultado.

O

Combinando o coroldrio acima com a proposi¢do (IZE) vemos que dois espagos de di-
mensdo finita sdo isomorfos se, e somente se, eles possuem a mesma dimensdo. Terminaremos
a segao com O:

Corolario 12.6.3 Sejam (U,+,:) um espago vetorial real (ou complezo) de dimensdo
finita e igual a n e (V,+,:) um espago vetorial de dimensao real (ou complezo) de
dimensdo finita e 1gual a m, isto é,.

dim(U)=n e dim(V)=m. (12.225)

Entdo o espago vetorial real (ou complezo) (L(U,V),+,-) (onde + e - sGo as operagbes
usuais de L(U,V)) € isomorfo ao espago vetorial real (ou complezo) (M xn(R),+,-) (ou
(Minxn(C),+,-)) (onde + e - sdo as operagdes usuais de My xn(R) (ou (Muyxn(C),+,-))).

Demonstracgao:
Notemos que, do Teorema ([ZZ), temos que

dim[Z(U, V)] =mn.
Por outro lado, do Exemplo (EE34), temos que
dimMxn(R)] = mn.

Logo, do Corolario (IZBEJ) acima, segue que os espagos vetoriais reais (L(U,V),+,-) e
(Minxn(R), +, ) sdo isomorfos, completando a demonstragdo do resultado.

Deixaremos os detalhes da demonstragdo do caso complexo como exercicio para o leitor.

O

12.7 Matriz de uma Transformacao Linear

Nesta secdo veremos que a toda transformagdo linear entre dois espagos vetoriais reais (ou
complexos) de dimensdes finitas, poderemos associar uma matriz rela (ou complexa) e reci-
procamente.
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12.7.1 Definicao e Exemplos

Defini¢ao 12.7.1 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espagos vetoriais reais (ou complezos) de
dimensdes finitas, m e n, respectivamente, e T € L(U, V).
Fizemos as bases
Bi{u])"')%} € Ci{vl)"')vm}
de (U,+,-) e (V,+,-), respectivamente.
Como o conjunto de vetores C é uma base (ordenada) de (V,+,-), para cada j €
{1,---,m}, podemos encontrar

Qj, -+, amj € R (ou C),

de modo que
T(w) =i vi+- 4 Qyj - V. (12.226)

Deste modo, podemos construir a sequinte matriz

(40 I € b ) I A
a; an ay; Qin

. € Munxn(R)
Om1 AGm2 - Gy -0 Qmqn

que serd chamada de matriz da transformacao T com relagao as bases B e C e serd
denotada por

[T]B,C)
ou seja,
anp a2 -0 Qo oo Qi
a21 azz o .. a . .. a]
Tlse = g " (12.227)
Om1 AGm2 - Gy - Qmn
Se
u=v e B=C, (12.228)

usaremos a notac¢do [T]z, para denotar a matriz da transformacdo T, em relagdo das bases
B e B do espago vetorial real (ou complexo) (U,+,-), isto € par cada i € {1,---,n},
podemos encontrar

iy, ,amj € R (ou C),
de modo que
T(w) =ay-w +- 4 anj - Un, (12.229)
e assim
an iz - Qi s Qin
axz dxz -+ Az o0 Qin

€ M,(R). (12.230)

Q1 Qn2 -+ Qny -+ Qpn
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Consideremos os exemplos:

Exercicio 12.7.1 Sejam (R? +,-), (R* +,-) espagos vetoriais reais (onde + e - sdo as
operagées usuais de R> e R?, respectivamente) e a aplicacdo T : R — R? dada por

T(x,y,z) =(x+y,x—2z), para cada (x,y,z)€R>. (%) (12.231)
Mostre que T € L (R3,Rz) e encontre a matriz da transformacgdo linear T com relagdo
as bases candnicas de (R, +,-) e (R? +,-), respectivamente.

Resolucgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T é uma transformacdo linear de
2
(R3,+,) em (R, +,).
As bases canénicas de (R? +,-) e (R* +,-) sdo

5 ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e C={(1,0),(0,1)}, (12.232)
. - - K K

respectivamente.
Mas (veja (CZZ23)):

(=)

Tw) =2 1(1,0,0) (140,1—0)=(1,1)

=1-(1,00+1-(0,1) =" 1_vi+_1_w,

=ar =dyg

= 041,0—0) = (1,0)

T(w) =2 7(0,1,0)

:1-(1,0)—|—0-(0,1)(Ezzm)\\]/_/-w—l—\\o/_/-vz,

=aj; =ay;
T(us) =7 1(0,0,1) =" (0+0,0—1) = (0, 1)
(==Z=3)

—0-(1,0)+ (=1) - (0,1) = .\()/_/-v1+(—1)~v2. (12.233)

=a13 ~as3

Logo:
Mo =2 (00 @2 )= (1100 oy (w). (12.234)
az; axp apxg 1 0 —1

O

Exercicio 12.7.2 Sejam (R +,-), (R? +,-) espagos vetoriais reais (onde + e - sdo as
operacbes usuais de R® e R?, respectivamente) e a aplicagdo T:R> — R? dada por

T(x,y,z) =(x+y,x—2z), paracada (x,y,z)€R>, (%) (12.235)

Mostre que T € L (]R3,R2) e encontre a matriz da transformacao linear T em relacdo
as bases
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e D={(1,1),(0,1)}

de (R%+,-), (R? +,-), respectivamente.
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Resolugao:

Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T é uma transformacdo linear de
(R% +,) em (R%,+,-).

As bases de (R*,+,-), (R? +,-) sdo

B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e D={(1,1),(0,1)}, (12.236)
=ug =uz =u3 =vq v,

respectivamente.
Mas (veja (CZZ2H)):

Taw) =2 71(1,0,00 =2 (1+0,1—-0) = (1,1)
:1-(1,1)+0-(0,1)(m:).\1/-\)14—\0,/\12,
=aqg =ay
Tw) =2 71(0,1,0) = (0+ 1,0 0) = (1,0)
=10 F 00 T v+ ()
=an 5(12]
Tw) =2 71(0,0,1) =2 (04 0,0 — 1)(0,—1)
(==Z=3)
=0- (1,1 +(=1)-(0,1) =7 0w+ (~1) w. (12.237)
=ayg ~ax
Logo
Mg = (00 G2 G} @z (110 ) (w). (12.238)
a;; Qaz az 0 —1 —1

Observacao 12.7.1 Nos dois Exemplos acima a transformacgdo linear T é a mesma, mas
como as bases consideradas sao diferentes (na verdade trocamos a base (ordenada) C
de (R2,+, ) pela base (ordenada) D), as matrizes associadas d tarsnformagdo linear T
também serd diferentes, a saber

=== (1 1 0 T 1 0) (==
(Tlge = (1 0 —1)3&(0 » _]> = " [Tlgp.

Observacao 12.7.2 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espagos vetoriats reats (ou complezos)
de dimensdes finitas, com bases

B={u,--,us} e C={v, - ,vn}, (12.239)

respectivamente.
Para cada
i6{1>"'»n} € j€{1,"',m}
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e definamos
Ti)' € £(U, V)

345

como na prova do Teorema (IZZ-1), isto €, T : U — V dada da seguinte maneira:
seu € U, como o conjunto de vetores B é uma base (ordenada) de (U,+,-), podemos

encontrar (dnicos)
X1y yXn € R (ou C),

de modo que
U=x7y -w+--+x%X, U.

Assim, definiremos
Tij(u) =xi - vy,

ou seja,
Ty <Zxk'uk> =X V.
k=1
Notemos que, para cada
ie{],"-,n} € j€{1)"')m}

teremos:

V; para k=1
Tijw) =4 .
O, para k#1i

CJOvit 40 v+ Ty + 0V -+ 0 vy, para
O, para k#1i

De fato, pois, se

teremos:

Tyw) =Ty [ 0-w 40w+ 1 At 0 e+

xS (¥)
I.,‘ Xi-Vj (;) 1 'V]' :V]' .
Consideremos agora
k #1.

Suponhamos que

1<i<k.
O caso

k<i<n

€ semelhante, e serd deizada como exercicio para o leitor.

(12.240)

(12.241)

(12.242)
k —

(12.243)
+0-u,
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Assim teremos

=X Ui+ 0 U1 +v U0 U4 1+ +0-un
R
lv!' Xi - Vj (z) 0 vy = O,
mostrando ([Z2Z3).
Logo, de (X2Z3), segque que
[Tylsc = (53,’f)> : (12.244)
onde
s 1 ara (j,1i) = (k,1
' 0, caso contrdrio
ou seja, para cada
iE{],"' ,TL} e j€{1)"' am}a
a matriz
Ej = (6{3;3) : (12.246)

que possut todas as entradas iguais a O, com exce¢cao daquela ocupada pela posi¢cao da
j-éstma linha e i-éstma coluna, cujo valor serd igual a 1.

12.7.2 Propriedades da Matriz de uma Transformagao Linear

Proposicao 12.7.1 Sejam (U,+,:) e (V,+,:) espagos vetoriais reais (ou complezos) de
dimensao finita 1gual an, e

B=f{w, - ,ux} e C={vi,---,vn}, (12.247)

bases de (U,+,-) e (V,+,-), respectivamente, e T,S € L(U,V) e A€ R (ou C).

Entao
[T+A-Slge=I[Tlge +AI[Slzec.- (12.248)
Demonstracgao:
Suponhamos que
[Mlge = (ay) e [Slge = (by), (12.249)
isto é, para cada j € {1,--- ,n}, de (Z=22A) e ([Z227), segue que
T(w) =@y vit+- 4 Q- V. (12.250)

S(uj) =byj-vi+ -+ by v (12.251)
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Logo, para cada j € {1,--- ,n}, teremos

(T+A-S)(w) =T(w) +A-S(w)

[750) e (251
L (@ vt g V) A (o vy by )

Propriedades de esp. vetorial

= (a1]~+7\b1]~)-v1+~--+(amj+?\bmj)-vm.

Logo, de (CZ2Zd) e (Z2Z7) (aplicado a transformagad linear T+ A - S), segue que

ap +Abyy oo ain + Abg,
[T+ A-Slge = : - :
Am1 + Abml AR ¢ PR Abmn
a0 Qi by - b
Propriedades das o%eragées de matrizes + A
Ami+ - Omn bm] bmn

( 22729 )

= ' [Tlgec +A[Slgc,
completando a demonstracdo do resultado.
OJ

A seguir, temos dois resultados que nos fornecem exemplos bdsicos associados a matrizes
de uma transformgao linear:

Proposicao 12.7.2 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reats (ou complezos) de
dimensdo finita, com bases B e C, respectivamente, e T € L(U, V) a transformacgdo linear
nula, 1sto €,

T(u) =0, paracada uelU.

Entao

[Tlge =O. (12.252)

)

Demonstragao:
Sejam
Bi{uh"'»“rn} € Ci{\)],"',\)m}

bases de (U,+,-) e (V,+, "), respectivamente.

Como
T(u) =0, paracada uelU,
segue que, para cada j € {1,--- ,n}, teremos:
T(u]):O:\\O/_/'V]—i_'—f—\O’J'Vm)
“aqy; 2
ou seja,

a; =0, paratodo ie{l,---,m} e je{l,--- ,n},



348 CAPITULO 12. TRANSFORMAGCOES LINEARES ENTRE ESPACOS VETORIAIS
ou ainda,

[T]B,C =0 )
completando a demonstracao do resultado.

O

Proposicao 12.7.3 Sejam (U, +,-) espago vetorial rela (ou complezo) de dimensao finita
e B, C duas bases de (U,+,-) e Iy € L(U) o operador identidade em (U,+,-), isto €,

I[(u) =u, paracada uel.

Entao
Tulge = Mes.-

Demonstracao:
Consideremos

Bi{uh"')u’n} € Ci{\/‘],"' )vn}

bases de (U,+,-) e (V,+,-), respectivamente.

Para cada
j 6{13"' ,Tl},
como u; € U e o conjunto de vetores B é base (ordenada) de (U,+,-), segue que existem
escalares
®Kijy -+ 5 &y € R (ou C),
tais que
U = &5 - V1 —|-"~+(an *Vn. (*) (12253)

Logo, da Definigdo da matriz de mudanga de base (ordenada) , da base (ordenada) C para
base (ordenada) B, temos que:
MCB = (O(i]') . (12254)

Por outro lado, temos

2253
Iu(uj):uj( = )oqj-v1+--~+ocm~-vn,

que implicard que a matriz do operador linear, em relagdo as bases B e C, serd dada por:
Tulse = (o), (12.255)
ou seja, de ([X254) e ([2251T), segue que
(Iulge = Mes,

como queriamos demonstrar, completando a demonstracdo do resultado.
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Proposicao 12.7.4 Sejam (U,+,-), (V,+,-) e (W,+,-) espagos vetoriais reats (ou com-
plezos) de dimensdo finita, de modo que os conjuntos

B={w, - ,u}, C={vi,---,vm} e D={w, -, Wy} (12.256)

s@o base (ordenada) de (U,+,-), (V,+,:) e (W,+,:), respectivamente.
Suponhamos que T € L(U,V) e S € LIV,W).

Entdo
[SoTlgp = [SleplTlae - (12.257)
Demonstracgao:
Temos a seguinte situagao:
Consideremos
Mpe = (o) e [Slep=(Pa)- (12.258)
Para cada

jE{],"',TL} € k€{1>"'>m}>

de (ZZ57) e ([XZ5H), segue que

T(uy) = o) - Vi + - 4 Oy - Vi = ) 0%+ Vi, (12.259)
i1
P
S(Vi) = Bric- Wi+ 4 Bpr - Wp = > Bra - Wi (12.260)
k=1
Logo, para cada
j GU»"' ,TL},

teremos:

m

[S o T] (Uj) _ S[T(‘LLJ)] () S (Z o - Vi) Sé tranéf. linear Z o - S(Vi)
i=1 i=1

m P P m
(CZen) trocar a ordem das somas
= E g5 E Bri - Wi = E E Briotij | - Wi.
i=1

k=1 k=1 i=1

Portanto, da Definicdo de produto de matrizes (veja Capitulo B) segue que:

[SoTlgp = (Z Bki‘xij> CeptuloD [SlepTlae,
i1

completando a demonstracdo do resultado.

Como consequéncia temos a:



350 CAPITULO 12. TRANSFORMACOES LINEARES ENTRE ESPACOS VETORIAIS

Proposicao 12.7.5 Sejam (U,+,-), (V,+,-) espagos vetoriais reats (ou complezos) de
dimensdo finita, de modo que os conjuntos

B={u, - ,u,t e C={vy,---, v} (12.261)

sa@o base (ordenada) de (U,+,-) e (V,+,:), respectivamente.
Suponhamos que T € E(U, V), possuz tmnsformag:ao inversa T € L(V,U) (isto &, T
é um isomorfismo de (U,+,-) e (V,+,-)).
Entado
[T es=[Mse (12.262)

)

Demonstragao:

Temos a seguinte situagao:

Como T é uma transformagdo linear bijetora (isto é, é um isomorfismo de (U,+,-) em
(V,+,")) segue, do Corolario(CXED),

n=dim(U) =dim(V) =m,

ou seja,
m=nmn.

Logo, da Proposi¢do ([ZZ74) acima, segue que:

_ Prop. (=3 _ Prop. (ZZ3
Mse [T 5 PEE T = Mee T Mee =1,
=lv lece
onde I,, é a matriz identidade de ordem n.
Analogamente, teremos:
[Tq]c)g Mpe= [T 'oT = [lulgs =Mps =1, .
=lu |ppn
Portanto,
[T es=Mae !y

completando a demonstracao do resultado.
OJ
Temos também a:

Proposicao 12.7.6 Seja (V,+,:) um espaco vetorial real (ou complexo) de dimensdo
finita.
Suponhamos que T € L(V) e os conjuntos

Bi{uh"')un} € Ci{\h,"',\)m}

sejam base (ordenada) de (V,+,-).
Entao:
[Tle = Mcp [Tlg Mge . (12.263)
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Demonstragao:
Notemos que, da Proposigdo (I[273), segue que

[(Ivlge =Meg e [Ivles = Mge. (12.264)
Logo
MEIRY Prop. (CZZ34
Mes [Tl Mpe (=) (Ivlge [(Msg Ivies pr (=) (IvlgelT o Ivles
et
Prop. (=3
= [gelTles Ls [Iv o Tlee
et
= [Tlee = [Tle,

completando a demonstracdo do resultado.
Apliquemos os resultado acima aos seguintes exemplos:

Exercicio 12.7.3 Sejam (]Rz,+,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagdes
usuais de R?) e
B={(1,1),(1,—-1)} (12.265)

uma base (ordenada) de (R?,+,).
Consideremos T € L (R?) tal que

10
Tg = <o 5) : (12.266)

Encontre a matriz [Tlc, onde C é a base (ordenada) canénica de (Rz,—l—, ) .

Resolucgao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que o conjunto B, dado por ([ZZES),
é uma base (ordenada) de (R?,+,-).

Da Proposigdo ([ZZ7A) acima, temos que

[Tle = [Tle,e = Meg [Tl Mpc . (12.267)
—

=[Tls

Logo, para completarmos a resolugdo do exemplo, basta encontrarmos as matrizes de
mudancga de bases

Mes e Mpe.
Para isto, se
—— —— ~—— ——
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segue que
e = o=t an+Loa,-n
1 - ) - 2 ) 2 )
1 1
o )z.u]Jrz.uz (12.269)
1 1
e =0 (0,1 =5 (1) =5 (1,=1)
1 —1
(== _ 5wt 5w, (12.270)
além disso,
w =0, =1.(1,00+1-(0,1)
=== . er+1-e (12.271)
w = (0,21 =1 (1,00+ (=1) - (0, 1)
e+ (e (12.272)
Assim, teremos:
1 1
==m 2 2 ) e (22 P
Mo T (=) e M T =R (12.273)
1 -
2 2
Logo, substituindo ([2273) em ([XZE17), obteremos:
[Tle = [Tlee = Meg [Tles Mpe
~—
=[Tls
1 1
- 1 -1)\os)|; |
2 2
Exercicio 3 —2
= . 12.274
(_2 : ) (12,073
[

Observacao 12.7.3 Poderiamos ter obtido a matriz de mudanga de base (ordenada) ,
da base (ordenada) B para a base (ordenada) C, encontrando a matriz inversa associada
a matriz de mudancga de base (ordenada) , da base (ordenada) C para a base (ordenada)
B, isto €,

Mes = Mpe ' .
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Observacao 12.7.4 Podemos obter a expressao do operador linear T do Exemplo acima.
Para isto, observamos que, de ([CZZ74), seque que

T(1,0)=T(e:) =3¢, + (—2) - &

=3.(1,0)—2-(0,1) = (3,—2) (12.275)
T(0,1) =T(e2) "= (=2) -1+ 3- e
=—-2-(1,00+3-(0,1) = (=2,3). (12.276)

Assim, teremos:

T(x,y) = Thx- (1,0) +y - (0,1)] T L 5. T(1,0) +y - T(0, 1)
L 3,2 +y - (-2,3)
= (3x—2y,3y—2x), para cada (x,y) € R?,

ou seja,
T(x,y) = (3x—2y,3y —2x), para cada (x,y) € R?.

Temos também a :

Proposicao 12.7.7 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reats (ou complezos) de
dimensao finita, de modo que os conjuntos

Bi{u])"' )un} e C i{\)],"' )vm} (12-277)

sdo base (ordenada) de (U,+,-) e (V,+,:), respectivamente.
Suponhamos que T € L(U,V) eu e U.

Entdo
[T(wWle = [T uls. (12.278)
Demonstracgao:
Sejam
Xt Gan a
Mpe=1 :+ . e [us=1":1]. (12.279)
Cmi r Gomm a,
Logo, de ([ZZ7Y), segue que
u=a-u+---+a,-u, (12.280)
Tlwy) =5 vi+ -+ Xpj - vm, paracada je{l,---,n}. (12.281)

T é transf. linear

Tlu) = )T(a1~u1+---+an-un) ar-T(w) + -+ an - T(uy)

=)
= aifovi 4+ nivm) o a0 Vi O Vin)

propriedades de esp. vet.
= (Cl](X]] + -+ anoﬂn) Vi ((11(Xm] + e+ an‘xmn) “Vm .
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Assim, da definicdo de matriz das coordenadas de um vetor, segue que

Q1 + -+ A ln oK ot Kgn aq
T(wle = : Breciclo | = |,

a1 &mi + -+ anXmn Xm1 - Kmn Qn

que, de (ZZ79), é equivalente a escrever:

T(w)le = [Tlge ulg,

)

como queriamos demonstrar.
O

Proposicao 12.7.8 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espagos vetoriais reais (ou complezos) de
dimensao finita, de modo que os conjuntos

B i{uh"' )un} € C i{vl)"' )vm} (12282)

sdo base (ordenada) de (U,+,-) e (V,+,:), respectivamente, e T € L(U, V).
Entdo a transformacgdo linear T é um isomorfismo de (U,+,-) em (V,+,-) se, e
somente se, a matriz da transformacao linear T em relagdo ds base (ordenada) B e C

for uma matriz inversivel, isto €, a matriz [T|pc admite matriz inversa.

Demonstragao:
Notemos que, em geral, teremos

[T]B,C € men(R) .

Suponhamos que a transformagdo linear T é um isomorfismo de (U,+,-) em (V,+,-),
isto é, (U,+,-) e (V,+,-) sdo isomorfos.
Com isto, do Coroldrio (IZE3), deveremos ter

dim(U) =dim(V) =n.

Logo, da Proposicdo (IZ7H), seque que a matriz quadrada [T]zc possui matriz inversa
dada por [T*]}CYB.

Reciprocamente, suponhamos que a matriz (quadrada) [T]z¢ admita matriz inversa.

Em particular, como a matriz acima é quadrada deveremos ter

m=mn, istoé, dim(U)=dim(V)=n.

Pelo Corolério (X&), para completar a prova basta mostrar que a transformagdo linear
T é injetora.
Para isto seja u € NV(T), isto §,

Tuw)=0=0-vi+---+0-v,, ouseja, [T(u)le=(0), (12.283)
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onde (0) denota a matriz coluna de tamanho n x 1, identicamente nula.
Entédo, da Proposigdo ([Z71), segue que

fuls = Mu(wls = [(T o T) (W], = [T T )], 75 [T, Tl
Frop ) 1,67 [T(wle = [Tlge™ (0) = (0). (12.284)
N——
(==z=)

(0)
Logo, de (CZZ&4), segue que
portanto
N(T) ={0}.

Assim, da Proposicdo (CZ23), segue que a transformagda linear T é injetora, e pelo
Coroldrio (I254), teremos que T € L£(U,V) é um isomorfismo de (U,+,-) em (V,+,-),
completando a demonstragao do resultado.

O

Para finalizar temos o seguinte:

Exercicio 12.7.4 Sejam (Rz,—i—,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagdes
usuais de R?).
Verifique se a aplicagdo T:R? = 2,(R) dada por

T(a,b)=p, para cada (a,b)ecR?, (12.285)

onde
p(t) =a+ (a+b)t, para cada teR, (12.286)
€ um isomorfismo de (]Rz,—l—,-) em (Y (R),+,-).
Resolucgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor mostra que aplicacdo T é uma transformgdo
linear de (R?*,+,-) em (Z(R),+,-).

Consideremos
B={(1,0,(0,1)} e C={popi (12.287)

as bases candnicas de (R? +,) e (Z(R),+,-), respectivamente, ou seja,
Po(t)=1, pi(t)=t, paracada teR. (12.288)

Notemos que, para cada t € R fixado, teremos:

(1,000 2 L 140t =11 po(t) £ 1-m(t), (12.289)
(a,b)
o, 10t) 2L o L 04 Nt =t =D 0. po(t) +1-pi(t), (12.290)
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segue que matriz da transformacdo linear T com relacdo a estas bases serd dada por

Como
0

=140

det{[T]sc} = ‘]

segue (ver Capitulos B e B) que a matriz [T]|zc admite matriz inversa.
Logo, da Proposicdo (IZ7A) acima, segue que a transformagdo linear T é um isomorfismo

de (R?,+,-) em (2% (R),+,-), completando a resolugdo do Exemplo.
0

12.8 Exercicios

Em todos os exercicios abaixo os espagos vetoriais reias (ou complexos) envolvidos estardo
munidos das respectivas operagdes usuais, exceto, mencdo contrariae (U,+,,-,), (V,+,,)
e (W,+,, , ) espagos vetoriais reais.

Exercicio 12.8.1 Pergunta-se: quais das sequintes aplicagdes entre os corresponden-
tes espago vetoriais reais (ou complezos), sao transformagdes lineares? justifigue sua
resposta.

1. T:R* = R?, dada por T(x,y,z) = (x,x,x), para (x,y,z) € R3.
2. T:R— R dada por T(x,y,z) = (2x*+3y,x,z), para (x,y,z) € R3.
3. T:R> = R?, dada por T(x,y) = (x+y,x—1y), para (x,y) € R?.

4. T : Z5R) = P (R),dada por T(p)(x) = (a1 —2a3 — a;) — a,x*, para x € R, com
p € Z(R), onde p(x) =a, +arx+ a;x* + a3x®, para x € R.

5. T: R— R, dada por T(x) = |x|, para x € R.

6. T : Z5(R) — Z5(R), dada por T(p) = p’, parap € Z;(R), onde p’ denbota da
derivada de p.

1

7. T: 2(R) = R, dada por T(p) iJ p(x)dx, para p € Z4(R).
0

—z z—Y

8. T:R>— My,u(R), dada por T(x,y,z) = ( < 0

> , para (x,y,z) € R>.

9. T:R> = My,u(R), dada por T(x,y,z) = (l _g > , para (x,y,z) € R® .
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10. T: R = R, dada por T(x) =x*>—2x, para x € R.

11. T:R3 = R, dada por T(x,y,z) =x+5y—z, para (x,y,z) € R3.
12. T:R3 = R, dada por T(x,y,z) =x+5y—z+1, para (x,y,z) € R3.
13. T:R3 = R, dada por T(x,y,z) =x*+5y —z, para (x,y,z) € R3.

14. T: M1 (R) = Muxi(R), dada por T(X) = AX+ X, para X € M, «1(R), onde A €
M. (R) estd fizada.

15. T : Z.(R) —» Z.(R), dada por T(p) = p' +p/, parap € Z.(R). onde p’ e pl
denbotam da 1.a e 2.a derivadas de p.

16. T : My(R) — M;(R), dada por T(X) = AX, para X € M,, onde A € M,(R) estd
fizada.

17. T: Z(R) — P (R), dada por T(p) =p+q, parap € P (R), onde q € Z(R) € dada
por q(x) =x*+1, para x € R.

Exercicio 12.8.2 Seja T:R3 — R3, o operador linear dado por:
T(x,y,z) =Bx,x—y,2x+y+2z), para (x,y,z) € R>.

Mostre que (T2 — I) o(T—=31)=0, onde I denota o operador identidade em R>.
Exercicio 12.8.3 Sejam T,S € L(V), satisfazendo SoT =T oS. Mostre que

1. (T+SP=T"+2(ToS)+S%

2. (T+8)o(T—S)=T>—8%.
Exercicio 12.8.4 Sejam T € L(R?; R3) e S € L(R3; R?) definidas por
T(x,y) = (0,x,x—y), para (x,y) eR* e S(x,y,z) = (x—y,x+2y+3z), para (x,y,z) € R>.
Determine (T o S)(x,y,z), para (x,y,z) € R3.

Exercicio 12.8.5 Considere o operador linear T : R? — R?, dada por T(x,y) = (y,x),
para (x,y) € R%. Para cada n € N, determine a expressdo para o operador linear
T :R? = R?, ou seja T(x,y), para (x,y) € R%.

Exercicio 12.8.6 Determine todos a,b,c € R, de modo que o operdor linear T : R* —
R?, dada por T(x,y) = (ax,bx+cy), para (x,y) € R?, satisfaca a identidade T> =T.

Exercicio 12.8.7
1. Determine a expressdo da transformacdo linear T : R3 — R?, tal que
T(1,0,0)=(2,0), T(0,1,0)=(1,1) e T(0,0,1)=(0,—T1).

Encontre v € R?, de modo que T(v) = (3,2).
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2. Determine uma transformacdo linear T : Z5(R) — Mi,2(R) tal que

Tp) = (1 1), Ten=(10) e Tp)=(00),

onde
Po(x) =1, pi(x)=x, palx)=x*, parax€R.

3. Determaine uma transformacgdo linear T : M;(R) — M5 (R) tal que

G900l -6 Y-C)

Exercicio 12.8.8 Seja T : My 1(R) = My«1(R), defintda por
T * )= -1 =2 ), para [ F ) € My (R).
Yy 0 1 y y

1. mostre que a aplicagdo T é um operador linear em My, (R);

Entao:

2. encontre todos os vetores u € M;(R), tais que T(u) = u;

3. encontre todos os vetores v € M,(R), tais que T(v) = —v.

Exercicio 12.8.9 Para cada uma das transformacdes ou operadores lineares abaizo,
determinar uma base e a respectiva dimensdo para o nicleo e para imagem da mesma:

1. seja T : R® = R, dada por T(x,y,z) =x+z—y, para (x,y,z) € R? .

2. sejam p2(x) =x%, para x €R fizada e T : 2)(R) — P (R), dada por
T(p) =p2-p”, parap € Z(R).

3. seja T : R® = R®, dada por T(x,y,z) = (z,x—y,—z), para (x,y,z) € R3.
4. seja T : R? = R3, dada por T(x,y) = (2y,x—y,—x), para (x,y) € R?.

11

. ) M =
5. sejam (O 0

) eT : My(R) - My(R), dada por T(X) = M - X+ X, para
X € M;,(R).

6. seja T:R?> = R, dada por T(x,y) =y+2x, para (x,y) € R>.

7. seja T:R® = R, dada por T(x,y,z) =z—2x, para (x,y,z) € R3,

8. seja T:R?> = R?, dada por T(x,y) = (2x+2y,x+y), para (x,y) € R?.

9. seja T:R? = R?, dada por T(x,y) = (x+y,x—y), para (x,y) € R?.
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10. seja T:R®> — R®, dada por T(x,y,z) =(z—x,z—2x,z—3x), para (x,y,z) € R>.
11. seja T:R?> — R3, dada por T(x,y,z) = (x+y,2x+vy,3x+y), para (x,y,z) € R,
12. seja T:R? = R, dada por T(x,y) =y +2x, para (x,y) € R?.
13. seja T: M;(R) — M5 (R), dada por T(X) =A - X, para X € M;(R), onde

= (13)
14. seja T: P (R) — P (R), dada por T(p) =p’, para p € Z(R).
15. seja T: P(R) — 5 (R), dada por T(p) =p’'+p”, para p € P (R).

16. seja T: M(R) — M5, (R) dada por T(X) =A - X+ X, para X € M;(R), onde
1 4
A= .

Exercicio 12.8.10 Dé exemplos de transformagdes ou operadores lineares, de modo que:
1. T : R =5 R3, satisfazendo dim[N(T)] =1.
2. T: R = R?, satisfazendo N (T) =1{(0,0,0)}.
{(0,0,0)}.
: R® - R®| satisfazendo T (R%) =[(2,1,1),(1,-1,2)].

8. T:R?— R®, satisfazendo T (R?)
(

: R? = R?, satisfazendo N(T) ={(x,y) € R*; x =y}.

: R3 = R, satisfazendo N'(T) ={(x,y,z) € R®; z=—x}.

N
e R

: P3(R) = P5(R), satisfazendo dim [T (Z5(R))] = 3.

8. T : My(R) = My(R), satisfazendo N(T) = [(: 1)] .

Exercicio 12.8.11 Seja T : R® — R3 uma operador linear, satisfazendo
T(1,0,0)=(1,1,0), T(0,1,0)=(1,1,2) e T(0,0,1)=(0,0,2).
Determinar uma base de cada um dos sequintes subespacgos:
L, N(T) 2. TR} 3. N(MNT[R) 4. N(T)+T(R3).

Exercicio 12.8.12 Determinar um operador linear em R*, cujo nicleo é gerado pelos
vetores (1,1,0,0),(0,0,1,0).

Exercicio 12.8.13 Determinar um operador linear em R?, cujo nicleo e a imagem se-
jam gerados pelos (mesmos) vetores (1,1,0,0),(0,0,1,0).
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Exercicio 12.8.14 Determinar um operador linear em R3, cujo nicleo tenha dimensdo
igual a 1.

Exercicio 12.8.15 Determinar um operador linear em R3, cujo nicleo é gerado pelos
vetores (1,1,0),(0,0,1) e a tmagem gerada pelo vetor (1,—1,1).

Exercicio 12.8.16 Determinar T € L(R3 R*), tal que
T(R*) =12,2,3,2),(3,2,0,2)].
Exercicio 12.8.17 Determinar uma transformacdo linear T:R> — R3, tal que
T(R%) =[(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)] e N(T)=[1,1,1,1,1),(1,1,1,1,0)].
Exercicio 12.8.18 Determinar uma transformacao linear T:R?> — R?, tal que
T(1,0,0)=(1,2), T(0,1,0)=(3,4), T(0,0,1)=(0,0).

Exercicio 12.8.19 Determinar uma transformacdo linear T : R> — R3, tal que dim[N(T)] =
2 e dim[T(R>)] =3.

Exercicio 12.8.20 Determinar uma transformacgdo linear T : R® — R*, tal que N(T) =
[(1,0,1)].

Exercicio 12.8.21 Determinar uma transformacdo linear T : R* — R?, tal que N (T) =
T(RY) =[(1,0,1,0),(0,1,0,1)].

Exercicio 12.8.22 Determinar uma transformacdo linear T : R? — R3, tal que T(R?) =
[(r,1,1,0,2,0).

Exercicio 12.8.23 Determinar uma transformacdo linear T : R? — R3, tal que T(R?) =

(1,1, D] e N(T) = [(1,1)].
Exercicio 12.8.24 Seja T:R?> — R3 um operador linear, satisfazendo: que
T(1,0,0)=(2,3,1), T(1,1,0)=(5,2,7) e T(1,1,1)=(-2,0,7).

Encontre uma ezpressdo para T(x,y,z), para cada (x,y,z) € R®. Pergunta-se:
1. T é sobrejetora? justifique sua resposta.
2. T é ingetora? justifique sua resposta.
3. T € byetora? justifiqgue sua resposta.

Exercicio 12.8.25 Seja T: Z,(R) — 22;(R) um operador linear, satisfazendo:
(Tp))(x) =14+x, (T(p1))(x) =x+x* e (T(p2))(x) =1+x—2x*, parax € R,

onde pi(x) =x', para x € R, para cada i€ {0,1,2} .
Encontre uma expressdo para T(p), para cada p € %;(R). Pergunta-se:
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1. T € sobrejetora? justifique sua resposta.
2. T é ingetora? justifique sua resposta.

3. T € byetora? justifique sua resposta.

Exercicio 12.8.26 Seja T: M;(R) — M;(R) um operador linear, satisfazendo:

((52))=(23) +((e))=(33)
(Ge)Gr)r(5)-(:)

Encontre uma expressdo para T(X), para cada X € M;(R). Pergunta-se:
1. T € sobrejetora? justifique sua resposta.
2. T é ingetora? justifique sua resposta.

3. T € byetora? justifique sua resposta.

Exercicio 12.8.27 Verifiqgue se os operadores lineares em R> abaizo, sdo isomorfismos
e em caso afirmativo determinar o isomorfismo inverso.

(a) T:R* — R3, dada por T(x,y,z) =(x—3y—2z,y—4z,z), para (x,y,z) € R® .
(b) T:R3 = R?, dada por T(x,y,z) = (x,x—Yy,2x+y—2z), para (x,y,z) € R® .
Exercicio 12.8.28 Considere o operador linear em R?, tal que
T(1,0,0)=(1,1,1), T(0,0,1)=(1,0,1), T(0,1,2)=(0,0,4).
Pergunta-se: T é um i1somorfismo? Em caso afirmativo, obtenha o isomorfismo tnverso.

Exercicio 12.8.29 Mostre que o espaco vetorial real (R*,+,-) é isomorfo a qualquer
subespaco do espago vetotrial real (R®,+,-), que tenha dimensdo igual a 2. Eziba um
1somorfismo que realize o 1somorfismo.

Exercicio 12.8.30 Verifiqgue, em cada um dos itens abaizo, se 0s espagcos vetoriais
(U,+,-) e (V,+,-) sdo isomorfos, justificando a resposta.

(a) U = R?, munido das operagbes usuais, e V = {(x,y ,z) ER3: 2z = 0}, muntdo das
operacdes usuais do espaco vetorial real (R®,+,-).

(b) U= M;,,3(R), munido das operagdes usuais V ={p € Z4(R); p'(t) =0, para todo t € R},
munido das operagdes usuais do espago vetorial real (P4(R),+,-).

(c) U = R, munido das operagées usuais, e V = {A € My(R); At = A}, munido das
operacgdes usuais do espacgo vetorial real (My(R),+,-).
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a 0
0 0

(Ma(R),+,-), eV={p e ZR);p'(t) =0, para todo t € R}, munido das operagies
usuais do espaco vetorial real (Z3(R),+,-).

(d) U= ;ae Ry, munido das operagdes usuais do espaco vetorial real

Exercicio 12.8.31 Mostre que o subespago vetorial W = {(x,y,z,t) € R*; x—y =z—2t =
0} do espago vetorial real (R*,+,-), € isomorfo ao subespago vetorial U = {(x,y,z) €
R*; x —y —z = 0} do espago vetorial real (R®,+,-). Ezriba um isomorfismo entre estes
dois subespagos vetoriais.

Exercicio 12.8.32 Dadas as transformacgédes lineares T: U — V e S:V — W, assinale
(V) ou (F) em cada uma das afirmagées abaizo, justificando a resposta.

1. se a transformacao linear T o S € sobrejetora, entdo a transformagdao linear S
sobrejetora.

2. se a transformacdo linear T o S € sobrejetora, entdo a transformacao linear T
sobrejetora .

3. se a transformacgao linear ToS € injetora, entdo a transformacgdao linear S € inje-
tora.

4. se a transformagdo linear T oS € injetora, entdo a transformacgdao linear T € inje-
tora.

5. Verifique que todas as afirmacdes acima serdo verdadeiras se U=V =W,

Exercicio 12.8.33 Seja T: U — V um isomorfismo. Se S:V — U satisfaz ToS =1y (ou
SoT=1y), prove que S é uma trasnformagdo linear.

Exercicio 12.8.34 Suponha que dimU > dimV. Mostre que se T : U — V é uma
transformagdo linear, entdo existe um vetor, nao nulo, u, € U, tal que T(u,) = O,,
onde O, denota o vetor nulo do espago vetorial real (V,+,-).

Exercicio 12.8.35 Seja T:V — V um operador linear idempotente, isto é, T>? =T.
Mostre que V=N (T)®T(V).

Exercicio 12.8.36 Sejam T € L(U; V) e S € L(V; W), tais que N(T) ={0,} e N(S) =
{O,}. Mostre que N(SoT)={0,}.
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Matriz de uma transformacao linear

13.1 Exercicios

Em todos os exercicios abaixo os espagos vetoriais considerados estardo munidos das respec-
tivas operagdes usuais, exceto, mencdo contrdria.

Exercicio 13.1.1 Determinar as matrizes das sequintes transformacgdes lineares, em
relagdo as bases candénicas (ordendas) dos respectivos espagos vetoriais envolvidos.

1. T:R3 - R?, dada por T(x,y,z) = (x+y,z), para (x,y,z) € R3.
2. T:R* = R, dada por T(x,y,z,t) =2x+y—z+3t, para (x,y,z,t) € R*.

(c) T:R — R3, dada por T(x) = (x,2x,3x), para x € R.

M£<g)_21>.

Determinar a matriz do operador linear T : M;(R) — M;(R), dado por
TX) =M -X—=X-M, para X € M,(R), em relagdo a base candénica (ordenada).

Exercicio 13.1.2 Considere

Exercicio 13.1.3 Seja T : R> — R? operador linear, cuja matriz em relagcdo d base
1

1 . .
(ordenada) B ={(1,0),(1,4)}, é dada por [Tz = R Determinar a matriz de T

em relagdo & base candnica (ordenada).

Exercicio 13.1.4 Seja T: Z,(R) — R to funcional linear, definida por

1
T(p) iJ ]p(x) dx, para p € Z(R).

Determine a matriz de T em relagdo ds bases (ordenadas) B de (9:(R),+,:) e C de
(R,+,-), nos seguintes casos:

363
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(a) Bi{poapl )pZ} € C:{]}; onde

po(t)i]v p](t)£t> pl(t)itz) pamteR.

(b) B = {qo y q1 »ql} eC = {—2}, onde

Q) =1, qit)=T4+x, qt)=T+x+%x*, para x € R.

Exercicio 13.1.5 Se a matriz de um operador linear T : R> — R3, em relagcdo a base
canénica (ordenada) B é dada por

11
Mp=]1 01 0
01 -1

e se o operador linear S : R> — R3 € dado por S =1+ T+ 2T?, onde 1 é o operador
identidade em R?, determinar a matriz do operador linear S, em relagdo & base candnica
(ordenada) B. Encontre também umaa expressdo de S(x,y,z), para cada (x,y,z) € R3.

Exercicio 13.1.6 Seja T: 2;(R) — Z,(R) o operador linear, dado por
[Tp))(x)] =p(x) —p(1), para p € Z:(R).
Tendo as bases (ordenadas) B = {po,p1,p2} e C ={qo,q1,q2} de Z(R), onde
Po(x) =1,pi(x) =x—1, palx)=(x—1)%, paraxeR e

qo(x)ihq](x)ix, qZ(X)£X2> pamxeR,

encontrar as matrizes [Tlge, [Tlg e [Tle.

Exercicio 13.1.7 Seja B = {e1, ez, e3} uma base (ordenada) do espago vetorial (V,+,-).
Suponhamos que os operadores lineares T,S:V — V sao tais que

T(€1)£2-€1—3'€2+€3 S(e])£3'€1+2~€2
T(ez) =er+e S(es) =er—exy—es
T(es) =e;+e3 S(es) =ej+e—2-¢e3

Determine as sequintes matrizes: [Tlg, [Slg, [So Tlg, [S* + 1z e [T? — S%5.

Exercicio 13.1.8 Sejam U = R3 , V = R?, B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e C =
{(1,0),(0,1)} bases (ordenadas) dos espagos vetoriais (U,+,-) e (V,+,-), respectiva-
mente. Encontrar, em cada um dos itens abaizo, T € L(U; V), tal que [Tz, seja a

matriz:
123 00 1 10 5 -3
a)<451> b)<o1o> C)<2—14>
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Exercicio 13.1.9 Consideremos o espago vetorial real (M;(R),+,-), que tem como base
canénica a base (ordenada)

s={[s [ [ e 38T}

Seja T: M,(R) — R? a transformagdo linear dada por

T([a b >£(a+d,b+c), para [a b] € M;(R).
c d_ c d

1. Encontre a matriz [T] a5, onde A é a base candnica (ordenada) do espago vetorial

real (R?,+,-).
2 1
2. Se S : R? — My(R) é uma transformacdo linear, tal que [Slaz = _1 _(]) ,
0 1
encontre uma expressdo para S(x,y), para cada (x,y) € R?. Além disso, determine
(a,b) € R?, se existir, tal que S(a,b) = (]) (]) .

: . 12
Exercicio 13.1.10 Seja T : R? — R? wma transformagdo linear, tal que [T]4 = [ o 1 ] ,

onde A € a base canénica (ordenada) do espaco vetorial real (R*,+,-). Determine todos
os vetores u,v € R? (se existiremn) tais que T(u) =u e T(v) = —v.

Exercicio 13.1.11 Sejam A = ( 34

1 2 . .
) e T o operador linear em R? definido por

T(v) =A-[4, parav e R%

onde [vl4 denota a matriz das coordenadas do vetor v em relagdo da base candnica
(ordenada) A, do espaco vetorial real (R*,+-). Determine a matriz do operador T em
relagdo a cada uma das seguintes bases (ordenadas) do espago vetorial real (R?,+-):

1. By ={(1,0),(0,1)};
2. B, ={(1,3),(2,5)}.
Exercicio 13.1.12 Seja T € L(R?; R?), ddada por
T(x,y,z) = (x+z,y—2z), para (x,y,z) € R3.

Sejam B ={(1,2,1),(0,1,1),(0,3,—1)} uma base (ordenada) do espago vetorial real
(R3,+,-) e C={(1,5),(2,—1)} uma base (ordenada) do espaco vetorial real (R*,+,-).
Determine a matriz [Tlgc.
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Exercicio 13.1.13 Em cada um dos itens abaizo, determine a matriz da transformacao
linear, em relagbes ds bases candnicas (ordenadas) dos respectivos espagos vetoriais
TeaLs:

1. T € L(R*; R?), dada por T(x,y,z) = (x+y,z), para (x,y,z) € R® .
2. ] Te LR?*; R, dada por T(x,y) = (x+y,x,x—y), para (x,y) € R%
3. T c L(R*; R), dada por T(x,y,z,t) =2x+y—z+3t, para (x,y,z,t) €R* .

4. Te L(R; R, dada por T(x) = (x,2%x,3%x), para x € R .

a

Exercicio 13.1.14 Fizemos M = < c

Z ) e consideremos T € L(M;,(R)), dada por

TX)=M-X—X-M, para X € M,(R)
e C a base candnica (ordenada) do espago vetorial real (M;(R),+,-). Determine [Tlc.

Exercicio 13.1.15 Determine a expressdo de T € L(R?), cuja matriz em relagdo a base

(ordenada) B ={(1,2),(0,5)} € dada por ( ; —11

Exercicio 13.1.16 Seja T € L(Z5(R); (R)), dada por T(p) = p’, para cada p €
Z;(R). Determine a matriz de T em relagdo ds bases (ordenadas) A = {po,,P1,P2,P3}
e B={q.,q1,q2}, respectivamente, onde

Po(X) =1, pilx)=x, palx)=x*, ps(x)=x’, parax € R e
go(x) =1, qi(x)=1+x, qz(x)£—1+x2,parax€R.

Exercicio 13.1.17 Seja B ={e;, e, e3} uma base (ordenada) de um espago vetorial real
(V,+,:). Considere T,S € L(V), tais que

Tler)=e1—e, T(ex) =er+e;, T(es)=e e

S(er) =2e1+e3, S(ey)=er, S(es)=e,—3e.

Determine as matrizes, em relagdo a base (ordenada) B, dos segquintes operadores
lineares em V:

T, S, 3T—5S, ToSoT, T*+S*, T (caso exista), (ToS)™' (caso exista).
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Autovalores e autovetores

14.1 Exercicios

Nos exercicios abaixo vamos supor que (V,+,-) é um espago vetorial real (complexo), e os
outros espagos vetoriais reais (ou complexos) estdo munidos das operagdes usuais.

Exercicio 14.1.1 Encontrar os autovalores e autovetores de T € L(V), em cada um dos
sequintes casos:

1. V=R? T:V =V, dada por T(x,y) = (x+y,x —y), para (x,y) € R%
2. V=R3 T(1,0,0)=(2,0,0), T(0,1,0)=(2,1,2) e T(0,0,1)=(3,2,1).

3 V=R e[Tlzp= , onde B € base candnica (ordenada).

S © O W
S O W =
o B~ O O
w o o O

Exercicio 14.1.2 Em cada um dos itens abaizo, assinale (V)erdadeiro ou (F)also em
cada uma das afirmacgoes abaizo, justificando a resposta:

1. Se A #0 é um autovalor do operador linear inversivel T € (V), entdo A" serd um
auto-valor do operador linear T € (V).

2. O polinémaio caracteristico do operador linear T+ S é a soma dos polinémios ca-
racteristicos dos operadores lineares T,S € L(V).

3. Se o vetor v é um autovetor comum aos operadores lineares T,S € L(V), entdo o
vetor v € auto-vetor dos operadores lineares T+ S e SoT.

Exercicio 14.1.3

1. Seja A € M (R) uma matriz triangular (superior ou inferior), isto €, A = (ay),
onde a; = 0, sempre que i > j (ou sempre que i < j). Qual o polinémio carac-
teristico associado a matriz A?

367
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2. Sejam A,B € M,,(R) matrizes triangulares que tenham a mesma diagonal princi-
pal. Existe alguma relagdo entre seus polindmios caracteristicos? Qual?

3. Mostre que se A € C € autovalor de T € L(V), entdo A" € um autovalor do operador
linear T™.

4. Mostre que se p € Z,(R) € um polinémio e A € C € autovalor de T € L(V), entdo
P(A) serd um autovalor do operador linear p(T), onde

r(M=ay-I+a-TH+---4+a,- T, para TeL(V),
onde 1:V — V € operador identidade e p(x) = a, + a1 X + -+ - + a, x", para x € R.

Exercicio 14.1.4 Achar os autovalores e autovetores do operador linear T mo espacgo
vetorial real (R*,+,-), de modo que:

1. T(Xay) = (—X»—U); para (X>y) € Rz-
2. T(1,0) = (0,—1) e T(0,1) = (1,0).

Exercicio 14.1.5 Achar os autovalores e autovetores do operador linear T no espago
vetorial real (R®*,+,:), de modo que: T(1,0,0) = (0,0,0), T(0,1,0) = (0,0,0) e
T(OaO)” = (5>_1 )2)

11
0 1
vetorial real (R?,+,-), em relagdo a base canénica (ordenada) B. Encontre todos os

autovalores do operador linear T. Existem, neste caso, dois autovetores de T que sejam
L.I.?

Exercicio 14.1.6 Seja [Tl = ( ) a matriz de um operador linear T no espacgo

Exercicio 14.1.7 Considere o operador linear T :R* — R?, dado por

T(X&J)i(—U)X)) bara (X)y) GRZ-

z

Mostre que operador linear T ndo admite autovetores (isto é, autovetores no espago
vetorial real (R%,+,-)).
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Diagonalizacao de matrizes e
operadores lineares

15.1 Exercicios

Exercicio 15.1.1 Considere o operador linear T : R3 — R3, cuja matriz em relacdo a

11 2
base candénica (ordenada) é dada por | 0 1 3
00 2

1. Calcule os autovetores e os respectivos subespagos proprios (auto-espagos) asso-
ctados ao operador linear T.

2. Eziste uma base (ordenda) B do espago wvetorial real (R®,+,-) de modo que a
matriz [T|z seja diagonal?

4 —1 6
Exercicio 15.1.2 Seja A= | 2 1 6 | a matriz de um operador linear T : R® — R?
2 —1 8

em relagdo & base candnica (ordenada). Pergunta-se: o operador linear T €é diagona-
lizdvel?

5 0 0 0
;. . . 0 5 0 P .,
Exercicio 15.1.3 A matriz A = 14 -3 0 € diagonalizdvel? Caso afirma-
-1 -2 0 -3

two encontre a matriz inversivel M que realiza a diagonalizagdo.

2 4 3
Exercicio 15.1.4 A matriz A = —4 —6 —3 € diagonalizdvel? Caso afirmativo
3 3 1

encontre a matriz inversivel M que realiza a diagonalizagdo.
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Exercicio 15.1.5 Suponha que T : 2;(R) — %,(R) € o operador linear dado por:
T(p)=4q, para pe P(R),
onde
p(x) = aptarx+a;x?, e q(t) = (5at+6a+2a)—(a1+8ax) x+(a,—2ax)x*, para xcR.
Pede-se
1. encontrar todos os autovalores do operador linear T,
2. encontrar os respectivos autovetores do operador T,

3. determinar a dimensdo e uma base de cada um dos auto-espagos associados ao
operador linear T.

4. o operador linear T € diagonalizdvel?

Exercicio 15.1.6 Seja T: M;(R) — M;,(R) o operador linear dado por:

a b . 2c a+c ab
T(c b>_(b—2c d ), para <c b)EMz(R).

1. Achar todos os autovalores e os autovetores associados do operador linear T.

2. T é diagonalizdvel? justifique sua resposta.

Exemplo 15.1.1 Definimos o trago de uma matriz quadrada A como sendo a soma dos
elementos da sua diagonal principal.
Mostre que a equagao caracteristica associada a uma matriz 2 x 2 é dada por

A — tr(A)A+det(A) =0,
onde tr(A) denota o trago da matriz A € M;,(R).

Exercicio 15.1.7 Determinar uma matriz inversivel M € M,(R), se existir, de modo
que a matriz M~ A M seja uma matriz diagonal, em cada um dos sequintes casos:

(2 4 .3 =2
(2 4) e (32)

Exercicio 15.1.8 Verificar, em cada um dos itens abaizo, se o operador T € L(R?), dado
pela sua matriz em relagdo a base candnica B, é diagonalizdvel.

1 2 =2 1 00
1.[Mg=]1 21 =2 2.[Mlg=| m 2 0 |, para quaisquer m,n € R.
2 2 -3 n 0 2
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Exercicio 15.1.9 Verificar em cada um dos itens abaizo se o operador T € L(R?), dado
pela sua matriz com relagdo a base candnica B , é diagonalizdvel.

—1 —4 -2 =2 111

| 4 1 2 2 I R B
L P ! 2Ws=1 0 4 0
2 02 4 7 1 -1 -1 1

1 a

Exercicio 15.1.10 Mostre que a matriz A = (O ;

> nao € semelhante a uma matriz

diagonal se a # 0.

Exercicio 15.1.11 Verifique se a matriz abaizo nao € diagonalizdvel, para a € R, onde

A =

o o o

1 0
a 1
0 a

Exercicio 15.1.12 Encontre uma matriz diagonal semelhante a matriz | —6 1 2

Exercicio 15.1.13 Estude se cada uma das matrizes abaizo sao diagonalizdveis.

:ljjj 1 00 1 2 =2
1.2214 2. lm 2 0 3.2 1 22
n o 2 2 2 -3

2 2 4 1
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Capitulo 16

Espacos euclidianos

16.1 Exercicios

Exercicio 16.1.1 No espago vetorial real (%;(R),+,-) consideremos o produto interno
1
(f,9) = | v ga,
0

onde f,g € Z;(R). Calcule (f,q), |Ifll, llgll e ||f+ g|| para os sequinte casos:

1. f(x) =x3—x—1 e g(x) =x*+1, para x € R.

2. f(t) =2 eg(x) =x*+x+1, para x € R.
Exercicio 16.1.2 No espaco vetorial real (Z.(R),+,-) considere
(fyg) =asby+arby+---+a, by,

onde f,g € Z,(R), sGo dados por f(x) = a,+a; x+---+a, x" e g(x) =by+b; x+---+by X",
para x € R.

A fungéo (-,-) € um produto interno no espago vetorial real (Z,(R),+,-)? Justifique
sua resposta.

Exercicio 16.1.3 No espago vetorial real (M;(R),+,-), considere o produto interno

(A,B) = tr(B*A), para A,B € M,(R).

1 Se A= (2) 1 ) eB = <(]) g) caleule: (A,B), |All, |B]| e d(A,B).

2. Encontre uma base ortonormal de (M;(R),+,-), segundo o produto interno (-,-)
introduzido acima.

Exercicio 16.1.4 Considere o espago vetorial real (V,+,-), munido do produto interno
(-y). Seu,v €V sdo vetores tais que |[ul| =5, ||v| =8 e ||lu+ V| =V 129, determine o
cosseno do angulo entre os vetores u e v.
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Exercicio 16.1.5 Considere o espaco vetorial real (R®,+,-), munido do produto in-
terno (-,-) usual. Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz, para demonstrar que, dados
numeros reais estritamente positivos a;,a;,as, vale a desigualdade:

1 1 1
((11—|—(12—|—(13) —+ — + — 29
a ap as

Exercicio 16.1.6 Considere (V,+,-) um espago vetorial real munido do produto interno
) Y

(-,). Encontrar as mormas dos vetores u, v e o cosseno do dngulo entre eles nos

segquintes casos:

1. V=R*, (-,.) produto interno usual, w=(1,1,1) ev=(-1,0,1,-1) .

2. V=2 (R), (-,-) o produto interno do Ezercicio IE I 1. acima, u(t) =1+t—t’ e
v(t) = 3t%, para t € R.

: : : 1 0
3. V.= M;([R), (-,-) o produto interno do EzerciciolE I3 acima, A = ( ) e

—1 1
-1 1
B_<O ]>.

Exercicio 16.1.7 Considere o espago vetorial real (R3,+,-), munido do produto interno
(-,-) usual. Determinar todos os vetores de (R*,+,-) que tem norma igual a dois, que
sejam ortogonais, simultaneamente, aos vetores w; = (2,1,2) euw, =(—1,3,4).

Exercicio 16.1.8 No espac¢o vetorial real (#,(R),+,-), consideremos o produto interno
(-,+) do Exercicio TE I acima. Verifigue se os vetores p,,p1,p2 € Z2(R), onde
1

PO(X)£1, p1(x)£x, Pz(X)iX2—§> pameR,

sdo dots a dots ortogonais, em relagdo do produto interno (-,-).

Exercicio 16.1.9 Considere o espaco vetorial real (R3,+,-) munido do produto interno
(-,-) usual. Sejam u=(2,2,2),v=(3,3,1) € R3. Pede-se:

1. determinar dois vetores, vi e v,, tais o vetor que v =vi;+Vv;,, o vetor v; é ortogonal
aos vetores u e v, =A-u, para A € R.

2. sew=(-5,1,—1), decompor o vetor v.em uma soma de dois vetores, sendo um
deles pertencente ao subespacgo vetorial W = [u,w] e uma outra parcela pertencente
ao subespago vetorial W+,

3. determinar uma base ortonormal do subespago vetorial W.

Exercicio 16.1.10 Considere o espago vetorial real (R*,+,-), munido do produto in-
terno (-,-) usual. Determinar a proje¢cdo ortogonal do vetor uw = (1,1,0,—1), no su-
bespaco W ={(x,y,z,t) ER*;x —y—z=0ez—2t =0}
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Exercicio 16.1.11 Considere o espacgo vetorial real (%,(R),+,-) com o produto interno
(-y+) do Exercicio IE I .

1. Utilizando o processo de Gram-Schmaidt, ortonormalizar a base {q,,q1, 2}, onde
do(x) =1, qi(x) =1+x e qz(x) =2%?, para x € R.

2. Achar o complemento ortogonal do subespago W = [r,,T1] onde 1,(x) =5 e m1(x) =
1+ x, para x € R.

Exercicio 16.1.12 Considere o espago vetorial real (R*, +,-) munido do produto interno
(-,-) usual. Determinar uma base ortonormal de cada um dos seguintes subespagos
vetoriiais abaizo, utilizando o processo de Gram-Schmadt:

1. W: (1 )1 >0>0)>(0)1 >2>0)>(0)O>3’4)]'

2. W= [(2)03())0))(] )3>3>O)>(3)_3)_3)0)]'

Exercicio 16.1.13 Considere o espaco vetorial real (R3,+,-) munido do produto in-

terno (-,-) usual. Seja C = (1— ] L) (i -1 _—]> (O -l _—]) base or
) ‘ .7 - 3> 33\/§> \/g?\/g)\/g/) )\/zﬁ\/zj

1o

=u, =u3

1 1
tonormal (ordenda) do espago vetorial real considerado e [ule = | 0 | e wle = |1
—1 1

I
£

Pede-se:
1. encontre a matriz das coordenadas do v = (1,7,8) relativamente a base C.
2. encontre a proje¢cdo ortogonal do vetor v no subespaco vetorial W = [u;, ;).
3. encontre ||u||,||v|]| e o dngulo entre os vetores u e v.

(a) calcule [+ V.

(b) calcule [[u; + uy + usll.

Exercicio 16.1.14 Considere o espago vetorial real (R?,+,-) munido do produto interno
(-,-) usual. Verfique quais dos operadores lineares T : R> — R? abaizo sdo isometrias de
R2:

1. T(x,y) = (x +y,x—y), para (x,y) € R%.

1 3 3 1
2. T(x,y) = (ZX_\/T_Q’\/T_X+§ ), para (x,y) € R%.

3. T(x,y) = (y,x), para (x,y) € R
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Exercicio 16.1.15 Considere o espago vetorial real (R?,+,-) munido do produto interno
(-,-) usual. Determine m € R, de modo que o operador linear T :R> — R* dado por:

2 1

. 1 1 1 1 1
T(x,y,z):(%X—I—ﬁy+mz,—ﬁx+%y—%z,—ﬁx+ﬁz), para (X,y,z)€R3,

seja uma isometria em (R3,+ ) .

Exercicio 16.1.16 Considere o espago vetorial real (Z;(R),+,-), munido o produto
wnterno (-,-) do Ezercicio TE T 1. actma. Pede-se:

1. ortonormalize a base usual, B ={p,,p1,P2}.

2. considere o operador linear T : Z)(R — Z,(R), cuja matriz em relagdo a base
1 1
— — 0
(ordenada) C, encontrada no item anterior, seja [Tle = 8/2 8/2 1 |- Deter-

m n p
mine m,n,p € R, de modo que o operador linear T seja uma tsometria no espago
vetorial real considerado.

Exercicio 16.1.17 Considere espaco vetorial real (M;(R),+,-). munido do produto in-
terno do Ezercicio I 1 13. .

O operador linear T : M3(R) — M;(R) dado por T(A) = AY, para A € My(R) é uma
1sometria no espago euclidiano considerado?

Exemplo 16.1.1 Considere espaco vetorial real (Myx1(R),+, ), munido do produto in-
terno (-,-) do Ezercicio IE I 3. acima, e o espago vetorial real (R*,+,-), munido do
produto interno (-, -) usual. Construa uma isometria entre estes espacos vetoriais reais
(se existir).



Capitulo 17

Operadores auto-adjuntos em espacos
euclidianos

17.1 Exercicios

Exercicio 17.1.1 Seja (V,+,:) espago vetorial real, munido do produto interno (-,-)
usual. Verifiqgue se os operadores abaizo sdo auto-adjuntos:

1. V=R3, (-,-) o produto interno usual e o operador linear T : R> — R3 dado por
T(x,y,z) =(y+2z,x+3z,2x+3y), para (x,y,z) € R3.

2.V = 2(R), (-,:) o produto interno do Ezercicio IEI1. acima, e o operador
linear T : Z1(R) — 2 (R), dado por T(p) = q, para p € Z;(R), onde p(x) =a+bx
eq(x) =(a+4b)+ (4a+2b)x, para x € R, onde a,b € R.

3. V=M;(R), (-,:) o produto interno do Ezercicio IET13 acima , e o operador linear

e () (6 D) 6 - )
(G969 (D)

Exercicio 17.1.2 Nos itens do Ezercicio [[7.1.] acima, em que o operador linear for
auto-adjunto, encontre uma base (ordenada) do espago vetorial real relaionado, de
modo que a matriz do operador linear em questdo seja uma matriz diagonal.

Exercicio 17.1.3 Em cada um dos itens abaizo, determinar, se existirem, a,b € R,
para que o operador linear TR® — R3 seja auto-adjunto:

1. T(x,y,z) = (3x—2y,ax+y—3z,by+z) para (x,y,z) €R>.
2. T(x,y,z) = (x+2z,ax+4y+bz,2x -3y +z) para (x,y,z) € R>. (17.1)
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