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l.a PARTE
Sejam f: X = Y e g:Y — Z fungbes dadas.

Mostre que:

(a) | valor 0,25 |se as fungio f e g sfo injetoras, entdo a funcdo g o f serd injetora;

(b) | valor 0,25 |se a fungdo g o f é injetora, entdo a fungio f serd injetora e nem sempre vale a reciproca;

(c) |valor 0,25 | se as funcdes f e g sobrejetoras, entdo a fungdo g o f serd sobrejetora;

(c) |valor 0,25 |se a funcio gof é sobrejetora, entdo a funcdo g serd sobrejetora e nem sempre vale a reciproca;

’ (a) valor 0,25 : ‘
Como as funcdes f e g sédo injetora, temos que

f(x1) # f(x2), para x1,x2 € R, com x1 # x2. (1)
g(y1) #f(yz2), parayr,yz € R, com y; #yxa. (2)
Logo, para x € R teremos:
(gof)(x1) = glf(x1)]

(1), temos yi1=f(x1)#y2=Ff(x2); logo, por (2) teremos:

glf(x2)]
=(gof)(x2),

mostrando que a fungdo g o f é injetora.
|

’ (b) valor 0,25 :
Suponhamos, por absurdo, que a funcdo f ndo seja injetora, isto é, existem x7,%x; € R, como X7 # X3, de
modo que

f(x1) = flx2). (3)

Como a fungéo g o f é injetora, devermos ter
(gof)(x1) # (gof)xz). (4)
Por outro lado,

(gof)(x1) = glf(x1)]

D grf(xa)]

=(gof)(x2),

contrariando (4), o que é um absurdo!
Portanto a funcdo f deve ser injetora.

’ (c) valor 0,25 :‘
Dado z, € Z, como a fungdo g é sobrejetora, podemos encontrar y, € Y, de modo que

9(Yo) =2 . (5)



Por outro lado, como a funcdo f é sobrejetora e yo, € Y, podemos encontrar x, € X de modo que
f(zo) = Yo - (6)
Desta forma teremos

(gof)xo) = glf(xo)]

6
© 9(yo)

(5)

= Zo)

mostrando que a fungdes g o f é sobrejetora.

O
’(d) valor 0,25 :
Dado z, € Z, como a fungdo g o f é sobrejetora, podemos encontrar x, € X, de modo que
(gof)(xo) = zo, (7)
ou seja, glf(xo)l =20 . (8)
Logo, considerando-se
Yo = f(xo]), (9)
teremos:
9
9(yo) (:) glf(xo)]
8
(:) ZO )
mostrando que a fungao g é sobrejetora.
O

Sejam fy,f; : R — R duas funcdes pares e g1,9g2 : R — R duas fungdes impares.

Mostre que:
(a) a fungo fy + f, é fungéo par;
(b) a fungdo fy - g1 é fungdo impar;
(¢) afuncdo g7 - g2 é fungdo par;
(d) a fungdo fy o g7 é funcéo par;

(e) toda fungdo h : R — R pode ser escrita como soma de uma fungdo para com uma fungio impar (na
verdade esse modo é tnico);

Como as fungbes fq,f, sdo funcles pares e as fungdes g7, g2 sdo impares, para x € R, teremos:

f1(—x) = f1(x), (10)
f2(—x) = fa(x), (11)
g1(—x) = —g1(x), (12)
g2(—x) = —g2(x) (13)

’(a) valor 0,25 :
Notemos que

(f1 + f2)(—x) = f1(—x) + f2(—x)

COZED £, (%) + 2 (x)

= (f1 +f2)(x),



mostrando que a fungao f; + f, é uma fungao par.

|
’ (b) valor 0,25 :
Notemos que
(f1-g1)(=x) = f1(—x) - g1(—x)
10) e (12
COL00 40 =91 ()
=—(f1-g1)(x),
mostrando que a fungao f; - g7 é uma fungdo {mpar.
a
’(c) valor 0,25 :
Notemos que
(91 92)(—x) = g1(—x) - g2(—x)
12) e (13
(2209 [—g1(x)] - [=g2(x)]
=(91-92)(x),
mostrando que a fungao g7 - g2 é uma fungao par.
d
’ (d) valor 0,25 :
Notemos que
(f1091)(—x) = f1lg1(—x]]
12
@, [—g1(x)]
10
W, [g1(x)]
= (f1091)(x),
mostrando que a fungao f; o g7 é uma funcao par.
O
’ (e) valor 0,5 :
Notemos que, para x € R, temos
f f(— f(x) — f(—
) = FOO ) | A) — () 14
2 2
Consideremos as fungdes F,G : R — R, dadas por
. f(x) +f(—x
F = 1010, "
f(x) — f(—
G(X)ZM, para x € R. (16)

Afirmamos que a funcdo F é uma funcio par e a fungdo G é uma funcio impar. De fato, para x € R, temos

(15) f(=x) + fl=(=x]]
2
~ f=x) +f(x)
N 2
f(x) + f(—x)
2

15
) Fx),

F(—x)




mostrando que a funcdo F é uma funcao par e

(16) f(=x) — fl=(=x]]

G(—x) 5
(=) — f(x)
- 2
_ —[f(x) = f(—x)]
- 2
o f(x) —f(—x)
- 2
© _gx),

mostrando que a fungdo G é uma fungdo impar.
Além disso,

fog 19 T ) ()

PV + G,

completando a resolugédo.

Dé, de modo preciso, as defini¢bes de:

(a) supremo de um subconjunto de R (juntamente com as propriedades que este subconjunto deve ter para
existir o mesmo);

(b) conjunto denso em R;
(¢) limite de uma sequéncia de niimeros reais;

(d) sequéncia de Cauchy de nimeros reais;

’(a) valor 0,25 :‘

Seja A C R, nao vazio e limitado superiormente.

Definimos o supremo do conjunto A, indicado por sup(A), como sendo o menor limitante superior do
conjunto A, ou seja,

sup(A) = minfl; a <1, para todo a € A}.

](b) valor 0,25 :‘

Diremos que um D C R é denso em R, se qualquer intervalo aberto de (a,b) C R temos

DN (a,b)#0.

’(c) valor 0,25 :‘
Dada uma sequéncia de niimeros reais (an), .,
€ > 0, podemos encontrar n, € N, de modo que

diremos que ela é convergente (em R) para 1 € R, de dado

para m > mn,, tenhamos |a, — 1l <ce¢.

Neste caso denotaremos 1 por lim a,, ou seja,
n—oo

lim a, =1.
n—oo

’(d) valor 0,25 :




Diremos que uma sequéncia de nimeros reais (a,), ., é uma sequéncia de Cauchy se dado ¢ > 0, , podemos
encontrar n, € N, de modo que

para m,m >mn,, tenhamos |a, —an|<c¢.

‘ 4.9 Questao: ‘ Em cada um dos itens abaixo, dizer se a afirmagéo é Verdadeira ou Falsa.
( F) uma sequéncia de ntimeros reais é convergente em R se, e somente se, ela for limitada;
(V) se an =57 0 e a sequéncia (bn), v é limitada em R, entdo an - by 2P0,
(V) sequéncia de Cauchy em R é equivalente a ela ser convergente em R;

( F ) |valor 0,25 |se a sequéncia de niimeros reais (an), ., é convergente para a e a sequéncia de niimeros reais

(bn), oy satisfaz

bn <an, para neN,

entdo a sequéncia de numeros reais (by), ., é convergente para algum b € R ¢, além disso, b < a.

2.a PARTE
Dados a,b € R, tais

a<b, (17)
mostre que:
(a) mostre que exite n, € N, tal que
0< 1 <b—a; (18)
2o

utilizando o item (a), mostre que o intervalo [2™° a,2™° em comprimento maior que 1;
b) utilizando o it t int lo 2™ 2Me bl t i t i 1

(c) utilizando o item (b), mostre que podemos encontrar m, € N, de modo que

Mo a<my<2™b. (19)
d) utilizando o item (c), mostre que podemos encontrar um nimero diddico, isto é, do tipo ——, pertencente
pAL
ao intervalo (a,b).
(e) Seja
Di{zﬁn;mezenew}. (20)
Mostre que D é denso em R.
‘ (a) valor 0,25 : ‘
Sabemos que
1
lim =0.



Logo, da definicdo de limite, dado

(17)
e=b—a >0, (21)

podemos encontrar n, € N, de modo que
para n>ng,

1
tenhamos ‘ —O‘ <€ (2 b—a,
pAL
——

1
=5m

ouseja, 0<-—<b-—a.

n
Em particular, tomando-se n = n,, obtemos (18), completando a demonstragéo do item (a).
O
’ (b) valor 0,25 :‘
Notemos que, do item (b), temos:
0< > <b—a,
multiplicando-se a desigualdade por 2™° > 0, obteremos: 1<2"™° b—2"°a,
ou seja, o intevalo
[2™° a,2™° b] (22)
terd comprimento maior que 1, completando a demonstracdo do item (b).
’(c) valor 0,25 :‘
Como o intervalo (22) tem comprimento maior que 1, podemos encontrar m, € Z, de modo que
me € (2" a,2™° b)
ou seja, 2" a<m,<2™b,
completando a demonstragdo do item (c).
’ (d) valor 0,25 :‘
Do itens (a), (b) e (c) acima podemos concluir a existéncia de n, € N e m, € Z, de modo que
2" a<my <2™b,
m
dividindo-se a desigualdade por 2™° > 0, obteremos: a < zno <b,
. m
ou seja, 2“: € (a,b),
completando a demonstragio do item (d).
’(e) valor 0,5 :‘
Consideremos (a,b) C R um intervalo aberto de R.
Do item (d) acima, podemos encontrar n, € N e m, € Z, de modo que
m
5. € (a,b),
ou seja, o conjunto D, dado por (20), é denso em R, completando a demonstragio do item (e).
O

’ 6.% Questao: ‘ Sejam X,Y C R dois conjuntos nio vazios e limitados superiormente e ¢ > 0.
Mostre que:




(a) o conjunto c - X é é limitado superiormente e vale

sup(c- X) = c¢-sup(X); (23)

(b) o conjunto X + Y € limitado superiormente e vale

sup(X +Y) = sup(X) + sup(Y). (24)

@ [vlor 1.0]

Lembremos que
c-X={c-x;xeX}.

Como o conjunto X é ndo vazio, existe x, € X.
Desta forma c - x, € ¢ - X, mostrando que ¢ - X é nao vazio.
Por outro lado, como X é limitado superiormente, podemos encontrar u € R, de modo que

x <u para todo x € X. (25)
Multiplicando-se (25) por ¢ > 0, obteremos: c-x <c-u para todo x € X. (26)

Desta forma se y € ¢ - X, da definigdo do conjunto c - X, teremos que

Yy =c-x paraalgum x € X,
(26)
logo y=c-x < c-u, (27)

ou seja, ¢ - U é um limitante superior do conjunto c - X, assim o conjunto c - X é limitado superiormente.

Logo, de um resultado conhecido, podemos concluir que existe o supremo do conjunto c-X, ou seja, sup(c-X) €
R.

Notemos também que, como sup(X) é um limitante superior do conjunto X, podemos considerar u = sup(X)
em (27), ou seja

sup(c - X) < c-sup(X). (28)
Por outro lado, notemos que

c-x <sup(c-X), (29)

<
T
c

dividindo-se (29) por ¢ > 0, obteremos: x < — -sup(c-X),

isto é, o nidmero real — - sup(c - X) é um limitante superior do conjunto X logo deveremos ter
c

1
sup(X) <  -suplc  X), (30)
multiplicando-se (30) por ¢ > 0, obteremos: c - sup(X) < sup(c - X)

que juntamente com (28), mostra a validade da identidade (23), completando a demonstragéo do item (a).

() [velor 1]

Lembremos que

O

X+Y={x+y;xeXeyeY}

Como os conjuntos X,Y sdo ndo vazios, existem x, € X e yo €Y.
Desta forma, pela definigdo do conjunto X+ Y, temos que x, +Yo € X+ Y, mostrando que o conjunto X+Y
é ndo vazio.



Por outro lado, como os conjuntos X,Y sfo limitados superiormente, podemos encontrar lx,ly € R, de
modo que

x <lx, paratodox € X (31)
e y<ly paratodox € X. (32)
Somando-se (31) e (32), obteremos: x+y <lx+1ly, paratodoxeXeyeY, (33)

mostrando que o niimero real lx + ly é um limitante superior do conjunto X + Y, ou seja, o conjunto X +Y é
limitado superiormente.

Logo, de um resultado conhecido, podemos concluir que existe o supremo do conjunto X + Y, ou seja,
sup(X+Y) e R.

Notemos também que, podemos sup(X) e sup(Y) sdo limitantes superiores dos conjuntos X e Y, respectiva-
mente, ou seja, podemos considerar lx = sup(X) e ly = sup(Y).

Em particular, de (33), segue que

x4+ y < sup(X) +sup(Y), paratodox e Xeyey,
(34)

isto é, o nimero real sup(X) + sup(Y) é um limitante superior do conjunto X + Y.
Portanto teremos

sup(X +Y) < sup(X) + sup(Y). (35)

Por outro lado, dado ¢ > 0, da definicdo de supremo, segue que existem x, € X e Yy, € Y, de modo que

sup(X) — % < Xo, (36)
sup(Y) = 5 <o (37)
€ €
Somando-se (36) e (37), segue que: (sup(X) — E) + (sup(Y) — i) <Xo+ Yo,

ou seja, sup(X)+sup(Y)—e<xo+Yo,
ou ainda, podemos encontar z, € X+ Y (na verdade, z, = X, + Yo ), de modo que
sup(X) +sup(Y) — e < zo,

mostrando que o niimero real sup(X) + sup(Y) nio pode ser limitante superior do conjunto X + Y.
Como sup(X +Y) é um limitante superior do conjunto X + Y, segue que

sup(X) +sup(Y) < sup(X+Y),

que juntamente com (35), implica na validade da identidade (24), completando a demonstragio do item (b). O

’ 7. Questao: (valor 1,5): ‘ Sejam X,Y C (0, 00) dois conjuntos nio vazios e limitados superiormente.
Mostre que o conjunto XY é limitado superiormente e vale

sup(X-Y) = sup(X) - sup(Y). (38)

Notemos que, do fato que X,Y C (0, 00) e limitados superiormente, segue que
sup(X), sup(Y) > 0. (39)

Lembremos que
X-Y={x-y;xeXeyeY}

Como os conjuntos X,Y sdo néo vazios, existem x, € X e yo € Y.



Desta forma, pela definigdo do conjunto X - Y, temos que X, - Yo € X+ Y, mostrando que o conjunto X-Y é
ndo vazio.

Por outro lado, como os conjuntos X,Y sfo limitados superiormente, podemos encontrar lx,ly € R, de
modo que

0<x<lx, paratodox € X (40)
e 0<y<ly paratodox e X. (41)
Multiplicando-se (40) e (41) (s8o sambos ndo negativos), obteremos:

0<x-y<lx-ly, paratodoxeXey€eYy, (42)

mostrando que o numero real lx - ly é um limitante superior do conjunto X - Y, ou seja, o conjunto X -Y é
limitado superiormente.
Em particular, de (42), segue que

x -y < sup(X)-sup(Y), paratodox e Xeyey,

(43)
isto é, o nimero real sup(X) - sup(Y) é um limitante superior do conjunto X - Y.
Portanto teremos
sup(X - Y) < sup(X) - sup(Y). (44)
Suponhamos, por absurdo, que
sup(X-Y) < sup(X) - sup(Y). (45)
Dado ¢ > 0, da definigdo de supremo, segue que existem x, € X e y. € Y, de modo que
sup(X) — e < x¢, (46)
sup(Y) —e <y (47)
Multiplicando-se (46) e (47), temos:
[sup(X) — €] - [sup(Y) — e] <xe - ye,
ow: sup(X)-sup(Y) — ¢ - [sup(X) +sup(Y)] + €2 < x¢ - ye , (48)
Por outro lado, para todo x € X e y € Y, teremos
(45)
x-y <sup(X-Y) < sup(X)-sup(Y).
Em particular, para cada € > 0 (com x, € X e Y. € Y com em (46) e (47), respectivamente) teremos:
xc Yo < sup(X) - sup(Y). (49)
Consideremos
. (39)
e = sup(X) +sup(Y) > 0 (50)
de (48), teriamos
sup(X) -sup(Y) —e - e+ €2 < x¢ - ye
ou seja, sup(X)-sup(Y) < xe-Ye. (51)

Logo,

(49) (51)
Xe +Ye < sup(X)-sup(Y) < x¢-ye,
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o que é um absurdo!
Portanto podemos concluir que

sup(X] - sup(Y) < sup(X-Y),

que juntamente com (44), implica na validade da identidade (38), completando a demonstragéo.

Considere a sequéncia de nimeros reais (an), ., dada por
a; =V2
e an=+24+an_1, parane{2,3,4,---}.
(a) mostre que a sequéncia (an)nN € convergente em R;

(b) encontre o valor do limite da sequéncia (an), .

@ [valor 1]

Para isto mostremos que a sequéncia numérica (a, )ney é limitada e mondtona.
Logo, de um resultado sabemos que ela serd convergente em R.

1. Mostremos que a seqiiéncia numérica (an )ney € limitada em R

Na verdade mostraremos que
0<an, <2, paratodo neN,

o que implicard, em particular, que ela é uma a seqiiéncia numérica limitada.

Para isso usaremos indugdo matematica, isto é, precisaremos mostrar que:

1.1 a propriedade (54) é vélida paran =1,

1.2 se a propriedade (54) for vélida para n = k — 1, ela também serd valida para n = k.

Notemos que vale 1.1, pois
0< g (5:2) \[2 <2.

Mostremos que vale 1.1.

De fato, se a propriedade for vélida para n =k — 1, isto é, se
O<ax1 < 2

teremos

0< ag

(53)
=" /24 ax_1
(55) e a fung&o rais quadrada ¢ estritamente crescente

< v2+2

mostrando que vale 1.2.

Assim segue da indugéo matematica, segue que vale (53), ou seja, a seqiiéncia numérica (an), .
em R.

2. Mostremos que a seqliéncia numérica (an)nen é mondtona crescente, ou seja,

an < an41, paratodom e N.

Para isso usaremos, novamnete, inducdo matematica, isto é, precisaremos mostrar que:

(54)

é limitada

(56)
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2.1 a propriedade (56) é valida para n =1;

2.2 se a propriedade (56) for valida para n = k — 1, ela também serd valida para n = k.

Notemos que vale 2.1, pois

a (522) \/Z

a funcéo rais quadrada é estritamente crescente

=42+ q

(53) com k=1
= az,

mostrando a validade 2.1.

Se a propriedade for vélida para n =k — 1, isto §é, se
ak—1 < Qg , (57)

teremos

ax (523) vV2+ akq

(57) e a fungdo rais quadrada é estritamente crescente
< V2+ ag

(53)
= Qak+1,

mostrando a validade de 2.2.
Assim segue da indug8o matemadtica, segue que vale (53), ou seja, a seqiiéncia numérica (a,) é
mondtona em R.

neN

Logo, de um resultado conhecido, que a seqiiéncia numérica (an )nen € convergente.

() velor 03]

Seja
l= lim a, € R. (58)
n—oo
Logo, teremos
1% lim a,
n—oo
@ fim 2+ an
n—oo

propriedades de limites que existem .
= /24 lim an_q
n—oo
(58)
2 2T,
ouseja, 12=2+1,

cujas solugdes sdo: l=—loul=2.
Notemos que a sequéncia numeérica (an)nen é estritamente crescente e
0<a;=v2,

donde podemos concluir que
0<l.
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Desta forma deveremos ter

1=2,

ouseja, lm a, =2,
n—oo

completando a resolugéo.

FIM



