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l.a PARTE
Dé, de modo preciso, as defini¢des de:

1. supremo de um subconjunto de R (juntamente com as propriedades que este subconjunto deve ter para
existir o mesmo);

2. infimo de um subconjunto de R (juntamente com as propriedades que este subconjunto deve ter para
existir o mesmo);

3. conjunto denso em R;
4. sequéncia limitada de ntmeros reais;
5. sequéncia convergente de niimeros reais;

6. sequéncia de Cauchy de nimeros reais;

’ De . (valor 0,25): ‘ Seja A C R, ndo vazio e limitado superiormente.

Definimos o supremo do conjunto A, indicado por sup(A), como sendo menor limitante superior do conjunto
A, ou seja,
sup(A) = min{u; a < u, para todo a € A}.

’ De B. (valor 0,25): ‘ Seja B C R, nio vazio e limitado inferiormente.

Definimos o infimo do conjunto B, indicado por inf(B), como sendo maior limitante inferior do conjunto A,
ou s€ja,
inf(B) = max{l; 1 < b, para todo b € B}.

’ De B. (valor 0,25): ‘ Diremos que um D C R é denso em R, se qualquer intervalo aberto de (a,b) C R temos

DnN(a,b)#0.

| De @. (valor 0,25): |
Dada uma sequéncia de numeros reais (a,)
M € (0, 00), de modo que

nen» diremos que ela € limitada em R , podemos encontrar

lan] <M paratodo neN.

’De H. (valor 0,25): ‘
Dada uma sequéncia de nimeros reais (an), .y,
¢ > 0, podemos encontrar n, € N, de modo que

diremos que ela é convergente (em R) para 1 € R, de dado

para n >n,, tenhamos |a, — 1 <e¢.

Neste caso denotaremos o nimero real 1, por lim a;,, ou seja,
n—oo

lim an, =1.
n—oo

| De B. (valor 0,25): ]




Diremos que uma sequéncia de nimeros reais (an) € uma sequéncia de Cauchy se dado ¢ > 0, , podemos

encontrar n, € N, de modo que

nenN

para n,m >mn,, tenhamos |a, —an|<c¢.

’ 2.% Questao: ‘ Em cada um dos itens abaixo, dizer se a afirmacdo é Verdadeira ou Falsa, justificando a res-

posta.
1. uma sequéncia de niimeros reais é limitada em R, entdo ela serd convergente.

2. se an —3 0 e a sequéncia (by) é limitada em R, entdo

nenN

an - by =30. (1)

3. se sequéncia (an) é convergente em R, entdo ela serd de Cauchy em R.

neN

4. se as sequéncias de nimeros reais (an), ., € (Cn) sdo convergentes e a sequéncia de ntimeros reais

(bn), .y satisfaz

neN

an <b, <cn, para neN,

entdo a sequéncia de nimeros reais (bn ), serd convergente em R.

’De m. (valor 0,25):
De fato, pois a sequéncia numeérica ((—1)™)

A afirmacdo 0. é Falsa.

~en € limitada, pois
[(—1)™" <1 pratodo neN,
mas nao é convergente pois a subsequéncia com indices pares
2n _
(=1 ew = (Dcn
é convergente para 1 e a subsequéncia com indices impares

(=121 = (1) s

é convergente para —1.

’ De . (valor 0,25): ‘ A afirmagédo O. é Verdadeira.
De fato, pois como a sequéncia numeérica (b, )ney € uma sequéncia numérica limitada, podemos encontrar
M > 0, tal que

[bn] <M, paratodo neN. (2)

Por outro lado, como a sequéncia numérica (a, )nen € uma sequéncia numérica convergente para zero, dado
e > 0, podemos encontrar n, € N, tal que

se M >mng
I3
teremos: la, — 0] < —,
— M
lan]
ou seja, lan|<e. (3)

Logo, dado dado ¢ > 0, se n > n,, teremos

|an bn - O‘ = |an| ‘bn‘

(ﬂ)z(ﬂ) € M
m <E,



mostrando que
lim (a,bn) =0,

n—oo

ou seja, a validade de (D).

’ De B. (valor 0,25): | A afirmagdo B. é Verdadeira.
De fato, se a sequéncia numérica (an)ney é convergente para a, entdo dado ¢ > 0, podemos encontrar

n, € N, de modo que

para TN >n,,

teremos |an, —al < <. (4)
Logo,

para n,m>ng, (5)
segue que
lan — am| =lan + (—a+a) — aml

=l(an —a) + (a—am)|
desigualdade triangular
lan —al +]a — anp|
——
=lam—al
de (B) e (@) teremos: ¢
<

€
= 2+§:5,

mostrando que a sequéncia numérica (a,)nen € uma sequéncia numérica de Cauchy, completando a demons-
tragdo.

’ De B. (valor 0,25): ‘ A afirmagédo B. é Falsa.

De fato, consideremos as sequéncias numéricas (a,)

wewr (bn), o € (cn), oy, dadas por

an =—1 ) (6)
bn = (_1)11) (7)
e cn=1 para neN. (8)
Notemos que
an — —1,

cn— 1,

e ap < bn < cn para neN,
~~ ~—~ ~—~
@ @ g @

mas a sequéncia (by) ndo é convergente (veja o item M. acima).

nenN

2.a PARTE
Dados a,b € R, tais

a<b, 9)

mostre que:



. mostre que existe n, € N, tal que

O<L<b—a. (10)

o
. utilizando o item (a), mostre que o intervalo
Mo a,n, b,
tem comprimento maior que 1;
. utilizando o item (b), mostre que podemos encontrar m, € Z, de modo que

Noa<my<mngb.

. utilizando o item (c), mostre que podemos encontrar um nimero racional, isto &, do tipo Mo , pertencente
o
ao intervalo (a,b), ou seja,
m
° ¢ (a,b).
Mo
. Seja
Qi{m;meZen€Z+}, (11)
n
isto &, o conjunto formado pelos ntimeros racionais.
Mostre que QQ é denso em R.
’De m. (valor 0,25): ‘
Sabemos que
lim — =0
n—oo N
Logo, da definicdo de limite, dado
. @
e=b—a>0, (12)

podemos encontrar n, € N, de modo que

para N >ng,

(=2)

1
tenhamos ‘—O‘<& ="b—a,

ouseja, 0<—<b—a.
n

Em particular, tomando-se n = n,, obtemos (), completando a demonstragdo do item M. .

’De . (valor 0,25): ‘

Notemos que, do item (a), temos:

1
0<—<b—a,
No

multiplicando-se a desigualdade por n, > 0, obteremos: 1 <n,b—n,a,

ou seja, o intevalo

Mo a,mo b] (13)



terd comprimento maior que 1, completando a demonstragdo do item O. .

| De @. (valor 0,25): ]

Como o intervalo (I3) tem comprimento maior que 1, podemos encontrar m, € Z, de modo que

me € (No a,mngyb)

ouseja, Moa<mgy<mnyb,

completando a demonstragio do item B. .

’De @. (valor 0,25): ‘
Do itens (a), (b) e (c) acima podemos concluir a existéncia de n, € N e m, € Z, de modo que

Nea<mg<mngb,

g . m
dividindo-se a desigualdade por n, > 0, obteremos: a < — < b,
No

.om
ou seja, no € (a,b),
(0]

completando a demonstragio do item . .

’De B. (valor 0,5): ‘
Consideremos (a,b) C R um intervalo aberto de R.

Do item (d) acima, podemos encontrar n, € N e m, € Z, de modo que

Mo ¢ (a,b),
Mo

ou seja, o conjunto D, dado por ([), é denso em R, completando a demonstragdo do item B. .

O
’4.“ Questao: (valor 2,0): |Sejam X,Y C R dois conjuntos ndo vazios e limitados superiormente e ¢ > 0.
Mostre que: o conjunto c - X admite supremo e vale
sup(c - X) =c-sup(X). (14)
Lembremos que
c-X={c-x;xeX}. (15)
Como o conjunto X é nao vazio, existe
Xo € X.
Desta forma
C-Xo €C-X,
mostrando que c - X é ndo vazio.
Por outro lado, como X é limitado superiormente, podemos encontrar u € R, de modo que
x <u para todo x € X. (16)
Multiplicando-se (H) por ¢ > 0, obteremos: c-x < c-u para todo x € X. 17)

Desta forma se
yec-X,



da definigdo do conjunto ¢ - X (veja (IA)), teremos que

Yy =c-x paraalgum x € X,

(z2)
logo y=c-x < c-u,

(18)

ou seja, o nimero real ¢ - u é um limitante superior do conjunto c - X, assim o conjunto ¢ - X é limitado

superiormente.

Logo, de um resultado conhecido, podemos concluir que existe o supremo do conjunto c - X, ou seja,

sup(c- X) € R.

Notemos também que, como sup(X) é um limitante superior do conjunto X, podemos considerar

u = sup(X)

em ([3), ou seja, teremos

sup(c - X) < ¢ -sup(X). (19)
Por outro lado, notemos que
c-x <sup(c-X), (20)
1
dividindo-se (EO) por ¢ > 0, obteremos: x < — -sup(c- X),
c
isto é, o nlimero real . sup(c - X) é um limitante superior do conjunto X.
Como sup(X) é o menor limitante superior de conjunto X, deveremos ter
1
sup(X) < . sup(c - X), (21)
multiplicando-se (E1) por ¢ > 0, obteremos: ¢ - sup(X) < sup(c - X)
que juntamente com (), mostra a validade da identidade (Id), completando a demonstragio.
]
5. Questao: (valor 2,5): ‘
Sejam X,Y C R dois conjuntos nao vazios e limitados inferiormente.
Mostre que: o conjunto X + Y admite infimo e vale
inf(X+Y) =inf(X) + inf(Y) . (22)
Lembremos que
X+Y={x+y;xeXeyeY} (23)

Como os conjuntos X,Y sdo ndo vazios, existem
X0 €X e Yo €Y.
Desta forma, pela definigdo do conjunto X + Y (veja (E3)), temos que
(xo +Yo) €X+Y,

mostrando que o conjunto X + Y é ndo vazio.



Por outro lado, como os conjuntos X, Y sdo limitados inferiormente, podemos encontrar lx,ly € R, de modo
que

lx <x, paratodox € X (24)
e ly <y para todo x € X. (25)
Somando-se (E4) e (EH), obteremos: lx +ly <x+y, paratodoxeXeyeY, (26)

mostrando que o nimero real lx + ly é um limitante inferior do conjunto X + Y, ou seja, o conjunto X +Y é
limitado inferiormente.
Logo, de um resultado conhecido, podemos concluir que existe o infimo do conjunto X + Y, ou seja,

inf(X+Y) €R.

Notemos também que, podemos inf(X) e inf(Y) sdo limitantes inferiores dos conjuntos X e Y, respectivamente,
ou seja, podemos considerar
Ix =inf(X) e Lly =inf(Y).

Em particular, de (EH), segue que

inf(X) +inf(Y) <x+vy, paratodoxe Xeyey,

(27)
isto é,
(i) o namero real inf(X) + inf(Y) é um limitante inferior do conjunto X + Y.
Mostremos agora que
inf(X) + inf(Y)
€ o menor namero real com a propriedade (i) acima.
De fato, dado ¢ > 0, da definicdo de infimo, segue que existem x, € X e yo € Y, de modo que
Xo < inf(X)+ 3, (28)
Yo < inf(Y) + % (29)

Somando-se (E8) e (EU), segue que: Xo + Yo < (inf(X) + %) + (inf(Y) + %) ,
ou seja, Xo + Yo < [Anf(X) +inf(Y)] + ¢,
ou ainda, podemos encontar z, € X+ Y (na verdade, z, = X, + Yo), de modo que

zo < [inf(X) +inf(Y)] + ¢,

mostrando que o namero real [inf(X) + inf(Y)] + ¢ ndo é ser limitante inferior do conjunto X + Y, ou seja,
inf(X) + inf(Y) é o maior limitante inferior do conjunto X + Y, ou seja,

inf(X +Y) = inf(X) + inf(Y),

mostrando a validade de (E2), completando a demonstragdo.

6.9 Questao:
Sejam (an), .y € (bn), .y sequéncias convergentes de niimeros reais, para a e b, respectivamente e ¢ # 0.
Utilizando a definicdo de convergéncia de sequéncias, (ou seja, limites) mostre que

1. a sequéncia (c- an), ., é convergente em R, para c - q;

2. a sequéncia (a, + by) é convergente em R para a+ b

nenN



’Do item M. (valor 1,5): ‘
Como

lim a, =a,
n—oo

dado ¢ > 0, podemos encontrar ny, n, € N, de modo que

se " >mn,, teremos: |a,—al< % . (30)
(31)
Logo
n>ne, (32)
segue que

= £ s
mostrando que lim (ca,) = ca ou, equivalentemente,
n—oo

lim (a, +bn) =ca,
n—oo

completando a demostragao.

’Do item B. (valor 1,5): ‘
Como

lim a, =a e lim b, =),
n—oo n—oo

dado ¢ > 0, podemos encontrar n;, n, € N, de modo que

se n>ng; temos |a,—al< = (33)
e
se n>n, temos |b,—Db|l< % (34)
Logo, tomando-se

N, = max{n;,nz}, (35)

temos para
n>n,, (36)

segue que

l(an +bn) —(a+b)[=l(an —a) + (bn — )|
<lan —a|+ by —b|
@ @) (=) (=m)
n>n, >njyen >mn, > ny, logo valem (E3) e (EA)]
< +

£4E
22

:E’

mostrando que lim (a, + b,) = a+ b ou, equivalentemente,
n—oo

lim (a, +bn)=a+b,

n—oo

completando a demostracao.



