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Prof. Wagner - 20 de setembro de 2019

1.* Questao: (valor 3.0):‘ Determine os valores da constante k € R, para que o sistema linear
abaixo

x+y+kz=2
3x+4y+2z=k (1)
2x+3y—z=1

tenha:
1. solug8o tnica;
2. mais de uma solugio;

3. nenhuma solugio.

Notemos que a matriz aumentada associada ao sistema linear (1) é dada por:

11 k 2
(Ab)=13 4 2 k (2)
2 3 -1 1
onde
1 1 k
A=13 4 2 (3)
2 3 -1
2
e b=1[k (4)
1
Do item 1. :

Por um resultado (veja Teorema 3.7.1, pigina 86 das notas) temos que o sistema linear ndo ho-
mogéneo (1), adimitra tnica solugdo se, e somente se, a matriz A for inversivel, ou seja, det(A) # 0.
Logo, deveremos ter

0 # det(A)
11
=3 4
2 3 -1
=—44+4+9k—8k—6+3
=k—3,
ou seja, k#3.

k
2

—
~—

Portanto sistema linear ndo homogéneo (1), adimitrd inica solugéo se, e somente se,

k+£3.



Do item 2. :
Do item a) acima deveremos ter
k=3,

pois, caso contrério o sistema linear ndo homogéneo (1) admitird Winica solugdo, logo serd consistente.
Por um resultado (veja Teorema 3.5.2, pagina 75 das notas) temos que o sistema linear ndo ho-
mogéneo (1), serd consistente se, e somente se,

rank(A b) = rank(A).
Como consequéncia o o sistema linear ndo homogéneo (1), serd consistente se, e somente se,
rank(A b) # rank(A).

Encontremos a forma escalonada reduzida por linhas associada a matriz aumentada (A b).
Para tanto notemos que

(1132
Ab) D=3 4 2 3
2 3 —1 1
o] T 1 3 2
.(1—N>( .a 3 4 2 3
01 -7 =3
. T 1 3 2
.(lfNX .a O _] _7 _3
o1 —7 =3
o 1T 0 =10 5
o1 =7 =3
o1 -7 =3
v 10 -8 1
o1 -7 -3 (5)
00 0 0
Notemos que, de (5), segue também que
1 0 -8
A~l0 1 -7 (6)
00 0
Logo,
rank(A b) ©) 2
) rank(A), (7

mostrando que o sistema linear ndo homogéneo (1) serd sempre consistente.
Portanto do fato acima e do item a), segue que se

k=3

o sistema linear ndo homogéneo (1) admitird mais de uma solugio.



Do item3. :
Dos itens a) e b) acima, segue que ndo existe k € R, de modo que o sistema linear ndo homogéneo
(1) n8o admite solugéo.

’2.“ Questao: (valor 3,0): ‘ Seja A € M;,,(R). Mostre que as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

1. A é uma matriz ndo singular (ou seja, inversivel);

2. posto da matriz A é igual a n, ou seja,
rank(A) =n; (8)
3. A~1,, isto é,
AR = Ina (9)

onde a matriz Ag é a FERL associada a matriz A.

Mostremos que se 1. ocorre, entao 2. ocorrera:
Se a matriz A € M;, é uma matriz ndo singular e u € M,;; é uma solugéo de

A-u:On1, (10)

entdfo u=A"-On =Omn,

isto é, a tnica solugdo da equagdo matricial (10) é a solugdo trivial u = Oy;.

Logo de um resultado (veja o Coroldrio 3.4.1 da pdgina 83 das notas), segue que o posto da matriz
A dever ser igual a n, mostrando a validade de 2. .
Mostremos que se 2. ocorre, entao 3. ocorrera:

Se vale (8), ou seja, se o posto da matriz A é igual a n entdo, pela definicdo de posto de uma
matriz, segue que néo existem linhas nulas na matriz Ag (a FERL associada a matriz A).

Além disso, cada linha de Agr € M,,, tem coeficiente lider 1 e zero nas outras posi¢des da coluna,
isto é,

AR:ITL>

mostrando a validade de 3. .
Mostremos que se 3. ocorre, entao 1. ocorrera:
Se vale (9), ou seja,

AR:ITL>

entdo, como A ~ Ag, da defini¢do de ~, podemos encontrar uma matriz quadrada P € M,,, néo singular,
tal que
LL,=Ag=P-A.

Portanto a matriz A é uma matriz néo singular e
Al=p, (11)

completando a demonstragdo do item 1. .

‘3.“ Questao: (valor 1,5):‘ A diferenga entre dois nimeros reais € 14 e o triplo do maior deles é
igual ao quadruplo do menor. Determine o valor dos dois niimeros reais.




Sejam x,y € R os ntimeros procurados, de modo que

y<x.
Logo, eles devem satisfazer:
x—y=14
3x =4y
) x—y=14
ou seja,
3x—4y=0
: « c . X =56
cuja solugédo serd (exercicio): ,
y =42

(12)

completando a resolugéo.

4.% Questao: (valor 1.0):‘ Em cada um dos itens abaixo, diga se a afirmagdo é Verdadeira ou

Falsa, justificando sua resposta.

1. ( ) Suponhamos que um sistema linear seja consistente (ou seja, admita solugéo) e a matriz

1 2 3 4
2 4 6 6 (13)
11 -1 2

estd associada ao sistema linear .

Entdo a matriz acima é a matriz aumentada do sistema linear.

2. () A matriz
1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
A=111 12 13 14 15 (14)
12 14 16 18 20
21 22 23 24 25
nio é inversivel.
3. () O sistema linear homé&geneo
X1 +2x2+3x3=0
(15)

4x14+%x+8x3=0
—X1 —2X2—3X3 =0

admite solugdo ndo trivial.



Do item 1. :

A afirmacéo é falsa.

Pois se a matriz (13) fosse a matriz aumentada de um sistema linear este deveria ser ndo homogéneo,
ou seja,

12 3 4
(Ab)=12 4 6 6], (16)
11 -1 2
1 2 3
onde A=1|2 4 6|, (17)
11 -1
4
e b=|6 (18)
2
Notemos que
» 12 3 4 a1 1 2 3 st 1 2 3 4
A @ (24 6 6| %[00 0o 2] |0 0 0o -2
11 -1 2 11 -1 2 0o -1 —4 =2
1 2 3 4 ; 1 2 3 4 12 3 4
troque a 2.a com a 3.a (—j)X3~0 (=1)x2.a
~ o -1 —4 =2 ~ 0o -1 —4 =2 ~ 01 4 2
O 0 0 -2 0O 0 0 1 00 01
a3 12 3 0 S 123 0 ) 10 =5 0
TN o 1 4 2| o1 4 o R (o1 4 2 (19)
0 0 01 00 01 00 0 1
Notemos que, da situacdo acima segue que
. 1 2 3 (19) 1 0 -5
AP 24 6| (01 4 (20)
1T 1 -1 00 0

Portanto

rank(A b) (1) 3

e rank(A) (20) 2.

Logo, de um resultado (veja o Teorema 3.5.2, da pédgina 75 das notas), segue que a equagéo
matricial ndo homogénea A - x = b néo serd consistente, ou ainda, o sistema linear ndo homogéneo
associado néo sera consistente, contrariando a hipétese.

Portanto o a matriz dada (13) ndo é matriz aumentada associada a um sistema linear ndo ho-
mogéneo.

Do item 2. :



A afirmacdo é verdadeira, pois

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

(14) 6 7 8 9 10 e avra 6 7 8 9 10
A=111 12 13 14 15 ~ 11 12 13 14 15]. (21)

12 14 16 18 20 0o 0 0 0 0

21 22 23 24 25 21 22 23 24 25

Como a matriz (21) tem uma linha inteira nula, seu determinate serd igual a zero, em particular,
det(A) =0.

Logo, por um resultado (veja Teorema 3.7.1, da pagina 86 das notas), segue que a matriz A ndo
serd inversivel.
Do item 3. :

A afirmagdo é verdadeira.

Notemos que a matriz dos coeficientes do sistema linear homogéneo (15) é dada por:

1 2 3
A= 4 1 8 (22)
-1 -2 -3
Como
23 3
A& 1 8
-1 -2 -3
1 2 3
3.021.(1 41 8
0 00
segle que
det(A) =0

portanto de uma resultado (veja Teorema 3.7.1, da pédgina 86 das notas), segue que o sistema linear
homogéneo possui solugdes nédo triviais.

‘5.“ Questao: (valor 2,0) ‘ Seja

2 3 4 5
A=[=1 1 211 1. (23)
4 3 2 1

1. encontre a forma escalonada reduzida por linhas associada a matriz A;

2. se a matriz A é a matriz aumentada associada a um sistema linear ndo homogéneo, encontre o
conjunto solugdo associado ao mesmo.

Do item 1. :



Notemos que

’s 2 3 5 123 405 1 2 3 4 5
A o e lo3 25 4|20 3 2 5 4
5 4 3 2 1 54 3 2 1 0 -6 —12 —18 -—-24
12 3 4 5 T 123 45 123 45
eiza oy 3 2 5 4 | 20325 4|*E (030 3 0
0 0 -8 -8 —16 0011 2 00112
120 1 —1 g 1201 —1 10 0 —1 —1
tedalo 303 o|*="(o1 01 o " &*o10 1 o],
o011 2 o011 2 oo1 1 2
logo esta serd a forma escalonada reduzida por linhas associada a matriz A, ou seja,
100 =1 -1
AR=10 1T 0 1 0 (24)
o0 1 1 2

Do item 2. :
Logo sistema linear ndo homogéneo (23) é equivalente ao sistema linear ndo homogéneo associado
a matriz (24), isto é,

T %x4+0-%+0-x3+(—1)-x4 =—1
O0-x14+1T-%x+0-x3+1-x4=0
0 x1+0-x+1-x3+1-x4=2
X1 —x4 = —1
ou seja, X)+x4 =0
X3+x4=2
X1 =—14+%x4
ou ainda X2 = —X4 , (25)
X3:2—X4

para cada x4 € R.
Portanto de (25), segue que, o conjunto solugdo ao sistema linear ndo homogéneo associado a
matriz (23) serd dada por

S = {(—1 +X4,—X4,2—%4,%4) € R*: para x4 GR} .

FIM



