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Gabarito da 2.a Prova de PMA5633 - Introdução à Álgebra Linear

Prof. Wagner - 6 de dezembro de 2019

1.a Questão: (valor 3.0): Sejam (U ,+ , ·) e (V ,+ , ·) espa�cos vetoriais reais (ou complexos) e

T : U→ V uma transforma�c~ao linear.

Suponhamos que

dim(U) = n <∞ . (1)

Mostre que: dim(U) = dim[N (T)] + dim[T(U)] . (2)

Resolução:

Do Corol�ario 1.2.5.2 (p�agina 322 das notas de aula), temos que

N (T)

�e subespa�co vetorial de (U ,+ , ·) .

Al�em disso, como dim(U) = n <∞ ,
segue, do Corol�acio 9.2.1 (p�agina 228 das notas de aula) que p

.
= dim[N (T)] ≤ n <∞ . (3)

Consideremos primeiramente o caso

p = 0 ,

isto �e, N (T) = {O} . (4)

Como, por hip�otese,

dim(U) = n <∞ ,
segue que podemos encontrar um conjunto de vetores

B .
= {u1 , u2 , · · · , un} (5)

que �e uma base (ordenada) de (U ,+ , ·).
A�rmamos que o conjunto

C .= {T(u1) , T(u2) , · · · , T(un)} (6)

formam uma base (ordenada) do subespa�co vetorial T(U) (veja o item 1. da Proposi�c~ao 12.5.2, da

p�agina 321 das notas de aula), do espa�co vetorial real (ou complexo) (V ,+ , ·).
De fato, se w ∈ T(U), da De�ni�c~ao de T(U) (veja o item 1. da De�ni�c~ao 12.5.1, da p�agina 319 das

notas de aula), podemos encontrar

u ∈ U ,
de modo que T(u) = w . (7)

Como o conjunto B �e uma base (ordenada) de (U ,+ , ·), segue que podemos encontrar escalares

α1 , α2 , · · · , αn ∈ R (ou C) ,
tais que u = α1 · u1 + α2 · u2 + · · ·+ αn · un . (8)
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Logo

w = T(u)

(8)
= T(α1 · u1 + α2 · u2 + · · ·+ αn · un)
T �e transforma�c~ao linear e temos (??)

= α1 · T(u1) + α2 · T(u2) + · · ·+ αn · T(un) ,
ou seja, w ∈ [T(u1) , T(u2) , · · · , T(un)] ,

ou ainda, T(U) = [T(u1) , T(u2) , · · · , T(un)] .

Portanto o conjunto de vetores C, dado por (6), gera o subespa�co vetorial (T(U) ,+ , ·).
Mostremos que o conjunto de vetores C, dado por (6), �e L.I. em (V ,+ , ·).
Para isto, notemos que,

se α1 , α2 , · · · , αn ∈ R (ou C) ,
s~ao tais que

O = α1 · T(u1) + α2 · T(u2) + · · ·+ αn · T(un)
T �e transforma�c~ao linear e temos (??)

= T(α1 · u1 + α2 · u2 ++ · · ·+ αn · un) ,

teremos: (α1 · u1 + α2 · u2 + · · ·+ αn · un) ∈ N (T)
(4)
= {O},

isto �e, α1 · v1 + · · ·+ αn · vn = O .

Como o conjunto de vetores

B = {u1 , u2 , · · · , un}

�e L.I. em (U ,+ , ·) (pois, de (5), �e uma base (ordenada) de (U ,+ , ·)), segue que

α1 = α2 = · · · = αn = 0,

mostrando que o conjunto de vetores

C = {T(u1) , T(u2) , · · · , T(un)}

�e L.I. em (V ,+ , ·).
Portanto o conjunto de vetores C, dado por (6), gera e �e L.I. em (T(U) ,+ , ·), logo ser�a uma base

(ordenada) para o espa�co vetorial real (ou complexo) (T(U) ,+ , ·).
Em particular, teremos

dim[T(U)] = n . (9)

Logo podemos concluir que

dim(U)
(1)
= n

= 0︸︷︷︸
(4)
= dim[N (T)]

+ n︸︷︷︸
(9)
= dim[T(U)]

= dim[N (T)] + dim[T(U)] ,

ou seja, vale a identidade (2), quando

dim[N (T)] = 0 .

Tratemos agora do caso

p = dim[N (T)] ≥ 1 . (10)
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Seja

B1
.
= {u1 , u2 , · · · , up} (11)

uma base (ordenada) de (N (T) ,+ , ·).
Pelo Teorema do completamento (isto �e, Teorema 9.4.1, da p�agina 233 das notas de aula), segue

que podemos encontrar q ∈ N, vetores

w1 , w2 , · · · , wq ∈ U

tais que o conjunto de vetores

C .= {u1 , u2 , · · · , up , w1 , w2 , · · · , wq} (12)

�e uma base (ordenada) de (U ,+ , ·).
Desta forma teremos que

dim(U) = p+ q . (13)

Como

dim[N (T)] = p ,

para obtermos a identidade (2), resta mostrar que

dim[T(U)] = q . (14)

Para isto, mostraremos que o conjunto de vetores

D .
= {T(w1) , T(w2) , · · · , T(wq)} , (15)

�e uma base (ordenada) de (T(U) ,+ , ·).
A�rmamos, primeiramente, que o conjunto de vetores D �e L.I. em (V ,+ , ·).
De fato,

se α1 , α2 , · · · , αq ∈ R (ou C) ,
s~ao tais que

O = α1 · T(w1) + α2 · T(w2) + · · ·+ αq · T(wq)
T �e transforma�c~ao linear e temos (??)

= T(α1 ·w1 + · · ·+ αq ·wq)
isto �e, teremos: (α1 ·w1 + · · ·+ αq ·wq) ∈ N (T) .

Como o conjunto o conjunto de vetores B, dado por (11), �e uma base (ordenada) de (N (T) ,+ , ·),
segue que podemos encontrar escalares

β1 , β2 , · · · , βp ∈ R (ou C) ,
de modo que α1 ·w1 + α2 ·w2 + · · ·+ αq ·wq = β1 · u1 + β2 · u2 + · · ·+ βp · up ,

isto �e, α1 ·w1 + α2 ·w2 + · · ·+ αq ·wq − β1 · u1 − β2 · u2 − · · ·− βp · up = O .

Como o conjunto de vetores C formam uma base (ordenada) de (U ,+ , ·) (veja (12)), segue que o

conjunto C ser�a L.I. em (U ,+ , ·).
Portanto, deveremos ter

α1 = α2 = · · · = αq = β1 = β2 = · · · = βp = 0 ,
em particular, α1 = · · · = αq = 0 ,
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o que mostra que o conjunto de vetores

D = {T(w1) , T(w2) , · · · , T(wq)}

�e L.I. em (V ,+ , ·).
Mostremos que o conjunto de vetores D, gera o espa�co vetorial real (ou complexo) (T(U),+, ·).
Notemos que,

se v ∈ T(U) ,
podemos encontrar, u ∈ U ,

tal que T(u) = v . (16)

Como o conjunto de vetores

C = {u1 , u2 , · · · , up , w1 , w2 , · · · , wq}

�e uma base (ordenada) de (U ,+ , ·) (veja (12)), podemos encontrar escalares

α1 , α2 , · · · , αp , β1 , β2 , · · · , βp ∈ R ou (C) ,
de modo que u = α1 · u1 + · · ·+ αp · up + β1 ·w1 + · · ·+ βq ·wq , (17)

com isto teremos:

v
(16)
= T(u)

(17)
= T(α1 · u1 + · · ·+ αp · up + β1 ·w1 + · · ·+ βq ·wq)
T �e transforma�c~ao linear e

= α1 · T(u1)︸ ︷︷ ︸
u1

(11)
∈ N (T)
= O

+ · · ·+ αp · T(up)︸ ︷︷ ︸
up

(11)
∈ N (T)
= O

+β1 · T(w1) + · · ·+ βq · T(wq)

= β1 · T(w1) + · · ·+ βq · T(wq) .

Logo

v ∈ [T(w1), · · · , T(wq)] ,
ou seja, T(U) = [T(w1), · · · , T(wq)] ,

ou ainda, o conjunto de vetores

D = {T(w1), · · · , T(wq)}

gera o espa�co vetorial real (ou complexo) (T(U) ,+ , ·).
Assim, o conjunto de vetores D, dado por (15), �e uma base (ordenada) de (T(U) ,+ , ·).
Em particular, teremos

dim[T(U)] = q . (18)

Portanto, teremos

dim(U)
(13)
= p︸︷︷︸

(10)
= dim[N (T)]

+ q︸︷︷︸
(18)
= dim[T(U)]

= dim[N (T)] + dim[T(U)] ,

mostrando a validade de (2) e completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

2.a Questão: (valor 1.5): Seja (U ,+ , ·) um espa�co vetorial real (ou complexo). Mostre que:
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1. se λ ∈ R (ou C), teremos:

λ ·O = O ; (19)

2. se λ ∈ R (ou C) e u ∈ U, teremos:

λ · (−u) = −(λ · u) = (−λ) · u ; (20)

3. se u1 , · · · , un ∈ U s~ao L.I. e v , u1 , · · · , un ∈ U s~ao L.D. em (U ,+ , ·), ent~ao, podemos encontrar

α1 , · · · , αn ∈ R (ou C),
de modo que v = α1 · u1 + · · ·+ αn · un . (21)

Resolução:

Do item 1. (valor 0.5) :

Pela de�ni�c~ao de espa�co vetorial real (ou complexo), temos que

λ ·O O �e o elemento neutro da adi�c~ao de vetores
= λ · (O+O)

distribuitiva da multiplica�c~ao por escalar pela adi�c~ao de vetores
= λ ·O+ λ ·O . (22)

Desta forma teremos:

O
de�ni�c~ao de oposto de um vetor

= λ ·O+ [−(λ ·O)]
(22)
= (λ ·O+ λ ·O) + [−(λ ·O)]
associativa da adi�c~ao de vetores

= λ ·O+ {λ ·O+ [−(λ ·O)]}
de�ni�c~ao de oposto de um vetor

= λ ·O+O

O �e o elemento neutro da adi�c~ao de vetores
= λ ·O ,

isto �e, λ ·O = O ,

completando a demonstra�c~ao do item 1. .

�
Do item 2. (valor 0.5):

Temos que

λ · u+ (−λ) · u distributiva da multiplica�c~ao de escalar pela adi�c~ao de vetores
= [λ+ (−λ)] · u

propriedade de n�umeros reais
= 0 · u

item 2.
= O . (23)

Logo, de (23) e da unicidade da existência do elemento oposto, segue que

(−λ) · u = −(λ · u) .

Analogamente, notemos que:

λ · u+ λ · (−u) distributiva da multiplica�c~ao de escalar pela adi�c~ao de vetores
= λ · [u+ (−u)]

de�ni�c~ao de vetor oposto
= λ ·O

(19)
= O . (24)
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Logo, de (24) e da unicidade da existência do elemento oposto, segue que

λ · (−u) = −(λ · u) ,

completando a demonstra�c~ao do item 2. .

�
Do item 3. (valor 0.5):

Notemos que, como os vetores

v , u1 , u2 , · · · , un ,

s~ao L.D. no espa�co vetorial real (ou complexo) (V ,+ , ·), pela de�ni�c~ao de L.D., podemos encontrar

escalares

β ,β1 , β2 , · · · , βn+1 , não todos nulos , (25)

tais que β · v+ β1 · u1 + β2 · u2 + · · ·+ βn · un = O . (26)

A�rmamos que

β 6= 0 .

Suponhamos, por absurdo, que

β = 0 . (27)

A express~ao (26) tornar-se-�a:

β1 · u1 + β2 · u2 + · · ·+ βn · un = 0.

Como, por hip�otese, os vetores

u1 , u2 , · · · , un

s~ao L.I. no espa�co vetorial real (ou complexo) (V ,+ , ·), pela De�ni�c~ao de L.I., dever��amos, necessaria-

mente, ter

β1 = · · · = βn = 0 , (28)

que juntamente com (27), implicaria em: β = β1 = · · · = βn = 0 ,

o que contrariaria (25).

Portanto deveremos ter

β 6= 0 .

Com isto, (26) ser�a equivalente a

−β · v = β1 · u1 + · · ·+ βn · un ,

e com β 6= 0, teremos: v =
β1
−β
· u1 + · · ·+

βn

−β
· un ,

ou seja, o vetor v pode ser obtido como combina�c~ao linear dos vetores

u1 , u2 , · · · , un ,

completando a demonstra�c~ao do item 3. .

�
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3.a Questão: (valor 2.0): Consideremos o espa�co vetorial real
(
R4 ,+ , ·

)
, munido das opera�c~oes

usuais e os seguintes subconjunto do mesmo:

U
.
=
{
(x , y , z , t) ∈ R4 ; x− y+ t+ z = 0

}
(29)

e W
.
=
{
(x , y , z , t) ∈ R4 ; x+ y− t+ z = 0

}
. (30)

Pede-se:

1. mostre que o subconjunto U �e um subespa�co vetorial de
(
R4 ,+ , ·

)
;

2. encontre uma base para cada um dos subespa�cos vetoriais de
(
R4 ,+ , ·

)
abaixo:

(a) U ;

(b) W ;

(c) U ∩W;

(d) U+W

3. encontre as dimens~oes de cada um dos subespa�cos vetoriais de
(
R4 ,+ , ·

)
abaixo:

(a) U ;

(b) W ;

(c) U ∩W;

(d) U+W.

(e) R4 = U⊕W ? justi�que sua resposta.

Resolução:

Do item 1. (valor 0.5):

Notemos que,

O
.
= ( 0︸︷︷︸

.
=x

, 0︸︷︷︸
.
=y

, 0︸︷︷︸
.
=z

, 0︸︷︷︸
.
=t

) ∈ U , (31)

pois

x− y+ z+ t
(31)
= 0− 0+ 0+ 0

= 0 .

Observemos tamb�em que, se

u1
.
= (x1 , y1 , z1 , t1) ∈ U , (32)

e u2
.
= (x2 , y2 , z2 , t2) ∈ U , (33)

de (29), segue que x1 − y1 + z1 + t1 = 0 (34)

e x2 − y2 + z2 + t2 = 0 . (35)

Para λ ∈ R, teremos

λ · u1
(32)
= λ · (x1 , y1 , z1 , t1)
= (λ x1 , λ y1 , λ z1 , λ t1) . (36)

assim

λ · u1 + u2
(36) e (33)

= ( (λ x1 + x2)︸ ︷︷ ︸
.
=x

, (λy1 + y2)︸ ︷︷ ︸
.
=y

, (λ z1 + z2)︸ ︷︷ ︸
.
=z

, (λ t1 + t2)︸ ︷︷ ︸
.
=t

) . (37)
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Logo

x− y+ z+ t
(37)
= (λ x1 + x2) − (λy1 + y2) + (λ z1 + z2) + (λ t1 + t2)

propriedade de + e · em R
= λ (x1 − y1 + z1 + t1︸ ︷︷ ︸

(36)
= 0

) + (x2 − y2 + z2 + t2︸ ︷︷ ︸
(35)
= 0

)

= 0 ,

que, de (29), nos garante que (λ · u1 + u2) ∈ U ,

mostrando que o subconjunto U �e um subespa�co vetorial de
(
R4 ,+ , ·

)
, completando a demonstra�c~ao

do item 1. .

�
Do item 2.:

Como conjuntos U e W s~ao subespa�cos vetoriais de
(
R4 ,+ , ·

)
. segue que os conjuntos U ∩W e

U+W tamb�em ser~ao subespa�cos vetoriais de
(
R4 ,+ , ·

)
.

Encontremos bases (ordenadas) para cada um dos subespa�cos vetoriais acima:

Do item 2a. (valor 0.25):

Para o subespa�co vetorial U:

Notemos que

u
.
= (x , y , z , t) ∈ U ,

se, e somente, de (29): x− y+ t+ z = 0

ou, equivalentemente, y = x+ z+ t . (38)

Portanto,

u
.
= (x , y , z , t) ∈ U ,

�e equivalente �a:

u = (x , y , z , t)

= (x , y︸︷︷︸
(42)
= x+z+t

, z , t)

= (x , x+ z+ t , z , t)

= (x , x , 0 , 0) + (0 , z , z , 0) + (0 , t , 0 , t)

= x · (1 , 1 , 0 , 0)︸ ︷︷ ︸
.
=u1

+z · (0 , 1 , 1 , 0)︸ ︷︷ ︸
.
=u2

+t · (0 , 1 , 0 , 1)︸ ︷︷ ︸
.
=u3

, (39)

ou seja, o vetor u ∈ U, pode ser escrito como combina�c~ao linear dos vetores

u1 , u2 , u3 ,

os escalares ser~ao os n�umeros reais x , z , t ∈ R, respectivamente.

Portanto, de (39), teremos:

U = [u1 , u2 , u3]

= [(1 , 1 , 0 , 0) , (0 , 1 , 1 , 0) , (0 , 1 , 0 , 1)] . (40)
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Logo, de (40), o conjunto

SU
.
= {u1 , u2 , u3}

= {(1 , 1 , 0 , 0) , (0 , 1 , 1 , 0) , (0 , 1 , 0 , 1)} , (41)

�e formado por geradores do subsepa�co vetorial U, mostrando que o subsepa�co vetorial U �e �nitamente

gerado.

Notemos que o conjunto SU, dado por (41), �e L.I. em
(
R4 ,+ , ·

)
.

De fato, pois

O = α1 · u1 + α2 · u2 + α3 · u3 ,
ou seja,

(0 , 0 , 0 , 0) = α1 · (1 , 1 , 0 , 0) + α2 · (0 , 1 , 1 , 0) + α3 · (0 , 1 , 0 , 1)
= (α1 , α1 + α2 + α3 , α2 , α3) ,

isto �e,


α1 = 0

α1 + α2 + α3 = 0

α2 = 0

α3 = 0

,

cuja �unica solu�c~ao ser�a: α1 = α2 = α = 3 = 0 ,

mostrando que o conjunto SU �e L.I. em
(
R4 ,+ , ·

)
.

Portanto o conjunto SU, dado por (41), gera o subespa�co vetorial U e �e L.I., ou seja, ser�a uma base

do mesmo, completando a resolu�c~ao do item 2a. .

�
Do item 2b. (valor 0.25):

Notemos que se

w
.
= (x , y , z , t) ∈W ,

se, e somente se, de (30): x+ y− t+ z = 0

ou, equivalentemente, t = x+ y+ z . (42)

Portanto,

w = (x , y , z , t) ∈W ,

�e equivalente �a:

w = (x , y , z , t)

= (x , y , z , t︸︷︷︸
(42)
= x+y+z

)

= (x , y , z , x+ y+ z)

= (x , 0 , 0 , x) + (0 , y , 0 , y) + (0 , 0 , z , z)

= x · (1 , 0 , 0 , 1)︸ ︷︷ ︸
.
=w1

+y · (0 , 1 , 0 , 1)︸ ︷︷ ︸
.
=w2

+z · (0 , 0 , 1 , 1)︸ ︷︷ ︸
.
=w3

, (43)

ou seja, o vetor u ∈ U, pode ser escrito como combina�c~ao linear dos vetores

w1 , w2 , w3 ,
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onde os escalares ser~ao x , y , z ∈ R, respectivamente.

Portanto, de (43), teremos:

W = [w1 , w2 , w3]

= [(1 , 0 , 0 , 1) , (0 , 1 , 0 , 1) , (0 , 0 , 1 , 1)] . (44)

Logo, de (44), o conjunto

SW
.
= {w1 , w2 , w3}

= {(1 , 0 , 0 , 1) , (0 , 1 , 0 , 1) , (0 , 0 , 1 , 1)} , (45)

�e formado por geradores do o subsepa�co vetorial W, mostrando que o subsepa�co vetorial W �e �nita-

mente gerado.

Mostremos que o o conjunto SU, dado por (45), �e L.I. em
(
R4 ,+ , ·

)
.

Para tanto, notemos que

O = α1 ·w1 + α2 ·w2 + α3 ·w3 ,
ou seja,

(0 , 0 , 0 , 0) = α1 · (1 , 0 , 0 , 1) + α2 · (0 , 1 , 0 , 1) + α3 · (0 , 0 , 1 , 1)
= (α1 , α2 , α3 , α1 + α2 + α3) ,

isto �e,


α1 = 0

α2 = 0

α3 = 0

α1 + α2 + α3 = 0

,

cuja �unica solu�c~ao ser�a: α1 = α2 = α = 3 = 0 ,

mostrando que o conjunto SW �e L.I. em
(
R4 ,+ , ·

)
.

Portanto o conjunto SW , dado por (45), gera o subespa�co vetorial W e �e L.I., ou seja, ser�a uma

base do mesmo, completando a resolu�c~ao do item 2b. .

�
Do item 2c. (valor 0.25):

Notemos que

v
.
= (x , y , z , t) ∈ U ∩W ,

se, e somente se, v = (x , y , z , t) ∈ U
e v = (x , y , z , t) ∈W , (46)

ou seja, de (29)e (30), deveremos ter que resolver o seguinte sistema linear:{
x− y+ t+ z = 0

x+ y− t+ z = 0,
,

cuja solu�c~ao �e (ser�a deixado como exerc��cio para o leitor):

{
z = −x

t = y
, (47)

para cada x , y ∈ R.
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Deste modo, teremos:

v = (x , y , z , t)

(x , y , z︸︷︷︸
(47)
= −x

, t︸︷︷︸
(47)
= y

)

= (x , y ,−x , y)

= (x , 0 ,−x , 0) + (0 , y , 0 , y)

= x · (1 , 0 ,−1 , 0)︸ ︷︷ ︸
.
=v1

+y · (0 , 1 , 0 , 1)︸ ︷︷ ︸
.
=v2

(48)

ou seja, o vetor u ∈ U, pode ser escrito como combina�c~ao linear dos vetores

v1 , v2 ,

onde os escalares ser~ao x , y ∈ R, respectivamente.

Portanto, de (48), teremos:

U ∩W = [v1 , v2]

= [(1 , 0 ,−1 , 0) , (0 , 1 , 0 , 1)] . (49)

Logo, de (49), o conjunto

SU∩W
.
= {v1 , v2}

= {(1 , 0 ,−1 , 0) , (0 , 1 , 0 , 1)} , (50)

�e formado por geradores do o subsepa�co vetorial U ∩W, mostrando que o subsepa�co vetorial U ∩W
�e �nitamente gerado.

Mostremos que o o conjunto SU∩W , dado por (50), �e L.I. em
(
R4 ,+ , ·

)
.

Para tanto, notemos que

O = α1 · v1 + α2 ·wv2 ,
ou seja,

(0 , 0 , 0 , 0) = α1 · (1 , 0 ,−1 , 0
= (α1 , α2 ,−α1 , α2) ,

isto �e,
{
α1 = 0 ,

cuja �unica solu�c~ao ser�a: α1 = α2 = 0 ,

mostrando que o conjunto SU∩W �e L.I. em
(
R4 ,+ , ·

)
.

Portanto o conjunto SU∩W , dado por (50), gera o subespa�co vetorial U ∩W e �e L.I., ou seja, ser�a

uma base do mesmo, completando a resolu�c~ao do item 2c. .

�
Do item 2d. (valor 0.25):

Ser�a tratado no item 3d. .

�
Do item 3. :

Baseado nos itens do item 2., teremos:
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Do item 3a. (valor 0.1):

Como, vimos no item 2a. o conjunto

SU
.
= {(1 , 1 , 0 , 0) , (0 , 1 , 1 , 0) , (0 , 1 , 0 , 1)}

�e uma base do subespa�co vetorial U. segue que

dim(U) = 3 , (51)

completando a resolu�c~ao do item 3a.

�
Do item 3b. (valor 0.1):

Como, vimos no item 2b. o conjunto

SW
.
= {(1 , 0 , 0 , 1) , (0 , 1 , 0 , 1) , (0 , 0 , 1 , 1)}

�e uma base do subespa�co vetorial W. segue que

dim(W) = 3 , (52)

completando a resolu�c~ao do item 3b.

�
Do item 3c. (valor 0.1):

Como, vimos no item 2c. o conjunto

SU∩W
.
= {(1 , 0 ,−1 , 0) , (0 , 1 , 0 , 1)}

�e uma base do subespa�co vetorial U ∩W. segue que

dim(U ∩W) = 2 , (53)

completando a resolu�c~ao do item 3c.

�
Do item 3d. (valor 0.1):

Pela Proposi�c~ao 5.9.1 (da p�agina 235, das notas de aula), temos

dim(U+W) = dim(U) + dim(W) − dim(U ∩W)

(51),(52) e (53)
= 3+ 3− 2

= 4

= dim
(
R4
)
,

completando a resolu�c~ao do item 3c.

Logo, do fato acima e pela Proposi�c~ao 9.5.1 (da p�agina 238, das notas de aula), segue que

U+W = R4 . (54)

�
Logo podemos considerar a base (ordenada) canônica de

(
R4 ,+ , ·

)
com uma base (ordenada) para

(U+W ,+ , ·), ou seja,

D .
= {((1 , 0 , 0 , 0) , (0 , 1 , 0 , 0) , (0 , 0 , 1 , 0) , (0 , 0 , 0 , 1)}
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ser�a uma base (ordenada) para o subespa�co U+W, completando a resolu�c~ao do 3d. .

�
Do item 3e. (valor 0.2):

A soma n~ao ser�a direta pois, pelo item 3c., temos que

dim(U ∩W) = 2 ,

logo U ∩W 6= {O} , (55)

completando a resolu�c~ao do item 3e.

�

4.a Questão: (valor 2.5): Considere o espa�co vetorial real (P3(R) ,+ , ·), munido das opera�c~oes

usuais de soma de fun�c~oes e multiplica�c~ao de n�umero real por fun�c~ao. Pede-se:

1. determinar a matriz das coordenadas do vetor p ∈P3(R), dado por

p(x)
.
= 10+ x2 + 2 x3 , para x ∈ R , (56)

em rela�c~ao �a base canônica B de (P3(R) ,+ , ·), ou seja, [p]B, onde B
.
= {po , p1 , p2 , p3}, com

po(x)
.
= 1 , p1(x)

.
= x , p2(x)

.
= x2 , p3(x)

.
= x3 , para x ∈ R . (57)

2. encontre a matriz mudan�ca de base, da base canônica para a base C, ou seja, MB C , onde

C .= {qo , q1 , q2 , q3}, com

qo(x)
.
= 1 , q1(x)

.
= 1+ x , q2(x)

.
= 1+ x+ x2 , q3(x)

.
= 1+ x+ x2 + x3 , para x ∈ R ..

(58)

3. encontre a matriz das coordenadas do vetor p acima, em rela�c~ao �a base C, ou seja, [p]C ,

Resolução:

Do item 1. (valor 1.0):

Notemos que, para x ∈ R, teremos:

p(x)
(56)
= 10+ x2 + 2 x3

10+ 0 · x+ x2 + 2 x3

(57)
= 10 · po(x) + 0 · p1(x) + 1 · p2(x) + 2 · p3(x)
= [10 · po + 0 · p1 + 1 · p2 + 2 · p3](x) ,

portanto [p]B =


10

0

1

2

 , (59)

completando a resolu�c~ao do item 1. .

�
Do item 2. (valor 1.0):
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Notemos que, para x ∈ R, teremos:

qo(x)
(57)
= 1

= 1+ 0 · x+ 0 · x2 + 0 · x3

(56)
= 1 · po(x) + 0 · p1(x) + 0 · p2(x) + 0 · p3(x)
= [1 · po + 0 · p1 + 0 · p2 + 0 · p3](x) , (60)

q1(x)
(57)
= 1+ x

= 1+ 1 · x+ 0 · x2 + 0 · x3

(56)
= 1 · po(x) + 1 · p1(x) + 0 · p2(x) + 0 · p3(x)
= [1 · po + 1 · p1 + 0 · p2 + 0 · p3](x) , (61)

q2(x)
(57)
= 1+ x+ x2

= 1+ 1 · x+ 1 · x2 + 0 · x3

(56)
= 1 · po(x) + 1 · p1(x) + 1 · p2(x) + 0 · p3(x)
= [1 · po + 1 · p1 + 1 · p2 + 0 · p3](x) , (62)

q3(x)
(57)
= 1+ x+ x2 + x3

= 1+ 1 · x+ 1 · x2 + 1 · x3

(56)
= 1 · po(x) + 1 · p1(x) + 1 · p2(x) + 1 · p3(x)
= [1 · po + 1 · p1 + 1 · p2 + 1 · p3](x) . (63)

Portanto, de (60), (61), (62) e (63), segue que

MB C =


1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

 . (64)

completando a resolu�c~ao do item 2. .

�

Do item 3. (valor 0.5):

Da Proposi�c~ao 11.3.1 (da p�agina 274, das notas de aula) e da Proposi�c~ao 11.3.3 (da p�agina 280,

das notas de aula), teremos:

[p]C =MC B · [p]B
=MB C

−1 · [p]B , . (65)
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Observemos que

MB C
−1 (64)

=


1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1


−1

exerc��cio
=


1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 1 −1

0 0 0 1

 . (66)

Portanto

[p]C
(65)
= MB C

−1 · [p]B

(66) e (59)
=


1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 1 −1

0 0 0 1

 ·

10

0

1

2



=


10

−1

−1

2

 ,

completando a resolu�c~ao do item 3. .

�

5.a Questão: (valor 2.5): Consideremos (M2(R) ,+ , ·) espa�co vetorial real, munido das opera�c~oes

usuais de soma de matrizes e multiplica�c~ao de n�umero real por matriz,

A
.
=

(
1 2

0 1

)
(67)

e T :M2(R)→M2(R), dada por:

T(X)
.
= A · X− X ·A , para X ∈M2(R) . (68)

Pede-se:

1. mostre que T �e um operador linear em (M2(R) ,+ , ·);

2. encontre o n�ucleo e a imagem do operador linear T ;

3. uma base para o n�ucleo e uma base para a imagem do operador linear T ;

4. encontre as dimens~oes do n�ucleo e da imagem do operador linear T .

Resolução:

Do item 1. (valor 1.0):
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Notemos que se X1 , X2 ∈M2(R) e λ ∈ R, teremos:

T(X1 + λ · X2)
(68)
= A · (X1 + λ · X2) − (X1 + λ · X2) ·A
propriedades das opera�c~oes com matrizes

= (A · X1 − X1 ·A) + λ · (A · X2 − X2 ·A)
(68)
= T(X1) + λ · T(X2) ,

mostrando que a aplica�c~ao T �e um operador linear em (M2(R) ,+ , ·), completando a resolu�c~ao do item

1. .

�

Do item 2. (valor 0.5):

Notemos que,

X
.
=

(
a b

c d

)
∈M2(R) , (69)

satisfaz X ∈ N (T)

se, e somente se T(X) = O2

ou seja: A · X− X ·A = O2 ,

ou, de (67) e (69), equivalentemente:

(
1 2

0 1

)
·
(
a b

c d

)
−

(
a b

c d

)(
1 2

0 1

)
=

(
0 0

0 0

)
,

ou seja,

(
(a+ 2 c) − a (b+ 2 d) − (2 a+ b)

c− c d− d

)
=

(
0 0

0 0

)
,

isto �e

(
2 c 2 d− 2 a

0 0

)
=

(
0 0

0 0

)
,

que nos fornece:

{
c = 0

d = a
(70)

Portanto, (69) e (70), teremos

N (T) =

{(
a b

0 a

)
; a , b ∈ R

}
. (71)

Observemos agora que
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Y
.
=

(
y1 y2
y3 y4

)
∈M2(R) , (72)

satisfaz Y ∈ T(M2(R))
se, e somente se, T(X) = Y

para algum X
.
=

(
x1 x2
x3 x4

)
∈M2(R)

tal que T(X) = Y ,

ou seja: A · X− X ·A = Y ,

ou, de (67) e (69), equivalentemente:

(
1 2

0 1

)
·
(
x1 x2
x3 x4

)
−

(
x1 x2
x3 x4

)(
1 2

0 1

)
=

(
y1 y2
y3 y4

)
,

ou seja,

(
(x1 + 2 x3) − x1 (x2 + 2 x4) − (2 x1 + x2)

x3 − x3 x4 − x4

)
=

(
y1 y2
y3 y4

)
,

isto �e

(
2 x3 2 x4 − 2 x1
0 0

)
=

(
y1 y2
y3 y4

)
,

que nos fornece:


2 x3 = y1

2 x4 − 2 x1 = y2

0 = y3

0 = y4

isto �e



x3 =
y1
2

x4 − x1 =
y2
2

0 = y3

0 = y4

. (73)

Portanto, (72) e (73), teremos

T (M2(R)) =
{(
y1 y2
0 0

)
; y1 , y2 ∈ R

}
. (74)

completando a resolu�c~ao do item 2.

�

Do item 3. (valor 0.5):

De (71), segue que

X
.
=

(
a b

c d

)
∈ N (T)

se, e somente se:

X
.
=

(
a b

0 a

)
= a ·

(
1 0

0 1

)
+ b ·

(
0 1

0 0

)
. (75)
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Logo, se considerarmos

SN (T)
.
=

{(
1 0

0 1

)
,

(
0 1

0 0

)}
(76)

de, (71), segue que N (T) = [S] . (77)

Notemos que o conjunto SN (T) �e L.I. em (M2(R) ,+ , ·), pois

α ·
(
1 0

0 1

)
+ β ·

(
0 1

0 0

)
=

(
0 0

0 0

)
,

se, e somente se:

(
α β

0 α

)
=

(
0 0

0 0

)
ou seja, α = β = 0 ,

mostrando que o conjunto �e L.I.

Logo, como o conjunto

SN (T)
.
=

{(
1 0

0 1

)
,

(
0 1

0 0

)}
(78)

ser�a uma base para subespa�co vetorial N (T).

Para a imagem de T , temos:

Y
.
=

(
y1 y2
y3 y4

)
∈ T(M2(R))

de (74), �e equivalente a:

Y
.
=

(
y1 y2
0 0

)
= y1 ·

(
1 0

0 0

)
+ y2 ·

(
0 1

0 0

)
, (79)

Logo, se considerarmos

ST(M2(R))
.
=

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)}
(80)

de, (74), segue que T(M2(R)) = [ST(M2(R))] . (81)

Notemos que o conjunto ST(M2(R)) �e L.I. em (M2(R) ,+ , ·), pois

α ·
(
1 0

0 0

)
+ β ·

(
0 1

0 0

)
=

(
0 0

0 0

)
,

se, e somente se:

(
α β

0 0

)
=

(
0 0

0 0

)
ou seja, α = β = 0 ,

mostrando que o conjunto �e L.I.

Logo, como o conjunto

ST(M2(R))
.
=

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)}
(82)
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ser�a uma base para subespa�co vetorial T(M2(R)), completando a resolu�c~ao do item 3.

�
Do item 4. (valor 0.5):

Logo, de (78), segue que

dim[N (T)] = 2 ,

e de (82), teremos que

dim[T(M2(R)] = 2 ,

completando a resolu�c~ao do item 4.

�

F I M


