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Teoria dos nameros — Livros VII, Vil e IX

Em Elementos de Euclides, ha uma separacao na forma no tratamento dos
nameros e das grandezas, entretanto, ambos sao representados de uma
mesma forma, por segmentos de retas. Temos 0s niumeros sendo tratados
como agrupamentos de unidades que ndo acao divisiveis. Ja& as
grandezas geométricas sdo divisiveis em partes, gerando elementos da
mesma natureza. Nota-se que a medida esta presente nos dois casos,
entretanto sdo analisadas de formas diferentes.

As primeiras definicdes do livro VII apresentam a nocdo de nimero e o

papel da medida.

Defini¢cdo VII.1: A unidade € aquilo segundo o que cada uma das coisas
existentes é dita “uma”.

Defini¢cdo VII.2: O numero € uma multiplicidade composta de unidades.
Definigdo VII.3: Um ndmero é uma parte de um ndamero, o menor do

maior, quando ele mede o maior.

Da definicao 1, pretende-se definir a unidade como sendo o 1. Na definicéo
2, 0s numeros sdo considerados positivos maiores que 1, como um
aglomerado de unidades. Desta forma temos que, a unidade, por Euclides,
€ aquilo que possibilita a medida, ndo sendo um nuamero, sendo
inconcebivel que a unidade possa ser subdividida. Desta forma, temos a
unidade, 1, sendo tratada de forma a parte do restante dos nameros.

A B CDE

No diagrama anterior, tomamos o A como unidade, entdo BE representa o

ndmero 3.



Da definicdo 3, temos as possiveis relaces numéricas aos pares, onde,

futuramente sera utilizado o termo razao.

A B C D E F

No diagrama anterior, tomando u como unidade, entdo o 2 é representado
por AB, enquanto 6 é representado por CF. Podemos notar que AB mede
CF trés vezes, em CD, em DE e em EF, e desta forma, 2 € uma parte de
6. O 2 € nomeadamente, uma terca parte de 6, trés vezes.

As técnicas de medida dominantes nas praticas eram realizadas pelo
meétodo da antifairese, que hoje é conhecido como “algoritmo de Euclides”.
Este método era utilizado para encontrar a medida comum de dois

nameros, ou seja, 0 maximo divisor comum (m.d.c.) entre eles.

Proposicao VII.1: Dois numeros desiguais estando dados, o menor
sendo, a cada vez, continuamente retirado do maior, se 0 numeros que
resta nunca mede o que o precede até que se chegue a unidade, entdo
dizemos que os numeros de origem S&ao primos entre si.

Proposigao VII.2: Encontrar a maior medida comum entre dois numeros

gue nao sao primos entre si.

Dado dois segmentos, A e B, onde queremos encontrar a maior medida
comum, sendo A a maior medida e B ndo mede A. Devemos retirar
continuamente a menor medida da maior, ou seja, tirar B de A, até obter
um resto R1. Em seguida devemos retirar Ry de B, até obter o resto R2. Em
seguida devemos retirar R> de Rj, até obter o resto Rs. E assim
sucessivamente. Podemos reescrever isso, com equivaléncia, da seguinte
forma:

A=no.B+R1



B=n1.R1+R>
R1=n>.R>+R3

Tal procedimento pode dar zero e chagar ao fim ou ndo (que néo é tratado
neste livro VII). Se os dois valores iniciais, no caso A e B, ndo forem primos
entre si, 0 resto anterior ao zero, sera diferente da unidade, sendo esta a
maior medida em comum. Caso forem primos, o resto anterior ao zero,
sera a unidade.
Para exemplificar, usaremos o m.d.c. de 119 e 85.

119=1.85+34

85=2.34+17

34=2.17+0

Portanto a maior medida comum entre 119 e 85 é 17. Com isso, temos
gue 119 e 85 nao sao primos entre si.
Um outro exemplo, usaremos o m.d.c. de 120 e 83.

120=1.83 + 37

83=2.37+9
37=4.9+1
9=9.1+0

Portanto a maior medida comum entre 120 e 83 é 1. Com isso, temos que
120 e 83 sao primos entre si.
Os casos onde o algoritmo ndo termina, séo tratados na proposi¢ao X.2

dos Elementos de Euclides.

Proposicdo X.2: Se, quando a menor de duas grandezas €
continuamente subtraida da maior, a que resta nunca mede a

precedente, as grandezas sdo incomensuraveis.




O procedimento geométrico da antifairese que foi usado nesta
demonstragdo, é exatamente a mesma demonstracdo geométrica da
incomensurabilidade entre a diagonal e o lado de um quadrado.
O livro VIII trata dos numeros em proporgdo continuada, ou seja, em uma
linguagem atual, nUmeros em progressao geomeétrica.
Em Elementos, também temos o conceito da infinidade dos numeros
primos, na proposicao 1X.20. Ele supde que ha um na quantidade finita de
nameros primos (p1, p2, pP3, ..., Px) € constrdi o numero n, onde:
N=pP1.pP2.p3.....px+1

sendo n um numero primo, diferente de todos os outro, gerando uma
contradicao.
No livros IX, também mostra a construcéo de niumeros perfeitos (formados
pela soma de seus divisores proprios). Na proposicao 1X.36, Euclides
mostra que se

P=20+21+22+23+ . +2"

for primo, entdo, p.2" € um numero perfeito.

Livro XIl — Areas e volumes. O método de exaustdo de Eudoxo

Na proposigao XII.2 é utilizado o método da exaustdo de Eudoxo, porém,
se faz necessario o conhecimento prévio da proposicao X.1, conhecida
como Lema de Euclides. O lema diz que: de duas magnitudes desiguais
sendo estabelecidas, se da maior for subtraida uma magnitude maior que
sua metade, e daquela que for deixada uma magnitude maior que sua
metade for subtraida, e se este processo for repetido continuamente,
entdo sobrara alguma magnitude menor do que a menor magnitude
estabelecida.

Sejam AB e C duas magnitudes desiguais, das quais AB é a maior.



Se de AB for subtraida uma magnitude maior que sua metade, e daquilo
gue resta uma magnitude maior que sua metade for retirada, e se este
processo se repetir continuamente, entdo sobrara alguma magnitude que
€ menor que a magnitude C.

Por construcdo, DE € mdultiplos de C e maior que AB. Divide DE nas partes
DF, FG, e GE, iguais a C.

De AB subtraia BH maior que sua metade, e de AH subtraia HK maior que
sua metade, e repita este processo continuamente até que as divisées em

AB sejam iguais as divisdes em DE.

A K H B C
iy ~ ™ ——
D F G E

L, - - o

Sejam entéo, AK, KH e HB divisGes iguais em quantidade a DF, FG e GE.
Como DE é maior que AB, e de DE se subtrai EG (menor que sua metade)
e, de AB se subtrai BH (maior que sua metade), portanto, o restante GD é

maior que o restante HA.

A K H C
P — ——
D F G

L, - o

Subtraindo de GD a metade GF, e de HA, HK que é maior que sua metade,

portanto, o restante DF € maior que o restante AK.

A K C
i— P—
D F

——

Mas DF é igual a C, portanto C também é maior que AK. Portanto AK é

inferior a C.



Usando tal resultado, temos que a diferenca entre a area do circulo e a
area do poligono nela contida, pode ser tornada menor do que qualquer
guantidade dada, como podemos ver a seguir.

Seja AB o lado de um poligono regular de n lados inscrito em uma
circunferéncia e M o ponto médio do arco AB. Seja RS tangente a
circunferéncia, passando por M. Temos que AM = BM, e que esses sao
dois dos lados de um poligono regular de 2n lados inscrito na
circunferéncia.

Desta forma temos que area do triangulo AMB é metade da area do
retdngulo ARSB, logo o tridngulo AMB é maior do que a metade da area
do segmento circular AMB. Subtraindo do segmento circular AMB o
triangulo AMB, retiramos uma figura com area maior do que a metade da

area do segmento circular.

N B

Repetindo o mesmo procedimento, por exemplo, para um triangulo ANM,
formado por dois lados de um poligono inscrito com o 4n lados, podemos
sempre retirar da area que resta uma area maior do que a metade da area

do segmento circular original.



Proposicao Xll.2: Circulos estdo entre si como os quadrados de seus

diametros.

A demonstracdo de proposicédo Xll.2 serda utilizando simbolos algébricos
atuais, de vido a demonstracéo de Euclides ser longa e complexa.
Tomando respectivamente a e A como areas, e d e D como diametros dos

circulos c e C, vamos querer mostrar que

a_d2
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. d? . .
Para isso, vamos supor que %> -z € que existe um poligono regular

. . . . d? . .
inscrito em ¢, cujo area é p, tal que §> -z POIs, a partir do resultado

anteriormente, a-p pode ser menor que qualquer quantidade dada. Sendo

P a &rea do poligono inscrito na circunferéncia C semelhante a p, sabemos

d? . , . .

que g: oz pela propriedade de poligonos inscritos. Desta forma, temos
dZ

que §>§:% nos fazendo a chegar em P>A. Isso nos leva a uma

contradicao, pois, como P é um poligono inscrito em C, e a areade C é

igual a A, entdo P ndo pode ser maior que A.



) , d? .
De maneira analoga, mostramos que < ; também nos leva a uma

a
A
contradicao.

d? . , . .
Vamos supor que % < -7 € que existe um poligono regular inscrito em C,

. , d? . . .
cujo area é P, tal que % < -3 Pois, a partir do resultado anteriormente, A-P

pode ser menor que qualquer quantidade dada. Sendo p a éarea do

2

, . . . A . d
poligono inscrito na circunferéncia ¢ semelhante a P, sabemos que % =3

pela propriedade de poligonos inscritos. Desta forma, temos que

d? .
% <= g nos fazendo a chegar em a<p. Isso nos leva a uma contradicéo,
pois, como p é um poligono inscrito em ¢, e a area de c é igual a a, entdo

p ndo pode ser maior que a.

. d?
Com isso mostramos que % = —.

DZ

A transmissé@o dos Elementos e as edi¢cdes em lingua portuguesa
Elementos de Euclides formam um dos mais influentes trabalhos da
ciéncia na histéria da Humanidade.
Elementos s&o, a seguir a Biblia, um dos livros mais reproduzidos e
estudados na histéria do mundo ocidental, sendo praticamente o Unico
livro de texto usado no ensino da Matemética durante mais de dois
milénios.
Nele ha uma compilacdo de resultados diversos, ja conhecidos had muito
tempo, que foram estudados por muitos.
Em meados do século XX, uma das palavras de ordem do Movimento da

Matematica Moderna, foi Abaixo Euclides!.

Nos doze livros ndo se encontram aplicacdes, exercicios ou motivagoes,

sendo apenas uma exposi¢cao seca, direta, implacavel. Mesmo assim, eles



foram usados até recentemente no ensino de jovens em alguns paises,
como a Inglaterra, contribuindo para que algumas pessoas passassem a
considerar a Matematica como um saber arido.

Mesmo tendo muitas edi¢des, ndo a vestigio de manuscritos da época de
Euclides. Sendo assim, ndo sabemos o que de fato foi escrito por Euclides
e o0s acréscimos, modificacdes ou mutilacdes que a obra possa ter sofrido.
Durante a ldade Média, se acrescentou outros dois livros a obra, assim
como o acréscimo de algumas proposi¢cdes, na tentativa de deixa-lo mais
facil, ou supressao de outras parte, consideradas sem aplicacdes ou por
serem dificeis.

No século IV d.C., Theon de Alexandria publicou uma edicdo dos
Elementos que deu origem a toda uma longa série de edi¢des posteriores
chamadas manuscritos theoninos.

Entre 763 e 809 d.C, foi encomendada uma traducao pelo arabe Harun Al-
Rashid.

Em torno de 1120 d.C, Adelard de Bath o traduziu para o grego, a partir do
manuscrito arabe.

Em 1482 foi feita a primeira edig&o latina impressa, por Erhard Ratdolt, em
Veneza.

Também de Veneza veio a primeira edicdo grega impressa, por
Bartolomeo Zamberti, em 1505.

Um marco importante na historia da transmissdo dos Elementos, foi a
edicdo de Peyrard, em grego, latim e francés, publicada entre 1814 e 1818.
Peyrard teve acesso a manuscritos da biblioteca do Vaticano, e os utilizou
para preparar esta nova edicao.

Entre 1883 e 1916, foi publicado pelo dinamarqués Johan Ludvig Heiberg

conjuntamente com Heinrich Menge, a edicdo dos Elementos, que deu



origem a praticamente todas as edicbes modernas de Euclides. Ela se
difundiu facilmente devido a traducdo para o inglés. Heiberg comparou
manuscritos da linhagem theoninos com os que Peyrard, e propés uma
reconstituicdo do texto euclidiano considerada definitiva durante o século
XX.

Somente em 1735 que surgiu a primeira edicdo em portugués. O Padre
Jesuita Manoel de Campos, publicou, em Lisboa, seu Elementos de
geometria plana e sélida, segundo a ordem de Euclides. Tal edicéo foi
inspirada em outro jesuita, André Tacquet, que publicou, em 1725, sua
edicdo dos Elementos.

Por fim, em 2009, a lingua portuguesa ganhou sua primeira edicdo
completa dos Elementos de Euclides, quando Irineu Bicudo os traduziu

diretamente do grego.
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