Integral definida

O conteddo sera desenvolvido ao longo de uma série de arquivos
enumerados contendo slides, onde serdo tratados diversos tépicos

para definir e dar propriedades da Integral Definida de uma func¢ao
f:la,b] = R.
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A motivagdo classica para a introducdo do conceito da Integral
Definida, sera tratar do problema de encontrar area, que
indicaremos por A, de uma regido limitada, que denotaremos de R,
contida no plano xOy, que é delimitada pela representacdo
geométrica do gréfico de uma fungdo f : [a, b] — R, pelas retas

x = a, x = b e pelo eixo Ox.

A figura abaixo ilustra a situacdo descrita acima:

I

Para tanto precisaremos relembrar o seguinte conceito:
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‘ Somatério - ) ‘

Para ilustrar temos o:

Exemplo

|

Q) i=1+2+3+4.

i=1
@ Dadosne N ea fungdo F: N — R, parame {1,2,--- n},
teremos
> F(i)=F(m)+ F(m+1)+--+ F(n).
© DadosneN, afungdof :R—Rexy,xo, - ,x,, Ax € R,
entao

zn:f(x,-)Ax = f(x1) Ax + f(x2) Ax + - + f(x,) Ax.
i=1
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‘ Propriedades do somatério‘

Temos a:

Proposicao

SejamneN,ceR e F,G:N — R duas funcées. Entio:

Ozn:c:nc
i=1
2] Z[CF(i)] =c ZF(")
GZ[F )+ G(i ]_ZF +§n:c;(/)

0 Z[F(i) — F(i=1)] = F(n) - F(0)
i=1
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Area de uma regiao plana " especial”

Seja f : [a, b] — R fun¢do continua, satisfazendo:
f(x) >0, para x¢€la,b.

Objetivo: encontrar o valor da drea, que indicada A, da regido
limitada, que denotada por R, contida no plano xOy, delimitada
pela representagdes geométricas dos graficos da fungdo £, das retas
x = a, x = b e do eixo dos Ox (figura abaixo):
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Ideia:

Encontraremos " aproximagdes” para a regido R, por um nlimero
finito de regides, que saibamos encontrar o valor das mesmas.
Tais regides que nos ajudarao a obter "aproximagdes” para o
ndmero real A (valor da drea da regido R), serdo retangulos.
Passemos a construcdo das "aproximacdes':
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Para cada n € N fixado, dividimos o intervalo [a, b] em n partes
iguais, obtendo-se desta forma n+ 1 pontos, que denotados por:

xj, para i€{0,1,--- n},

de modo que: Xo = a,
Xi=Xo+iAx, para i€{l,2,--- n},
. b—a . .
onde  Ax= . (figura abaixo)
n
y
a4
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Consideremos a soma:

n
SniZf(XI)AXzA1+A2+"‘+An7 (1)
i=1
onde, para cada i € {1,2,---,n}, Aj, denota a drea do retangulo,
indicado por R;, que tem o como base o intervalo [x;_1 ,x;] e
altura dada por f(x;) (figura abaixo).

i
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Notemos que, e geral, para todo n € N, o niimero real S, NAO

serd igual ao nimero real A (valor da drea da regido R).

Porém, aumentando-se o valor de n (isto é, o ndmero de divisdes
do intervalo [a, b]), teremos que o valor do niimero real S, ficara
cada vez mais proximo do valor da area A, ou ainda:

A= lim 5,,— lim Zf (xi)

n—oo n—oo

caso o limite acima exista.
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Apliquemos este processo ao:

Exemplo

Seja f : [0,2] — R funco, dada por
f(x)=2x, para x€]|0,2]. (2)

Calcular a drea A, da regido limitada R, contida no plano xQOy,
delimitada pelas representacées geométricas dos graficos da funcio
f, das retas x =0, x = 2 e do eixo Ox (figura abaixo).

<
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Resolucao:

1.0 modo:

Observemos que a regido é um tridngulo retangulo que tem como
base o intervalo [0, 2] e altura

Assim sua drea serd dada por:

base x altura 2-4 4
= = =4 y.a.
2 2 ’

onde u.a. denota unidades de area.
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2.0 modo:
Utilizando-se o processo desenvolvido anteriormente, ou seja,
dividindo-se o intervalo [0, 2], em n intervalos de mesmo

comprimento teremos, (neste caso temos a = 0 e b = 2) para cada
ie{l,2,--- n}, temos que:

Aj = f(x;) Ax
{Axib—a:Q
X,—a—}—/Ax—li} 2\ 2 8
fli -==
(2)2-%1 @
~——
@y;2
@) 8 . 8 - .
logo S,,—ZA <n2’>:n2 I (4)
i=1 i=1 i=1
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Sabemos que soma dos n primeiros termos de uma P.A, de raz3o

igual a 1, é dada por

n

. n(n+1
Z’:(;)'

i=1
8 1 4
Logo: S, ®e®) — M —44+ -,
n 2 n
eassim A= |lim S, (g) lim <4+ 4) Exegl’cio47
n—o0 n—o00 n

como obtido no 1.0 passo.
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Exemplo

Seja f : [0,2] — R fungdo, dada por
f(x)=x?, para x€cR. (8)

Encontrar a drea A, da regido limitada R, contida no plano xQOy,
delimitada pelas representacées geométricas do grdfico da fungcdo
f, das retas x =0, x = 2 e do eixo Ox (figura abaixo).
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Resolucao: Faremos o processo desenvolvido anteriormente, passo
a passo:
1.0 passo: considerando-se o retangulo que tem como base o

intervalo
[0,2]

e altura o intervalo vertical
(8)
[07 f(2)] = [074] )
que serd indicado por R; (veja a figura abaixo).

A = base x altura=12-4

ou seja, este niimero real € o valor da regido R;.
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Neste caso dividimos o intervalo [0,2] em n =1 partes (isto &,
Xo =0ex; =2).
Logo o valor

A1 =38
seria uma primeira aproximacao para o valor da drea A, da regido
R (figura abaixo).

x; =2
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2.0 passo: considerando-se os retangulos que tém como bases
os intervalos: [0,1] e [1,2] e alturas
os intervalos verticais: [0, f(1)] ® [0,1] e [0,f(2)] ® [0,4],

indicados por R> 1 e Ry, respectivamente (figura abaixo).

y

2
y =%

f(2) =4

9

f(1) =1
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As dreas dos retangulos R> 1 e R> 2, que indicaremos por Ay 1 e
Aj >, respectivamente, serdo dadas por:

Az1 =basex alturade Rpy =1-f(1) =1-1=1, (9)
Azo =base x alturade Ryp =1-f(2) = 1-4=4. (10)

Logo a soma das dreas dos retangulos R, 1 e R, que indicaremos
por A,, serd dada por:

Az = A1+ Az ©).00) 1+4.

Neste caso dividimos o intervalo [0, 2] em duas partes iguais, isto é,

X=0, x1=1 e x=2,

e assim o valor A =5

é uma segunda aproximacao, para o valor da area da regidao R.
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3.0 passo: considerando-se os retdngulos que tém como bases

. _ 2 2 4 4
os intervalos: [0,3} , {3,3] e {3,2}

e alturas os intervalos verticais:

()2 ) fr(9)2 4]

indicados por R3 1, R32 e R33, respectivamente (figura abaixo).

Y

R3,3

R3,1

win
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As dreas dos retangulos R3 1, R32 e R33, que indicaremos por
Az1, Az e Az, respectivamente serdo dadas por:

8
= I R = f — == —
A3z 1 = base x altura de R3; = 3 < ) 3 9 A
2 4 2 1 32
=b ltura de R =-f|= = =
A3z ase x altura de Ry = 3 <3> 3 Th
2
= I R —f(2Q)==-4=—.
Az 3 = base x altura de R33 = 3 (2) = 3 3
A soma das areas dos retdngulos acima, indicada por As, sera
dada por: 2 8 112

A3:A3’1+A3’2+A3’3:§+E+§_277'
Dividimos o intervalo [0,2] em trés intervalos de comprimentos

4
iguais, isto é, x, =0, xlig, Xzig e x3=4,
112
e assim o valor A3 = —,
mov 3T 7

serd uma terceira aproximacdo para o valor da regido R.
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Podemos prosseguir dividindo o intervalo [0,2] em 4, 5, etc.
intervalos de mesmo comprimentos ou, mais geralmente,
dividindo-se o intervalo [0, 2] em n intervalos de mesmo
comprimentos, obtendo os pontos

Xoi07 XliAX, 7Xj:JAX7 '”7Xni27
2—-0 2
onde Ax = =—,
n n

e fazendo uma construcdo semelhante a que fizemos acima, por
meio de retangulos, que indicaremos por R, ;.
Para cada j € {1,2,---,n}, o retdngulo R, tera como

2 2
base o intervalo [xj_1,x/] = [ U-1), j]
n n

e altura o intervalo vertical

2 \°| @ 4
bt = [ (23)] @ [ 4.
n
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A figura abaixo ilustra a situacdo descrita acima:

Y

Sl
f(xj) RA,j
x
2 2
= =1) =—j
P
Xa o =%j_1 x

cuja drea, indicada por A, , serd dada por:

2 (2 2 /2\* 8
AnJ:basexaIturadeRnJ:nf<j>(=)n<j) ==/

n
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A soma das dreas dos retangulos R, ;, indicada por S, serd:

Sn:Z-An,j:Z%JQ: % 212 (11)
=1 =" 4

Utilizando-se induc3o finita, podemos mostrar que

n
, n(n+1)(2n+1
j=1
_ (1)e(12) 8 n(n+1)(2n+1) 8 4 4
Logo: S, = 3 5 =3 n+—3 i (13)

para cada n € N, que serd a n-ésima aproximacao para o valor da
area da regido R.

. . 13
Assim A = lim S, (L3
n—oo n—oo

3732

ou seja, a area da regido R serd igual a A = 3 u.a.. O

|:8 4 4 :| Exegl'cio 8
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Observacao

O processo descrito acima nos fornece um modo de calcular a drea
de regides planas do tipo descrito acima, porém o processo é
complicado e trabalhoso.

O que faremos a seguir € tentar coloca-lo em uma forma mais
simples de obté-la.
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