’Continuidade funcoes a valores reais, de varias variaveis reais‘

Definicao

Sejam A C R" um subconjunto aberto em R", f : A — R uma
funcdo e X, € A. Diremos que a funcdo f é continua em X, se, e
somente se,

lim £(X) = £(X) - (1)
X—Xo
Se a fungdo f é continua em cada um dos pontos do conjunto A,
diremos que ela é continua no conjunto A ou, simplesmente,
continua em A
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@ Para uma fungdo ser continua em X,, devemos ter:

existe (%),
existe o limite lim f(x),
X—Xo
e, além disso, devemos ter: lim f(X) = f(X).
X—Xo

@ Como conseqiiéncia da Definicdo de limites para funcées a
valores reais, de varias varidveis reais, temos que a fungdo f é
continua em X, se, e somente s,

dado € > 0,

podemos encontrar § > 0, de modo que, se X € A
satisfaz || X — %,|| < 4,

deveremos ter |f(X) —f (X,)]| <e. (2)
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Em cada um dos itens abaixo, encontrar o maior conjunto onde a
funcdo f : R? — R serd continua.
f(x,y) =k, para (x,y)€R>. (3)
f(x,y)=x, para (x,y) € R?. (4)
f(x,y) =y, para (x,y) €R?. (5)
2 2
X -y
5 5 (X7Y) e (070)
flx,y)=q * 1Y (6)
L 0, (x,y)=(0,0)
s
75, (x,¥)#(0,0)
flx,y)=q * Y : (7)
( 0, (x,y)=1(0,0)
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Resolucao:
De (3): de um Exemplo anterior, temos

3)

—
=
—

lim fix,y) = lim k=k= f(x,, ,
b = ) ) b yo)
ou seja, lim f(x,y)="(x0,Yo0)-

(x:y)=(x0 ,¥0)

Logo da Definicdo acima, segue que a fungdo f é continua em
cada (xo, o) € R?, ou seja, a fungdo f é continua em R2.
De (4): de um Exemplo anterior, temos que

lim fix,y) = lim X =Xp = F(Xo, :
(x,y)= (X0 ,Yo0) ( y) (x )= (%o ,o) o ( o )/o)
ou seja, lim F(x,y) = (X0 Yo)-

(x:¥)=(x0 ,¥0)

Logo da Definicdo acima, segue que a fungdo f é continua em
cada (Xo, o) € R2, ou seja, a fungdo f é continua em R2.
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De (5): de um Exemplo anterior, temos que

. (5) . (5)
lim fix,y) = lim =Yo = f(Xo0,¥0),
(x,y)= (X0 ,¥0) ( y) (x,y)= (%0 :}’O)y ¢ ( Y )
ou seja, lim f(x,y)="~(xo,Yo)

(x:y)=(x0 ,¥0)

Logo da Definicdo acima, segue que a fungdo f é continua em
cada (x5 ,¥0) € R?, ou seja, a funcio f é continua em R?.
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De (6): se (xo,Y0) # (0,0), como

lim X2+ y?) = x02 + yo2 0,
(x,¥)=(x0 ,¥0) ( Y ) Y 7&
(6) com (x,¥)#(0.0) . x? — y?
) = lim

(xy)—=(x0 y0) X2 + ¥

entao lim f(x,y
(x,y)= (%0 ,¥0) (

2 2
Xo™ — Yo~ (6)
=" =f
Xo2 y02 (XO 7.y0)7

Se (X0, ¥0) = (0,0), temos que ndo existira o limite (veja as notas
de aula)

(6) com (x,y)#(0,0) . x? — y?
) = lim

l f L7
0 by (x ) =(0,,0) X2 + y2’

(x:y)—=(x0 ,¥0)

logo, da Definicdo acima, a fungdo f é continua em R2\ {(0,0)}.
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De 7: se (xo,Y,) # (0,0), como

lim X2+ y2) =x2+y.2#£0,
(x,y)ﬁ(xo,yo)( V) =Xt ye #

entdo lim f(x,y) (7), com (x,)#(0,0) lim 2X732
(x,¥)—(xo0 ,¥o) (x,y)= (%0 o) X< + Yy
3
_ X @
- on +yo2 - f(XO 7.y0)7

Se (X0, ¥o) = (0,0), teremos
3
fim Dm0 gy
(1)=0.0) X2 + G2 (0.0)
visto em Exemplo anterior 0 (7), com (x,5)=(00) 7(0,0).

Logo, da Definicao acima, a funcao f é continua em R2.
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Temos a:

Proposicao

Sejam A C R" um subconjunto aberto em R", f | g: A— R
fungdes , X, € A, f, g sdo continuas em X, e o € R ent3o:

@ as fungbes f £ g serdo continua em X,
@ a fungdo f - g serd continua em Xo;

@ a funcdo o.f serd continua em X,;

f
Se g(%,) # 0, a funcio () serd continua em X,.
2 Xo

: . (1 =
Em particular, a fungdo < sera continua em X,.
g Xo

Como conseqiiéncia da Proposicdo acima temos o:

Coroldrio

Toda funcio polinomial de n-varidveis, é continua em R" e toda
fung¢do racional de n-varidveis, é continua no seu dominio.
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Temos também o:

Corolario

Sejam A C R"” um subconjunto aberto em R”, f : A — R continua
em X, € A, | C R um intervalo aberto tal que Im(f) C | e

g : | — R uma fungdo continua em f(X,).

Entdo g o f serd continua em X,.

Concluimos com um resultado sobre fun¢bes continuas definida em
subconjuntos compactos de R” (veja a se¢do F.4 do Apéndice F),
a saber:

Teorema

Sejam A é um subconjunto, ndo vazio, compacto de R" e
f: A— R é uma fungido continua em A. Entdo existem

Xi,X% € A, tais que f(xi) < f(X) < f(x2), para cada X € A,

isto €, a fung¢do f atinge seu maximo e seu minimo globais no
conjunto A.
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