’Derivadas parciais funcoes a valores reais, de variaveis reais‘

Comecaremos com funcgdes a valores reais, de duas variaveis reais,
e mais tarde tratemos do caso geral.

Observacao

Sejam A C R? um conjunto aberto de R?, (xo,¥o) €A, f:A— R
uma fungdo, que denotaremos por z = f(x,y).
Como (xo,Y0) € A e A é um subconjunto aberto em R?, podemos
encontrar 6 > 0, tal que Bs((xo,¥0)) C A.
Logo podemos definir a fungdo g : D(g) — R, dada por

g(x) =1f(x,yo), para cada x € D(g),onde (1)

D(g) = {x € R (x,yo) € Bs((x0,¥0))} CR.

P
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Na situacdo acima:

Definicao

Se a fungdo g : D(g) C R — R, dada por (1), for uma fungdo
diferencidvel em x, (Calculo 1), entdo sua derivada em X, isto €,
g'(xo), serd denominada derivada parcial (de primeira ordem)
da funcao f, em relagdo a variavel x, no ponto (x,,y,) €
indicada por:

of

ai(xoa)/o) > ﬂ((XO7yO)7 8xf(X07YO)7
0z

a(xo7yo)a ZX(XO7yo) ou aXZ(XO7yO)'

onde z="f(x,y).
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Observacao

o Na situacdo da Definicdo acima, temos que

of

Calculo 1 . X) — g X

o (o y0) = 8 () iy EVI L) )
(2 lim f(x,¥0) — f(Xo,¥0)

X—Xo X — Xp
AxEx—xo |, f(xo + Ax,y5) — (X0, Yo)

— m

Ax—0 Ax

hizAx lim f(Xo aF h7)/o) = f(Xo 7}/0)

h—0 h

f
@ Se B= {(x,y) € A; existe gx(x,y)}, podemos de-

finir a funcdo — : B — R, sera denominada funcao derivada

X
(de primeira ordem) da fungao f, em relagdo a variavel x.
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Observacio

Utilizando as notagdes acima, podemos definir a fungdo
h: D(h) — R, dada por

h(y) = f(x0,y), para cada y € D(h), onde (3)
D(h) = {y eER; (X07y) € B&((X07}/o))} CR.
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Na situagdo acima:

Definicao

Se a fungdo h: D(h) C R — R, dada por (3), for uma funcdo
diferencidvel em y, (Célculo 1), entdo sua derivada em y,, isto €,
h'(y,), serd denominada derivada parcial (de primeira ordem)
da funcgdo f, em relacdo a variavel y, no ponto (x,,y,) e
indicada por:

of

87()(07)/0); f;/(XouyO)7 8yf(XOa}/O)v

y

0z

@(Xo,yo), Zy(Xo,¥o) ou 0yz(Xo, o),

onde z="f(x,y).
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Observacao

@ Na situacdo da Definicdo acima, temos que

of
ay (Xo a)/o) ()/o) PR Y — Yo

(i) f(XOaY)_f(X07)/o)

lim

Y—Yo Y — Yo
A}/i:}’—yo lim f(Xo » Yo + A)/) - f(Xov.yO)
Ay—0 Ay
h=Ay . f(X07YO+h)_f(X07YO)
=" |im :
h—0 h

f
o SeB= {(x,y) € A; existe g(x,y)}, podemos de-
Yy

finir a fungdo — : B — R, serd denominada funcao derivada
X

(de primeira ordem) da fungdo f, em relacdo a variavel y.
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Observacao

Interpretacdo geométrica para as derivadas parciais de 1.a ordem:
A representacdo geométrica do grdfico da funcdo

g(x) =f(x.y0), para x € D(g),
serd um curva, contida na representacdo geométrica do grafico da
fung¢do f, cujo do traco pode ser obtido fazendo-se a interseccao,

em R3, do plano
y = .yO 9
com a representacdo geométrica do grafico da fungio f.
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Observacio

Do Cilculo I, g'(x,) nos fornece o valor do coeficiente angular da
reta tangente a representacdo geométrica do grafico da fungio g,
no ponto X, isto €, € igual tg(a) (figura acima). B
No nosso caso, relativamente ao plano

Y =Yo,
a inclinagdo da reta tangente a representacdo geométrica do traco
da curva z = g(x), no ponto (x, ,g(x0)), serd dada por g’(x,),
isto €, por

of
&(Xo 7}/0) :
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Observacao

De modo semelhante, geometricamente, a derivada parcial

orf . ..
— (X0, Yo) serd, relativamente ao plano x = x, , o coeficiente

dy

angular da reta tangente a representacdo geométrica do trago da

curva
y = (Xo,h(y)), para y € D(h),

(figura abaixo) obtida da interseccdo do plano

X = Xo,
com a representacdo geométrica do grdfico da funcdo z = f(x,y),
no ponto ((Xo ,)/o) ) f(Xo 7)/0)) 0
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Consideremos a fungdo f : R? — R uma fun¢do dada por

f(x,y)=x"y, para (x,y) € R?. (5)
of

of
Calcule, se existir, 8—(1 ,—1), —(1,-1) e, onde existir ,
X

dy
of of
a(xvy)l @(Xay)

Resolucao:
Neste caso, temos que: (xo,¥o) = (1,—1). (6)
Definamos a funcdo g : R — R, dada por

g(x) = Fx,y0) °= L F(x,~1) L2 (1) = =2, (7)

para x € R.
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Como a fungdo g é diferencidvel em R (Célculo 1), em particular
sera diferencidvel em x, = 1, segue que existe

Loy @ 1)

of .1\ (® Of @ o621,
8X(17 ]-) 8X Xo;}’o) - g (XO) g (1)

@ 2 () = [-2x] [xe1 = 2.
~—

visto na disciplina de Calculo 1

—2xd 11
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De modo semelhante,definido-se a funcao h: R — R, dada por

@ 5)

. Xo=1
h(y) = f(xo,y) = f(l,y) = 1%y =y, (8)
para y € R, como a fungdo h é diferencidvel em R (Célculo 1), em
particular sera diferencidvel em y, = —1.
f f
Logo, existe gy(xo ,Yo) © gy(l ,—1) e
of of 4 291
5y 1D T y0) £ (o) = ()
® | d
= _ = ]_
dyy
<~
=1 y=71
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Para cada (%, yo) € R? fixado, temos:

of 0= (x.y0) 25 o € (2)
a(xoa)/o) = g/(Xo)
d 2
= ™ (x* ¥o) = [2x Yollx—x, = 2%o Yo ,
~
visto na disciplina de Célculo 1
= X Yo X=Xo
of h)=r (%0 ) 252y € (4)
€ @(Xo a)/o) g = g h/(}/o)
d 2 2 2
= ?y(xo Y) = [Xo”y:yOZXo )
——
visto na discipli:na de Célculo 1 >

°= 'Y=Yo
isto é, existem as derivadas parciais de primeira ordem da funcao f
em cada ponto (x,, yo) € R2.
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Exemplo

Consideremos a funcdo f : R> — R dada por
f(x,y) = x* sen(x+y) +y cos(x), (x,y) €R®  (9)

Calcule, caso existam, f (g ,O) ef, (g , 0) e, onde existir,
calcule f(x,y) e f,(x,y).

Resoluc¢ao: neste caso

(0. %) = (50)- (10)

Considerando-se a funcido g : R — R, dada por

(10)
g(x) =1f(x,y) Yo =0 f(x,0) © X2 sen(x) + 0 cos(x) = X2 sen(y),
=0

para x € R, e temos que a funcdo g serd diferencidvel em R

) T
(Célculo 1), em particular, no ponto x, = 5
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|| Ho

(10)

¢ (3)

Céleulo 1 {2x sen(x) + x* cos(x)} ez

Logo fx (g ,0) fe(Xo 7)/0) = g (Xo)

_ d 2
= {dx [x sen(x)]}
T T T\ 2 T T
=25 sen(3) +(3) cos(3) =25 =
~———— ~——
Por outro lado, considerando-se h: R — R dada por

) 2 () (5 ) ()
=(3)

2

=
=
3

Xo

h(y)=f (%, y)

(W)z (W + ) ara eR
== en | -
5 8 5 Y], p y )

temos que a fung3o h serd diferencidvel em R ( Célculo 1), em

particular, sera diferencidvel em y, = 0.
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y=0

Para cada (xo , Yo) € R?, teremos:

se Xixo@x2senx o o Cos(x) e
fX(Xo,_yo) g( ) f( 7}/) :( +y )+y ( ) (2)g/(Xo)

_ { ;i [ sen(x + o) + Yo COS(X)}}

X=Xo

Célculo 1

{2x sen(x + yo) + x* cos(x + yo) — Yo sen(x)}| _ .
= 2x, sen(xo + ¥o) + Xg2 cos(Xo + Yo) — Yo sen(xo)
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=f(x @xz sen(xo Xo
e f;/(Xo 7yo) se h(y)=f(xo,y)=xo e:( +y)+y cos(xo) e (4) h/(yo)

d
— { [on sen(x, +y)+y cos(xo)] }
d'y Y=Yo
visto na disciplina de Célculo 1 { 2
= Xo" €os(Xo + y) + cos(xo) }|  _
Y=Yo

= X2 c0s5(Xo + Yo) + cos(xo) ,

isto é, existem as derivadas parciais de primeira ordem da funcao f
em R2. O
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O caso a seguir é um pouco mais elaborado e sua resolu¢do pode
ser encontrada nas notas de aula.

Exemplo

Consideremos a fungdo f : R? — R a fun¢do dada por

3

X =V para (x,y) £ (0,0)
fix,y) =4 x*+y*’ ’ ’

0, para (x,y) = (0,0)

Calcule, caso existam, £,(0,0) e f,(0,0).

Observacido

Notemos que, no Exemplo acima, existe a derivada parcial

f f
gX(O ,0), mas nao existe a derivada parcial gy(0,0), ou seja,

pode acontecer de uma funcdo possuir uma das derivadas parciais
de 1.a ordem sem que, necessariamente, possua a outra derivada
parcial de 1.a ordem, em um mesmo ponto.

N,
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Observacao

Podemos definir as derivadas parciais de uma fungdo a valores real,
de n-varidveis reais, de modo analogo. Veja detalhes nas notas de
aula

Exemplo

Consideremos a fun¢do f : R3 — R, dada por
f(x,y,z) =x cos(y) +z, para (x,y,z)€R3. (11)

Encontre, se existirem, as derivadas parciais de primeira ordem da
funcdo f, em relacdo a x, y e z, em cada ponto de R3.
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Resolugdo: para cada (xo, Yo, 2o) € R3 teremos:

. (11)
se g(x)=F(x Yo 120) = x cos(yo)+2o
fX(XovyOaZO) = g,(XO)

= i[xcos + 2]
- |dx Yo 2o

) se h(y)=f(xo,y 72)(2&0 cos(y)+zo h'(yo)

Calculo 1

cos(yo) -

X=Xo

ﬂ/(Xo y Yo, Zo
d ;

= 9 = [Xo cosy + z,] Ciledlo 1 —Xo sen(yo) -
dy Y=Yo

. 1)
se t(2)=f(Xo ,Yo ,2) = Xo €0S(Yo)+2
fZ(XOLy0720) = tl(Zo)

d ,
= {[xo cosyo+z]} Calelo 1 1.

dz =z

Portanto a func3o f tem derivadas parciais de primeira ordem, em
relacdo a x, y e z, em cada ponto de R3. O
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Exemplo

Para n € N fixado, consideremos as funcées f ,g ,h: R> — R,

dadas por
fx,y) =k, (12)
glx,y)=x", (13)
h(x,y)=y". (14)

para (x,y) € R?. Mostre que as funcdes f, g e h possuem
derivadas parciais de 1.a ordem em relacdo a x e em relagao a y,
em cada por de R? e

of _of B g o
a(x7y)_ay(xvy)_07 8X(X7y)_nx )
0g . Oh . oh o
@(va)_ov 8X(X’y)_oe<9y(x’y)_ny

para (x,y) € R?.
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Resolucdo: para cada (X, , o) € R?, definamos a funcdo
g1 : R — R, dada por

g1(x) = g(x,v0) =) x". (15)

Com isto: aig(xo ,Yo) (i) gll(Xo) (15)’C2CUIO ' nxs ,
X

mostrando a existéncia da derivada parcial de 1.a ordem, em
relagdo a x, no ponto (X, , Yo)-
Definamos a funcdo g : R — R, dada por

2(y) = g(x.y) 2 %" (16)

,Célculo 1

Com isto g‘j(xo Vo) @ g2’ (vo) (1o 0,

mostrando a existéncia da derivada parcial de 1.a ordem, em
relagdo a y, no ponto (x5, Yo).
De modo semelhante podemos mostrar as outras identidades.
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Para funcdes a valores reais, de duas variaveis reais, temos a:

Proposicao

Sejam A um subconjunto aberto de R?, (x,,y,) € A e
f,g:A— R fungbes que possuam derivadas parciais de 1.a
ordem, em relagdo a x, no ponto (x,,y,) € ¢ € R. Entdo:
@ as fungdes f + g admitira derivada parcial de 1.a ordem, em
relagdo a x, no ponto (xo , o) €
a(fa:)ig)(xo 7}/0) = g:(xo a)/o) + gi(xo 7}/0) °
@ a fungdo c - f admitira derivada parcial de 1.a ordem, em
relagdo & x, no ponto (xo ,Yo) €

d(c-f)

of
(Xo 7}/0) =cC a(xo 7)/0) .
@ a fungdo f - g admitira derivada parcial de 1.a ordem, em
relacdo a x, no ponto (xo, Yo) €

o(f - g) _of og
T(Xo 7}’0) = &(Xo 7)/0) g(Xo a}/o)"‘f(xo a}/o) aix(xo a)/o)
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continuando...

f'
e se g(xo,Y¥0) # 0, a funcdo — admitird derivada parcial de 1.a
g

ordem, em relacdo a x, no ponto (o, Yo) €

f of B)

0 () (Xo a)/o) g(Xo 7)/0) - f(Xo 7}/0) g(Xo » Yo
g _ Ox 0x

Ox (Xo a}/o)

gz(xo a}/o)

v

@ Vale um resultado analogo a Proposicdo acima para a
derivada parcial de de 1.a ordem, em relagdo a varidvel y, no

ponto (Xo , Yo)-
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