’ Derivadas parciais de ordem superior‘

Definicao

Consideremos A C R? um subconjunto, n3o vazio, aberto de R? e
f : A— R uma fungdo, que possui derivadas parciais de 1.a ordem,
relativamente a x e a y, em cada ponto do conjunto A.

. . f
Entao, para a fungdo f, = — : A — R, podemos tentar encontrar

sua derivada parcial de 1.a o)r<dem, relativamente a x, no ponto
(X0 ,¥0) € A, isto €, a derivada parcial da fungdo f, relativamente
a x, no ponto (X0 , Yo)-

Caso exista, ela serd dita derivada parcial de segunda ordem
da funcao f, relativamente a variavel x, no ponto (x,,y,) e

sera denotada por
0?f 5
fix(X0 , Yo) oU P(Xo Yo) ou 05f(Xo,¥o),
X

ou seja, fo(Xo y)/o) = (fx)x(xo 7)/0)
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Definicao

De modo analogo, a derivada parcial da funcao f,, relativamente a
y, no ponto (X, ,Yo), caso exista, serd dita derivada partial de
segunda ordem da funcéo f, relativamente as varidveis x e a
y,» no ponto (X, ,y,) e denotada por

0?f
fxy(XO7yO) ou W(XOL)/O) ou 8}2/Xf-(XO).yO)7

ou seja, fxy(Xo a)/o) = (fx)y(Xo a)/o) .

Definicao
Definimos derivada partial de segunda ordem da funcao f ,
relativamente a varidvel y, no ponto (x,, y,) (se existir),

denotada por

fyy(Xo , ¥o) ou T(mec) ou Gﬁf(xo,yo),
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Definicao

De modo andlogo, a derivada parcial da funcao f,, relativamente a
X, no ponto (X, , Yo), caso exista, serd dita derivada partial de
segunda ordem da funcao f, relativamente as variaveis y e a

X, no ponto (x,,Y,) e denotada por

0°f
fyx(Xo , o) ou M(XOJ’O) ou 8>2<yf(X07}’o)7

ou seja, fyx(Xo a)/o) = (G/)X(Xo 7}/0)-

Observacao

A ordem em que aparecem nas varias derivadas parciais na

Definicdo acima € importante. Veremos, em um exemplo mais a

frente, que pode ocorrer: f(Xo , ¥o) 7 fiy(Xo s Yo) -

Para que nao ocorra confusio basta lembrar, por exemplo, que
frc(x, ) = (f)x(x,¥) -
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Podemos, definir as derivadas parciais de terceira ordem da
funcao f no ponto (x,,Y,), por exemplo:

OF .0 (PF

fxxx(Xo v)/o) = ﬁ(xo ’}/o) = a (ax2> (Xo 7)/0)

:(&X)x

fxx(Xo = ha)/o) - fxx(Xo y)/o)

== m 9

h—0 h

03f 0 0*f

fxx oysYo) — T o5 ~ o;oii o0y JYo
B (0. 90) = por=0.30) = o2 (g ) G030
:(G’X)x

@x(xo 4 ha)/o) - fyx(Xo 7)/0)
h

e analogamente, podemos obter as outras derivadas parciais de 3.a

ordem.
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Observacao

de modo semelhante podemos definir as derivadas parciais de
ordem maior ou igual a quatro, em relacdo a x e em relagdo a y,
da fungdo f ponto (X, , Yo)-

| A

Definicao

Sejam A C R" ndo vazio, abertoem R", f : ACR" — R uma
funcdo e k € N fixado.

Diremos que a fungdo f € de classe Ckem Asea fungdo f e
cada uma das suas derivadas parciais até a ordem k, existirem e
forem fungdes continuas no conjunto A.

Neste caso escreveremos: f € CK(A; R).

Diremos que a fungdo f € de classe C>* em A se a fungdo f € de

classe Ck em A, para todo k € N.
Neste caso escreveremos: f € C(A; R).
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A funcdo f : R? = R, dada por

f(x,y)=xy, para (x,y)eRz, (1)
entdo f € C* (]Rz; ]R) .

Resolucao: temos:

i) @ Dyl = (2)
£ (x,y) 2 8y[xy] =X, (3)
o) = - orteon)| 2 51 =0 (@
o) = 5 [ 50| @ S =0, )
foe) = 5 | 510 @ fy[y] -1 @

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



) = 5 |5 000)| @ S =1, )

o [0%f (4)
Fix — =0 8
(o) = 5 | Gaten] Qo )

de modo andlogo, pode-se mostrar que:

oy (X, ¥) = fay (X, ) = fryy (X, ¥) = fixy (X, y) = fx(x, y)

= &yX(X7y) = fyyX(XaY) = 07
para cada (x,y) € R2.
De modo semelhante, teremos que todas as demais derivadas
parciais de ordem maior ou igual a quatro, sao nulas em R?, logo

todas serdo funcdes continuas em R?, ou seja, f € C* (R%;R) .
O
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Observacao

@ Como consequéncia de varios resultado anteriores, uma
funcdo polinomial de n-varidveis é de classe C*° em R".

e Além disso se o polinébmio que define a funcdo polinomial tem
grau
no, € N,

entdo todas as derivadas parciais da funcdo polinomial, de
ordem maior ou igual a

no+1,

serdo iguais a zero, em todo R".

@ Como consequéncia, temos que uma fung¢do racional de
n-variaveis € de classe C*°, no seu respectivo dominio.
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Em particular, como consequéncia da Observacdo acima temos o:

Mostre que funcdo f : R® — R, dada por

f(x,y,2)=14+x—-2y+3x>+4x?y3, para (x,y,z) € R3

satisfaz f € C* (R3; R) .

Temos também o:

Exemplo

Mostre que a funcdo f : R? — R, dada por

f(x,y) = x sen(y) + y? cos(x), para (x,y) €R®>  (9)

satisfaz f € C* (R?; R) .
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Resolugdo: para cada (x,y) € R?, temos:

fe(x,y) O {x sen(y) + y? cos(x)} = 1 sen(y) + y? [ sen(x)]
en(y ) 2 ) (10)
f,(x, ) —_— {x sen(y) + y? cos(x)}
= x cos(y )+2%/cos(x),_ (11)
bl 9) = [ 500 22 2 {senty) = 7 sen()}
= y? cos(x), _ _
fol.y) = 5o | 5e)| ) 5L Tsenty) = y? sen()]
= cos(y) — 2y sen(x), (12)
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o) = - gt 2 b costy) + 2 cos(]
=1-cos(y)+2y[— sen(x)] = cos(y) — 2y sen(x), (13)
by = 5 2; ()| 2 I cosly) + 2y cos(x)]

= x[—sen(y)] + 2 cos(x)

e assim por diante..

—x sen(y) + 2 cos(x).

Notemos que todas as fun¢des acima, juntamente com a funcdo f,
sdo funcdes continuas em R?, ou seja, f € C* (R?; R) ,
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Observacao

e Vimos no Exemplo acima, para cada (x,y) € R?, temos:

iy (x.y) 2 cos(y) — 2y sen(x) 2 fu(x.y).
o Infelizmente, isso NAQ ocorre sempre, como mostrara um
Exemplo no final desta secdo de slides.
A pergunta que temos € a seguinte: sob que condicoes sobre a
funcdo f, teremos a identidade acima?

Para responder a esta questao temos o:

Teorema

(de Schwarz) Sejam A C R? nio vazio e aberto em R? e

f: ACR? — R uma fungdo. Suponhamos que a funcdo f é tal
que as fungoes fxy e ﬂ,x, existem e sejam fungdes continuas no
conjunto A. Entdo, para cada (x,y) € A, temos:

fxy(X y)= yX(X y)- (14)/
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@ O Teorema acima, nos dd condicoes suficientes, para que
possamos trocar a ordem das derivadas parciais de segunda
ordem de uma funcdo, sem alterar o valor das mesmas.

@ Vale o andlogo do Teorema acima para funcbes a valores
reais, de n-varidveis reais.

@ O Exemplo abaixo mostra que, em geral, quando trocamos a
ordem das derivadas parciais, o resultado pode ser diferente.
Veja as notas para a resolugao.

Exemplo
Seja f : R?> — R dada por

foy) = | #5a para (x,y) £(0,0)
0, para(x,y)=(0,0)
Entdo f € C* (R%R), mas f ¢ C2 (R%R) e
02f 0%f
m( ,0) # By Ox
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