‘Regra da cadeia‘

Sejam A C R? aberto n3o vazio, de R?, f : A — R uma funcio,
v : 1 CR — R? curva parametrizada dada por
v(t) = (x(t),y(t)), paracada tel, (1)

com 7(t) € A, para t € [, onde | é um intervalo aberto de R.
Mostraremos que se as funcdes f, seja continua com derivadas
parciais de 1.a ordem continuas em X, = 7(t,), € 7y é diferencidvel
em e t, € I, respectivamente, entdo a funcao comBosta F=fon,

F(t) = FL(D] = FI(8) y(e))], para tel,  (2)
também serd diferencidvel em t, (figura abaixo).
Além disso, encontraremos uma expressdo para a derivada F'(t,)
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Teorema

(Regra da cadeia) Sejam A C R? aberto e nio vazio, em R?,
f:A— R funcio ey : | — R? curva parametrizada, de modo que
v(t) € A, paracadat e |l.

Suponhamos a curva parametrizada v : | — R? seja diferencidvel
em t, e a funcdo f seja continua, com derivadas parciais de 1.a
ordem continuas em X, = (t,). Entdo a funcdo F : | — R,
definida por

F(t) =[f ov](t), paracada tel, (3)
serd diferencidvel em t, e:
d(f o (3) S =
T2 (1) © F(t) = (£(%)). (%)) 07 (8)

Ro=(to) (gh(fo)]’gh(t")o oy (to). (4)
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Observacao

|

Se a curva parametrizada v : | — R?, é dada por

Y(t) = (x(t) ,y(t)), para tel
€ uma curva parametrizada diferenciavel em t,,

(te) = G 3e) ¢ 7'(8) = (0. 20

poderemos reescrever (4), da seguinte forma:

A0 1) @ (L) 3 o (St Z (1)

— (e 70) G (8 + 55 16) S (00), ©)
ou, omitindo os pontos (X, , o) € to, escreveremos:
d(fon) _dF _of dx  Of dy 6
dt dt Ox dt Oy dt’
onde a fungdo F : | — R é dada por
F(t) = f[x(t),y(t)], para tel.
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Observacido

Temos um analogo ao Teorema acima para fungées de n varidveis
reais e curvas parametrizadas em R", isto €, para uma fungcio

f:ACR" >R

e uma curva parametrizada v : | — A C R", onde satisfazendo
condicées andlogas as do Teorema acima teremos que a fungcdo
F = f o, entdo

d(f o) -, _ " Of . dx;
= (1) = F'(to) = 187,_(&)5(%), (")

onde v : 1 — ACR", édada por

V(t) = (Xl(t) P 7Xn(t)), para t e I,
satisfazendo: Xo = (to) -

I=
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Exemplo

Consideremos a funcio f : R> — R, dada por

f(x,y) =x?y, para cada (x,y) € R? (8)
e a curva parametrizada v : R — R?, dada por
y(t) = (et2,2t+1) , paracada teR. (9)

Verifique que a fungdo F = f oy : R — R € diferencidvel em R e

dF
calcule E(t) para cada t € R.

Resolucao: notemos que

f(x,y) (8)8&[ y]=2xy, (10)
fy(x,y)(:)ag [x*y] =x*, para (x,y) € R?. (11)
e () = (x(1) y(6) = (¢ ,2¢+1) , para teR,  (12)

entdo: v/(t) = (x(t),y'(£)) & (2te”.2) , para t e R. (13)
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Logo, as derivadas parciais de 1.a ordem de f sdo continuas em R?
e assim, da regra da cadeia, para t € R, segue que:

=" (1.5 b)) '

_<?puymeMﬂmm0%WMJﬁD
ML 2x(0)y(0), () o (227 2)
12) 2 (12)

x(0)Fet y(5) P2 41 (2 ot (2t+1), e2t2> ° (2 tet ,2)

—pe2t (4t>+2t+2), para teR.
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Nas notas de aula resolvemos o:

Exercicio

Consideremos a fun¢do f : R? — R, dada por
f(x,y)=x2—y?, para (x,y) e R?
e a curva parametrizada v : R — R?, dada por
v(t) = (x(t),y(t)) = (t,t3) , para t€R.

Mostre que a fungdo F = (f o) : R — R € diferencidvel em R e

F
calcule %(t) para cada t € R.
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Observacao

Seja A C R? um subconjunto aberto ndo vazio e (xo , yo) € A.
Suponhamos que a funcdo f : A — R seja continua, com
derivadas parciais continuas em X, = (xo,Yo) € A, € que a fungdo
y : I CR — R seja diferencidvel em x, € |, de modo que
(x,y(x)) € A, parax €I, com y(xo) = yo.
Logo se considerarmos a curva parametrizada v : | — A C R? dada
por

A(x) = (x,y(x)), para x €1, (14)

temos que a curva parametrizada v : | — A C R? serd
diferencidvel em x, e y(I) C A.
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continuando...

Observacao

Logo, da regra da cadeia, a funcio F = (f o~y) : | — R dada por

Fx) = (Fo)(x) 2 F(x,y(x)), para xel, (15)

serd diferencidvel em x, e

GF WO dk Or o dy
dX( 0) - aX[V(XO)] dX(XO)+ 8_)/[ (XO)] d ( 0)
W) 6 Gt dy
- ax(X" Yo) -1+ 0y(xo o) dx(Xo)
0O
= 8X(Xo>)/o)+ 8y(Xo>YO)y (Xo)' (16)
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Observacao

Notemos que, na situacdo acima, o traco da curva parametrizada
v : 1 — A C R? coincide com o grafico de uma funcio da varidvel
X, a saber, serd o grafico da fungdo y = y(x), para x € I.

A figura abaixo ilustra a situagdo acima.

vix) X,y (%)) 1.
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