\Derivada direcional \

Definicao

Consideremos A um subconjunto aberto, ndo vazio, do R",

P,e A f: ACR" — R uma funcdo e v. € R" um vetor unitdrio,
isto &, ||V|| = 1.

Definimos a derivada direcional da funcdo f no ponto P,, na

direcao de v, como sendo o limite
f(P,+t-V)— f(P,
||m ( [ + tv) ( 0)7 (1)

. . t=0,
quando este limite existir.

Notacao

Notacbes para a derivada direcional de f no ponto P,, na direcao
do vetor unitdrio V sdo:

0yf(Po), ou fz(Po), ou Dzf(P,). (2)
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Observacao

Se existir, podemos interpretar, geometricamente, a derivada

direcional da fungdo f no ponto P,, na direcdo do vetor unitdrio V,

. of ..

isto &, o ndmero real ?(Po), como sendo o coeficiente angular da
vV

reta tangente a representacdo geométrica do grafico da fungdo a
valores reais, de uma variavel real, g : | — R, dada por

g(t)=f(Po+t-V), para tel, (3)

onde | € uma intervalo aberto de R contendo t = 0.

Logo: f4(Po) Y lim f(Po £t V) = f(Po)

t—0 t
@ .., &) —g(0) Caleulo 1 1.0y
t—0 t
. Of
ou seja, %(Po) =g'(0). (4)
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Observacao

Consideremos a fungdo f : A — R, definida no conjunto A, um
subconjunto aberto, n§o vazio, de Rz Po = (Xo0,¥0) € Aeos
vetores unitdrios € = (1,0) e & = (0,1).

Neste caso teremos (se existirem):

OF )y [t 8)= (P2
0é; t—0 t
Po+t 1= (Xo+t7YO) ||m f(Xo + t,}/o) - f(XO )yO)
t—0 t
of
g(xo 7y0) (5)
of f(Po+t-&)—f(Po)
—(P,) =
8é’2( ) t
Po+t-&= (Xo ,YO"F"-‘ ||m f(XO y Yo e t) - f(XO 7)/0)
t—0 t
of
= @(XOaYO)- (6)
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@ Em geral, se A € um subconjunto aberto, ndo vazio, de R",
P, € A eafuncdo f : A— R que é continua e com derivadas
parciais de 1.a ordem continuas em P, e, para cada
i€{l,2,---, n}, os vetores unitirios

é"ii(ov"'707 1 ,0,"',0)€Rn,
. 4 \/ o~
i-ésima posicdo
g;(Po):g):_(Po), para i€ {l,--- n}. (7)
@ No caso n =2, sejam P, = (x,,Y,) € V= (a,b), vetor
unitario, a fungio g : | — R, dada por
g(t)="f(xo+at,yo+bt)=Ff(P,+t-V), paratec | (8)
e a curva parametrizada diferencidvel v : | — R3, dada por
v(t) =(xo+at, yo+ bt, g(t))
=(Po+t-V, g(t)), paratel, 9)
onde | € um intervalo de R, contendo t = 0, considerado para
que as expressoes acima facam sentido.

entao
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Observacao
Como
v(t) = (%o +at, yo+ bt, g(t))
= (X0,Y0,0)+g(t)-(0,0,1)+¢- , paratel,
temos que o traco da curva parametrizada v : | — R3 estard
contido no plano w, que tem uma equagao vetorial dada por:

m: X =(X0,Y,0)+A(0,0,1)+5- , para A\, € R. (10)

Para verificar este fato, basta tomar os seguintes valores para os
pardmetros do plano: A =g(t) e 5 =t.
Observemos que o plano ™ € um plano perpendicular ao plano
xQy, pois o vetor

(0,0,1) x ,
diferente do vetor nulo, e normal ao plano & e € ortogonal ao vetor
(0,0,1), que é um vetor normal ao plano xOy.
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continuando..

Observacio

|

O coeficiente angular da reta tangente a representacdo geométrica
do gréfico da funcdo g, no ponto (0, g(0)), serd dado por:

(0) Calculo 1 (t) ( )

14
t—)O t
(_I f(xo+at,yo+bt)—f(x0,¥o0)
t—)O t
— lim f[(Xo > }/o) +t- (a,b)] - f(Xo 7y0)
t—0 t
_ fim (Pt t:7) = f(Fo) W q(P ). (11)
t—0 t

Por outro lado, o vetor tangente a curva parametr/zada
v:1l = R3 emt =0, serd dado por:

9 11 of
102 (@, b.g'0) Y (2,5, 500

_ + %(Po) .(0,0,1), (12)
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continuando...

Observacio

isto é, o vetor v'(0) € paralelo ao plano m, pois um seu vetor
diretor, a saber, o vetor (0,0,1), € paralelo a um dos vetores
diretores do plano w, no caso, é coincidente.

Deste modo podemos identificar o niimero real ?(PO), com o
|4

coeficiente angular da reta tangente a representagdo geométrica do
grdfico da curva parametrizada diferencidvel v : | — R3, que estd
contida no plano w, em t = Q.

Mas, como visto no Cdlculo 1, sabemos que o coeficiente angular
da reta tangente é dado por tan(a,), onde o, € 0 dngulo que a
reta tangente, que esta contida no plano &, faz com a reta passa
pelo ponto v(0) e tem a direcdo do vetor V # 0, que também esta

contido no plano .
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Conclusao: geometricamente, as consideracées acima podem ser
caracterizadas na figura abaixo:
of
—(P,) = tan(ay) . 13
2 (P2) = tan(ac) (13)
t
t Q E— —
x
Vs
/
Pa Ry
s v a,b
y ¥
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Consideremos a fungdo f : R? — R dada por

F(x,y) =2 —xy+5y, para (x,y) €R2.  (14)
of .. (3 4 :
Calcular: 8—‘7(P0), onde V = <5 , —5> eP,=(-1,2). (15)

Resolucao: observemos que

@

ou seja, o vetor V é unitdrio, assim:

(15)

8—{,(Po)(2|im f(Po+t-vV)—1f(Po)
ov t—0 t
3 4
Fl= A2 2TV (-
T N e | BT
=" lim
t—0 t
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3 4
fl-1+=-t,2—=t)—f(-1,2
+5’ 5) (-1.2)

= lim
t—0 t

36 21
13— —t+—t") -1
(14) <3 5 +25 ) 3 ) 36 21 36
[im =lm({—-—+—=1t) = .

t—0 t t—0 5 25 5
of
Logo, pela Defini¢do acima, existe 8V(P°) e
of 36
S PY)=—2 16
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Observacido

Observemos que, no Exemplo acima, para )x,y) € R?, temos que:

Vi, y)= (Gea9), 5069 ) 0= @x =y, —x+5), (1)
assim: V(P,) ‘2 vr(=1,2) @ (~4,6). (18)

Notemos que:

VF(P.)e 7 (18) e (15) (—4.6)e (3 4) _ -2 2

5 5 5 5
36 (16) Of
A
ou seja:
of .
%(PO) — Vf(Po) oV.

O que ocorreu no Exemplo acima é geral...
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Teorema

Sejam A C R? aberto, ndo vazio, de R?, P, = (X0 ,Y0) € A,
f:ACR? — R uma fungio e V = (a, b) um vetor unitdrio de V2.
Se a fungdo f é continua, com derivadas parciais de 1.a ordem
continuas em P,, entdo a funcdo f admitira derivada direcional no
ponto P,, na direcdo vV e

of

(o) = VF(Po) e 7. (19)

Observacao

| A

Vale o analogo do Teorema acima, para uma fun¢do a valores
. . L , aberto
reais, de n varidveis reais, isto €, sef : A C R" — R.
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Observacio

Sejam A um subconjunto aberto de R?, P, € A, f : A— R uma

funcdo continua, com derivadas parciais de 1.a ordem continuas no
aberto 5 .
ponto P, e y: 1 C R — R“ uma curva parametrizada

diferencidvel, satisfazendo
v(to) = Py, to €1, com~'(to) # O,

cujo traco da curva parametrizada ~y : | — R? esteja contido em
uma curva de nivel associada a fungdo f.

Suponhamos que ~y(t) = (x(t),y(t)), para tel, (20)
como g(t) = f[y(t)] = constante, para te€l, (21)
Como as funcées f e 7 sdo diferencidveis em P, e t,,

respectivamente, segue, da regra da cadeia, que a funcdo
g = f oy serd uma fungdo diferencidvel em t,.

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



continuando...

Derivando, em relacdo a t, a equagdo (20), obteremos, pela regra
da cadeia, que:

02 g/(t) = & (Fo1)(t0) = & {Fl(x(8) Y]}

t=to

regra da cadeia £l(x(to) 5 y(to))] %(to) a4 fy[(x(to) Ly (to))] %(to)

= V()] #1' (1) 7 (el (e e )

[l (o)l
= 7' (t) | Vv (to)] o V,
7' (t)

onde v = ———"_.
v/ (to)l
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Observacao

Por construcdo, o vetor Vv é um vetor unitdrio de V2.

Como ||v'(t,)|| # 0,
deveremos ter Vf[vy(t,)] e V=10,
ou seja, os vetores Vf(P,) e v'(t,) sdo ortogonais, ou ainda, o
vetor gradiente da fun¢do f no ponto P,, é ortogonal a curva de
nivel associada a fungdo f, que contém o ponto P, (figura abaixo).
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o Conclusao: a derivada direcional da funcdo f no ponto
P, = 7(t,), na direcdo do vetor tangente (unitdrio) a uma
curva de nivel associada a funcdo f no ponto P,, serd nula.

e se VF(P,) # O, como visto na Geometria Analitica, temos

que:
O Po)=V1(Po) o 7 2 [V F(P)]| 7] cos(6)
IV E(P) | cos(6), (22)

onde 6 € [0, 7] € o dngulo entre os vetores, ndo nulos, Vf(P,)
ev.

v
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Coroldrio

|

Sejam A subconjunto aberto, no vazio, de R?, P, = (x5, Yo) € A,
f: ACR? — R uma funcdo continua, com derivadas parciais de
1.a ordem, em P,, satisfazendo

Vi(P,)#£0 e veV?
um vetor unitdrio. Entdo a derivada direcional —(P,) assumird

ov

seu maior valor quando

. VIf(P,)
V= (23)
[IVF(Po)II
e a derivada direcional —(P,) assumird seu menor valor quando
MR
V= (24)
VPN

. . . of , o
Finalmente, a derivada direcional —(P,) serd nula se o vetor v for

14
um vetor tangente (unitdrio) a curva de nivel f(P,), associada a

funcdo f, ou seja, a curva parametrizada v: | CR — A C R2, tal
ue flv(t)] =f(Py), para tel.
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Observacio

2
\
z |

Vale o analogo do Coroldrio acima, para fungdes a valores reais, de
aberto
n variaveis reais, isto €, suponhamos que f :A C R" - R €

uma funcio continua, com derivadas parciais de 1.a ordem
continuas, em P,, com

f(P)#0 e veV"
um vetor unitdrio. Entdo a derivada direcional 0yf(P,) serd
maxima se, e somente se,

. VF(Po)
Lo IVE(P)II
sera minima se, € somente se,
o Vf(Po)
IVEA(PS)I

e serd nula se o vetor Vv é um vetor (unitdrio) tangente a
hiper-superficie de nivel f(P,), associada a fungdo f.
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Observacao

Como a derivada direcional pode ser interpretada como o
coeficiente angular da reta tangente a representagdo geométrica do
grdfico de uma fungdo a valores reais, de uma variavel real, segue
que ela, em um certo sentido, nos fornece o crescimento (ou
decrescimento) da fungdo.

As conclusées do Corolario acima, nos dizem que, estando em um
ponto P, do dominio da funcao f, a direcao e sentido que
devemos tomar para que a funcdo f cresca mais rapidamente, é
direcdo e sentido do gradiente da funcao f em P,.

Por outro lado, a direcio e sentido que devemos tomar para que a
funcdo f decresca mais rapidamente, é a direcdo e sentido oposto
do gradiente da funcdo f em P,.

E, finalmente, a direcdo que devemos tomar para que a funcdo f
ndo cresca, nem decresca, isto €, fique constante, € a do vetor
tangente as hiper-superficies de nivel f(P,), associadas a funcdo f
no ponto P,. -
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Observacao
Geometricamente, as consideragoes acima podem ser
caracterizadas pela figura abaixo:
curvas de nivel associadas & fungdo f

f
e
\ \ : [3
Y \ B
\ \ —
A * ~ \
\ h
! 3

fungdo f constante

mater crescimento da fungde |

valor da fungdo f
maior decrescimento da fungdo f
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