‘Superfl’cie parametrizada em R3‘

Definicao

Suponhamos que a funcdo F : A — R3 é dada por

F(u,v)=(x(u,v),y(u,v),z(u,v)), para (u,v) €A, (1)
onde o conjunto A é um subconjunto aberto, nio vazio, de R?>. A
imagem S = F(A) C R3, daremos o nome de superficie parame-
trizada pela funcao F.

v
Observacao

Geometricamente:
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Definicao

Seja S = F(A) C R® uma superficie parametrizada pela funcdo F,
como na Definicdo acima e P, € S.

Diremos que um vetor i € R® é um vetor tangente a superficie
parametrizada S, no ponto P,, se podemos encontrar uma curva
parametrizada diferencidvel, passando, no instante t,, pelo ponto
P,, cujo trago esta contido na superficie S e cujo vetor velocidade
no instante t,, coincide com U, ou seja, se podemos encontrar uma
curva parametrizada diferencidvel

a:l=(to—0,to+6) CR—=R3,
de modo que

a(te) =Po, a(t) €S, para tel e d=a'(t,).
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Geometricamente:

ou seja, o vetor U deverd ser vetor tangente a alguma curva
parametrizada diferencidvel, que passa pelo ponto P, € S e estd
contida na superficie S.
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A seguir, exibiremos dois vetores tangentes a uma superficie
parametrizada no ponto P, € S, particularmente importantes.
Seja Qo = (Uo, Vo) € A, um ponto do conjunto A.

Como o conjunto A é um subconjunto aberto em R?, podemos
encontrar |/, J C R, intervalos aberto de R, de modo que

I x JC A, ou seja, o retdngulo | x J estd contido em A (figura
abaixo).
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Consideremos as seguintes duas curvas parametrizadas, cujos
tracos estdo contidos na superficie parametrizada S = F(A), a
saber:

vy:l =S5,

dada por y(u) = F(u,v,), para uel, (2)
B8:0—S,

dada por ((v) = F(uo,v), para veJ, (3)

que serdo denominadas linhas coordenadas da superficie para-
metrizada S = F(A) no ponto P, = F(u,, Vo).

Geometricamente:
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Suponhamos que a funcio F : A C R? — R3 dada por:
F(u,v)=(x(u,v),y(u,v),z(u,v)), para (u,v)eA, (4)
seja uma func¢ido de modo que cada uma de suas fungdes

coordenadas, a saber, as fun¢bes x,y,z: A — R, sdo fungdes
continuas, com derivadas parciais continuas em A.

Definicao

Neste caso, diremos que a superficie parametrizada S = F(A) é
uma superficie parametrizada diferenciavel.

Com isto temos que as curvas parametrizadas
| 3 . 3
vyl =R e B:J—-R>,

introduzidas anteriormente (isto é, as linhas de coordenadas, dadas
por (2) e (3)), serdo curvas parametrizadas diferencidveis, em

uo €1 e v, € J,

respectivamente.
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Além disso, os vetores tangentes as linhas coordenadas
7:I—>R3 e B:J=>R3, em u,el e vo€ J,

respectivamente, serdo dados por:

v (uo) ) %[F(u, Vo)] .

Def. de derivada parcial (8X 8)/ 0z )

nota(;ao

8 F(Xov_yo) (5)
2 d 4 d
p(vo) = - [F(uo, V] = 5, (xwo, ), y(uo, v}, 2(uo , v))
Def. de derivada parcial % Q %
- (6 (UO7VO)78V(U0aVo)78 (U07Vo)>
nota(;ao a F(Xo ’yo) (6)
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Em particular, os vetores
'Yl(uo) € /B/(Vo)a
dados por (5) e (6), respectivamente, serdo vetores tangentes a

superficie parametrizadas diferenciavel 5:7/-_(/4) no ponto
P, = F(Q,) (figura abaixo).

Flu,ve)

B lve)l =8vFlxg,Yol
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Baseado nas consideracdes acima, temos a:

Definicao

Na situagdo acima, suponhamos que, para cada (u,v) € A,

tenhames 7(w) x B'(v) £ 0 (7
onde x denota o produto vetorial em V'3, ou seja, os vetores v'(u)
e 3'(v) sdo L.I. em V3, para cada (u,v) € A.

Neste caso, diremos que a superficie parametrizada diferencidvel

S = F(A) é uma superficie parametrizada regular de R3.

~—

Observacao

Suponhamos que S = F(A) € superficie parametrizada regular e
a: K — R3, é uma curva parametrizada diferencidvel, cujo traco
estd contido na superficie S e s, € K, onde K é um intervalo
aberto de R. Entdo, o vetor tangente & curva parametrizada

a: K — S, no ponto s,, isto & o vetor a'(s,), pode ser escrito

como combinagdo linear dos vetores (eles sio L.I. em V3)

7' (uo0) e B'(vo),
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Logo, podemos encontrar constantes a,b € R, de modo que
a’(so) =a-v'(up) +b-B'(vo), (8)
onde P, = C“(50) = (X(Uo ) Vo) aY(Uo ) Vo) aY(Uo ) Vo)) )

e a(so) =v(uo) = B(vo), paraalgumu, €l ev, € J.
Geometricamente
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Observacao

Vale observar que, da disciplina de Geometria Analitica, dois
vetores de V3 tém produto vetorial ndo nulo se, e somente se, eles
so L.l. em V3.

Logo, esses dois vetores juntamente com um tnico ponto, geram
um plano em R3.

Em particular, se a superficie parametrizada S = F(A) € regular,
segue que os vetores tangentes as linhas coordenadas sido vetores
tangentes superficie S, que serdo L.I. em V3, isto é, os vetores

7,(Uo) € 6/(V0)7

serdo vetores tangentes a superficie S = F(A), no ponto (u,, Vo) €
sdo L.I. em V3.

Portanto eles, juntamente com o ponto P, = F(Q,) da superficie
S = F(A), geram um dnico plano de R3.

Baseado nas consideragdes acima...
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‘ Plano tangente ‘

Definicao

Na situacdo acima, definimos o plano tangente a superficie
parametrizada regular S = F(A), no ponto

Po = F(Qo) = (x(Uo , Vo), ¥(Uo , Vo) , 2(to , Vo)) »

como sendo o plano de R3, que contém o ponto P, e tem como
vetores diretores os vetores

7' (w) e B'(vo),

que sdo vetores L.l em V3, pois a superficie parametrizada é
regular e eles sdo vetores tangentes a superficie parametrizada
diferenciavel S = F(A), no ponto Qo = (Uo , Vo).
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Observacio

Uma equagio vetorial do plano tangente a superficie parametrizada
regular S = F(A), no ponto

Po = F(Qo) = (X(Uo ) Vo) aY(Uo ) Vo) aZ(Uo ) Vo)) )
pode ser dada, explicitamente, por:
X=P,+t-v"(uo)+s-B'(vo), para t,seR. (9)

O vetor

7' (uo) x B'(vo)
serd dito vetor normal a superficie parametrizada regular
S =F(A), no ponto Q, = (uo, Vo).
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Observacao

Observemos que, na situacdo acima, o vetor

7,(Uo) X ﬁ/(Vo)
serd dito vetor normal a superficie S = F(A), no ponto

Qo = (uo , Vo) € ndo no ponto P, = F(Q,), da superficie
S = F(A) (veja a figura abaixo).

v ug) x B Tive)
4
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Proposicao

Sejam B um subconjunto aberto, ndo vazio, de R3,
P, = (Xo,Y0,20) € B ef: B CR3— R uma fungdo continua,
com derivadas parciais de 1.a ordem continuas em P,, tal que
VF(P,) # 0. o (10)

Ent3o a superficie de nivel f(P,), associada a fungdo f, pode ser
obtida como uma superficie parametrizada regular em uma
vizinhanga do ponto P,, isto € em uma bola aberta Bs(P,), para
algum 6 > 0. Mais precisamente, podemos encontrar um
subconjunto A aberto, ndo vazio, de R2 e uma funcdo
F:ACR? - R3, de modo que S = F(A), seja uma superficie
parametrizada regular, com

f(P,)eS e f[F(u,v)]=f(P,), para (u,v)eA. (11)
Além disso, o vetor Vf(P,) (que ndo € o vetor nulo) é um vetor
normal (ou ortogonal) a superficie parametrizada regular S = F(A)
no ponto P, isto é, a superficie de nivel da fungdo f, de valor
f(Ps), que contém o ponto P,.
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Observacao

No caso acima, uma equagdo geral do plano tangente a superficie
parametrizada regular S = F(A), no ponto P,, serd dada por:

£e(Po) (x = xo) + 1, (Po) (¥ — o) + fz(Po) (z = 20) = 0, (12)
ou, P€S se esomente se VI(P,)e(P—P,)=0, (13)
onde P = (x,y,z) € R,

Apliquemos as ideias acima aos:
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Exemplo

N
\
\
z |

Seja S uma superficie que € o grafico da equacdo

x?yz+43y>=2x2z> -8z, para (x,y,z) €R3, (14)

ou, S={(x,y,z)eR®; x*yz+3y*=2x2>-8z}. (15)

© mostrar que, em alguma vizinhanga do ponto
P,=(1,2,-1) €S, a superficie S pode ser obtida como
uma superficie parametrizada regular;

@ encontrar uma equagdo geral do plano tangente a superficie S
no ponto P, = (1,2,—1) acima;

© encontrar uma equacio vetorial da reta normal a superficie S,
no ponto P, acima;

@ a reta normal obtida acima, intercepta o plano &, que tem por
equacdo geral m : x +3y —2z =10 7 Caso afirmativo, em
que ponto se interceptam ?
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Resolucao:
Do item 1.: consideremos a funcdo f : R3 — R, dada por
fx,y,z)=x?yz+3y>—2x224+8z (x,y,z) e R®.  (16)
Notemos que a superficie S, serd a superficie de nivel zero,
associada a func¢ado f, isto é,
5:{(X,y,z)€R3;f(x,y,z)zO}. (17)

Notemos: f(Po)=f(L,2, 1) %) com=Ly=2e==-1

isto é, P,=(1,2,-1)€ S (veja (17)).

0,

Além disso, a fungdo f, dada por (16), é continua, com derivadas
parciais de 1.a ordem continuas em R3 ese P = (x,y,z) € R3:

%(P) ) gx [Xzyz +3y? —2xz2 + 8z] =2xyz — 222, (18)
p

gy(P) = ;y [X%yz + 3y —2x22 +82] =2z + 6y, (19)

%(P) 2 % [x%yz +3y? — 2xz% + 8z] = x*y — 4xz +8. (20)
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of

of of
LOgO, Vf(X,y,Z) = <8X(X7y7z)7ay(x7y7z)78Z(X7y7z))

2xyz — 222, X%z + 6y, X%y — 4xz + 8) , (21)

(21), com x=1,y=2,z=-1

12)09)¢0)

assim: V£(1,2,—1) (—6,11,14) # 0. (22)
Logo, da Proposicdo 0.1 segue que, em uma vizinhang¢a do ponto
P, =(1,2,-1) € S, a superficie S pode ser obtida como uma
superficie parametrizada regular.

Do item 2.: da Proposicdo 0.1, segue que o vetor

@

Vf(P,) =VIf(1,2,-1) —6,11,14),

serd um vetor normal a superficie S, em P, = (1,2,—1) € S.
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Logo, como visto na Geometria Analitica, temos que uma equagao
geral do plano 7 procurado, que indicaremos por 7, tangente a
superficie S, no ponto P,, serd da forma:

T —b6x+1ly+14z+d=0, (23)
onde a constante d pode ser obtida utilizando-se que o ponto
P, =(1,2,—1) pertence ao plano T, isto é,

—6+22—-14+d=0, ouseja, d=—-2. (24)

Portanto, de (23) e (23), uma equagdo geral do plano 7, tangente
a superficie S, no ponto P, = (1,2, —1), sera dada por:

—6x+1ly+14z—-2=0. (25)
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Do item 3.: como o vetor

22
viP,) 2 (—6,11,14)
¢ um vetor normal 2 superficie S, temos que uma equac3o vetorial
da reta, que indicaremos por r, normal a superficie S, no ponto
P,, serd da forma:

r:X=P,+t-VFf(P,), para teR,
ouseja, (x,y,z)=(1,2,-1)+t-(—6,11,14),t e R. (26)
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Do item 4.: seja P = (x,y,z) o ponto onde a reta normal do
item 3. encontra o plano

x+3y—2z=10. (27)
Como o ponto P pertence a reta r, deverd existir t € R, tal que

(x,y,2)=(1,2,-1)+t-(-6,11,14)
=(1-6t,2+11t,—1+141), (28)
para algum t € R.
Para esse ponto P pertencer ao plano m, que tem equac¢ao geral
(27), devemos ter:

(1-6t)+3(2+11t)—2(-1+ 14¢t) =10,

ou seja, t=-1.
Fazendo t = —1 na equag&o (28), temos que o ponto que pertence
a reta r normal e ao plano 7 acima, serd o ponto

P=(7,-9,-15).

Temos agora o:...
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Exercicio

Dada a curva parametrizada diferencidvel v : R — R3, cujas
equacbes paramétricas, sao dadas por:

x=et
y=et , para teR, (29)
z = ﬁt

isto é, y(t) = (et , e‘ﬂﬁt) , para tER, (30)

encontrar uma equagao geral do plano normal ao traco da curva
parametrizada v : R — R3 em t = 0.

Em particular, teremos uma equagao geral do plano normal ao
traco da curva parametrizada v : R — R3 no ponto

Py =~(0) 2 (1,1,0). (31)
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Resolucao: observemos que um vetor normal ao plano normal ao
traco da curva parametrizada v : R — R3 no ponto P, = 7(0),
serd um vetor tangente a curva parametrizada em t = 0, ou seja,
serd o vetor 7/(0) (veja a figura abaixo).

30 -
Mas ~'(t) € (eta—e_t,\/2>> # 0, para teR, (32)
logo a func3o vetorial v : R — R3 é uma curva parametrizada
regular.
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Portanto, o vetor » S
70 0 (1,-1,02)

serd um vetor normal ao plano procurado.
Logo, uma equagado geral do plano normal ao traco da curva
parametrizada v : R — R3, em t = 0, sera dada por:

Lox+(=1)-y+ (V2) z+d =0,
ou seja, x—y+V2z+d=0. (33)

(31), com t= 0(1 1 0) (34)

deve pertencer ao plano procurado, deveremos ter:
1-14+vV2-0+d=0, istoé, d=0. (35)

Portanto, substituindo (35) na equagdo (33), uma equagdo geral
do plano normal a curva parametrizada v : R — R3, em t =0,

serd dada por: X—y+vV2z=0.

Como o ponto P, = 7(0)
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Observacao

Consideremos A um subconjunto aberto, ndo vazio, em R?,
(X0,Y0) €A eg:ACR? — R uma funcdo. Suponhamos que a
superficie S € o grdfico da fungao g, isto €,

S={(x,y.8(x,y) €R’; (x,y) €A} CR>,  (36)
onde a fungdo g € uma fungdo continua, com derivadas parciais de
1.a ordem continuas em A (figura abaixo).

Quest3o: como obter a equacdo geral do plano tangente a
superficie S, no ponto Py = (X0, Yo ,&(X0 , o)), S€ este existir?
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Para responder esta questdo, observemos que se considerarmos a
funcdo f: V=A xR — R, por

f(x,y,z) =g(x,y)—z, para (x,y,z)eV (37)
temos que a superficie S serd a superficie de nivel zero associada a
funcdo f isto é,

{(X7y72)6R3 Xy7 _O} (37) Xy,Z)ER3;g(X,y)—z:O}

= {(X,y,Z) € R3;Z = g(va)} (:) S.
Como a fungio f, dada por (37), é continua, com derivada parciais
de 1.a ordem continuas em V e

of of of
Vf(X,y,Z): <8X(X’y’z)’(%/(X’y’z)’az(x’y’zo
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Logo, da Proposicdo 0.1, segue que este vetor serd um vetor
normal a superficie S, no ponto P, = (X5, Yo, &(X0 s ¥o))-
Portanto, uma equagao geral do plano tangente a superficie S, no
ponto P,, poderd ser dada por (devido a (12) e (38)):

og g B
({)—X(Xo,yo)-x—l—@(xo,yo)'y—i—( )-z+d=0. (39)

Como o ponto P, = (X5, Yo ,&(Xo , Yo)) deverd pertencer a este
plano, cuja equagdo geral é dada por (39), deveremos ter:

og og _
a(xod/o)xo‘ka(xod/o))/o g(X07y0)+d_07

. 0 0
ou seja, d = g(Xo 7)/0) - aii(xo 7}/0) Xo — aif/-(xo 7)/0))/0 . (40)
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Portanto, substituindo (40) na equagdo do plano tangente a
superficie S no ponto P,, isto é, na equagdo (39), obteremos:

Og Og
a(xodlo)x'i‘@(xod/o)y Z+g(X07)/o) a(xod’o)xo
- @(Xm)/o)}/o =0,

o % ~ %% _
ou: Z—g(XoJ’O)"’aX(XOaYO)(X X0)+8y(X07y0)(y Yo) -

Geometricamente:

J o Vi(Po) = ($2(x0 1 ya), §E (xa sy
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Outro modo de tratar o problema acima seria considerar uma
funcdo F : A C R? — R3 dada por

F(u,v)=(u,v,g(u,v)), paracada (u,v)€A. (41)

Geometricamente:

S FIA) Gig
voA e ’/
i s
p—
\\ ,/ *—\‘\—‘ (u,v,glu,v))
\ e \
o) . J—
\ I L ~/
\ — .
|
= - X
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Como a fungdo g é continua, com derivadas parciais de 1.a ordem
continuas em A, segue que a funcdo F também terd essas
propriedades. Além disso,

oF (41) og OF (41) og
ﬁ(u, v) = <1 0, B ( v)) e W(u v) = (O 1, 8V(u, v)),

para (u,v) € A e estes dois vetores sdo, obviamente, L.I. em V3.
Portanto S = F(A) é uma superficie parametrizada regular e o
plano tangente a superficie S = F(A), no ponto (u, , Vo), terd uma
equacdo geral dada no slide anterior.
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De fato, pois as linhas coordenadas no ponto (u,,Vv,) € A, a
saber, as fungdes v: I CR — R3 e 5 : J C R — R3 dadas por

Y(u) = (u, o, 8(u, Vo)) (42)
e B(v)=(vo,v,g(uo,v)), (43)

para u € | e v € J, respectivamente, serdo funcdes diferencidveis
em | e J (que sdo intervalos abertos de R, tais que | x J C A),
respectivamente, e os vetores

+'(u) @ (1,0, gi(u,v)> (44)
e p'(»® (o,l,g‘i(u,v)> (45)

s3o, obviamente, L.I. em V3, para (u,v) €/ x J.
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Em particular, os vetores
3 (00) = (1.0, 55 o ) (46)
e B'(vo)= (0 1 g (uo,vo)>, (47)

poderdao ser tomados vetores diretores do plano em quest3o.
Assim uma equagado vetorial do plano em questdo, serd dada por:

X = (Uo,Vo,8(Uo,Vo))+t-v (o) +t-B'(vo), para t,sE€R

e, por meio desta, podemos obter uma equagdo geral do plano em
questao.
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Resumindo temos, pelo menos, trés modos diferentes de apresentar
uma superficie parametrizada regular, em uma vizinhanga de um
ponto P,, pertencente a mesma, a saber:
@ Se a superficie S é dada como a imagem de uma aplicac3o
F : A C R? — R3 continua, com derivadas parciais de 1.a
ordem continuas em Q, = (U, , Vo) € A, de tal modo que os

vetores
v'(uo) e B'(vo) sdo L.I. em V3,
onde v(u) F(u,vo), para uvel (48)
B(v) = F(uo,v), para veEJ, (49)

sdo as linhas coordenadas da superficie S = F(A), pelo ponto
(uo, Vo), isto é, temos uma superficie parametrizada regular .
Neste caso, uma equagdo vetorial do plano tangente a
superficie parametrizada regular S = F(A), no ponto

Qo = (Uo , Vo) € A, serd dada por:

X=P,+t-v'(uo)+s-B'(vo), paracada t,secR. (50)
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Geometricamente:

f(Po)
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@ Se a superficie S é dada como uma superficie do nivel

f(Ps) = f(Xo, Yo , Zo) de uma fung¢do continua, com derivadas
aberto
parciais de 1.a ordem continuasem B, f: B C R3 - R, de

modo que

VF(P,)# O.
Neste caso, uma equagdo geral do plano tangente a superficie
SC{PeR; f(P)=1f(Po)} . (51)
no ponto P, = (X0, Y0 ,20) € S, serd dada por:

of of of

a(Po) (X_XO)"‘aiy('DO) (y_YO)+£(PO) (z—2,) =0. (52)

Em particular, o vetor Vf(P,), que ndo é o vetor nulo, serd
um vetor normal a superficie S no ponto P,.
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Geometricamente:

4 z L VFI(Pg)

- -.-.x“\
o f ! Y
= |
H\\‘\.-"I
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@ Se a superficie S, é dada como o gréfico de uma funcio
g : AC R? = R continua, com derivadas parciais de 1.a
ordem continuas em A.

Neste caso, uma equacdo geral do plano tangente a superficie
SC{(x,y.8(x,y) €R®; (x,y) € A} (53)

no ponto P, = (X5, Y0 ,8(X0,Y0)) € S, serd dada por:

og og B
a(xo,yo)(x xo)+a—y(xo,yo)(y Yo)—z+8(X0,¥0) =0.
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