’ Maximos e ml'nimos‘

Definicao

Seja f : ACR" — R uma fungdo. Diremos que P, € A é um

ponto de maximo global (ou absoluto) da funcdo fse
f(P)<f(P,), para PcA. (1)

Neste caso diremos que o valor f(P,) € o valor do maximo global
(ou absoluto) da fung¢do f no conjunto A.

De modo semelhante, diremos que P, € A € um ponto de
minimo global (ou absoluto) da fungdo fse

f(P)>f(P,), para P€A. (2)

Neste caso diremos que valor f(P,) é o valor do minimo global
(ou absoluto) da fungdo f no conjunto A.
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Seja f : ACR"” — R uma fung¢do. Temos também a:

Definicao

Diremos que P, € A é um ponto de maximo local (ou relativo)
da funcao 7, se podemos encontrar uma bola

Bs = Bs(P,),
centrada no ponto P, e raio 6 > 0, de modo que
f(P)<f(P,), para P ANDB;. (3)

Neste caso diremos que o valor f(P,) é o valor de maximo local
(ou relativo) da funcao f.
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Definicao

De modo semelhante, diremos que P, € A é um ponto de mini-
mo local (ou relativo) da funcao f,se podemos encontrar uma
bola Bs = Bs(P,) ,centrada no ponto P, e raio 6 > 0, de modo que

f(P)>f(P,), para P€ ANDB;. (4)

Neste caso diremos que f(P,) é o valor de minimo local (ou
relativo) da funcao f.

Observacdo

e Empregaremos o termo extremo global (ou absoluto) da
funcao f no conjunto A.

@ De modo analogo, empregaremos o termo
extremo local (ou relativo) da funcgdo f para designarmos
um ponto do dominio da funcdo f que é um ponto de maximo
ou de minimo local (ou relativo) da fungdo f.
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Exemplo

Considere a fun¢do f : R? — R dada por
f(x,y)=x>+y?, paracada (x,y) e R?. (5)

Encontre, se existirem os extremos globais (ou absolutos) da
funcdo f em R?.

Resolucdo: notemos que, para (x,y) € R?, teremos:
5
f(x,y)(:)x2—i—y2 >0
Logo, pela Defini¢do 0.1 (veja (1)), o ponto
PO i (070)
é ponto de minimo global (ou absoluto) da funcdo f em R? e
0=1(0,0)
serd o valor de minimo global (ou absoluto) da fun¢do f em R2.
Notemos também que a fun¢do f ndo possue maximo global (ou
absoluto) em R2,

(5), com x=y=0

£(0,0). (6)
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A representacdo geométrica do grafico da funcdo f é o paraboloide
de revolucdo, com vértice na origem e " concavidade” voltada para
cima (figura abaixo).
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Observacao

Se uma funcdo f tem derivadas parciais de 1.a ordem em seu
dominio e o gradiente da mesma nao se anula, vimos
anteriormente que, na diregdo e sentido de maior crescimento da
funcao f, perto de um ponto P, do seu dominio, € fornecida pelo
gradiente da fungdo calculada no ponto P,.

Por outro lado, na direcdo e sentido oposto do gradiente da funcio
calculada no ponto P,, teremos o decrescimento mais rapido da
funcdo, perto de um ponto P,.

Baseado nas consideracdes acima tratemos do:

Exemplo

Consideremos o conjunto
Ai{(x,y)ERQ;OSX,OSy,x+y§3ex§y} CR? (7)
e a funcdo f : A— R, dada por

f(x,y) =2x—y, para (x,y) €A. (8)
Encontrar, os pontos de maximo e minimo globais de f em A.
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Resolugao: observemos que a funcdo f é continua no conjunto A
e o conjunto A é um subconjunto compacto de R?, pois é um
subconjunto fechado e limitado em R2.

Logo, de um resultado anterior, segue que a fungcdo f tem maximo
e minimo globais no conjunto A.

A representacdo geométrica do dominio da funcdo f é dada na
figura abaixo:
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Além disso, para (x,y) € A, temos:

of L Of L (8 L
vf(x,}/):8X(X,}/)‘el+ay(x,)/)‘e2(:)2'61—62:(2,_1)-

Como vimos anteriormente, os valores da funcdo f crescem mais
rapidamente (respectivamente, diminuem mais rapidamente) a
medida que se avanc¢a na diregdo e sentido (respectivamente,
sentido contrério) do vetor gradiente da fungio, isto é, do vetor

Vi(x,y)=2-é& - &, (9)

para cada (x,y) € A.
Notemos que, neste exemplo, o vetor gradiente é constante (veja

(9))-
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Assim, das consideracdes acima, podemos concluir que a fungdo
cresce na diregdo e sentido do vetor (9) e decresce na diregdo e
sentido oposto do vetor (9).

Logo pela ilustracdao abaixo podemos perceber que o maximo global

33
da fung¢3do f no conjunto A, é atingido no ponto P, = 5 2> eo

seu minimo global, ocorrerd ponto P; = (0, 3) (figura abaixo)

y

xty=3

Py =1(0,3)

Fungéo decresce mais rapidamente

Fungio cresce maie rapidamente
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Vamos verificar que isto de fato ocorre. Notemos que:

se (x,y) € A, teremos (veja (7)): x+y<3 e x<y,
somando-se estas duas desigualdades: 2x+y <3+y e x<vy,

que é equivalente a: x < 5 e Xy <o, (10)

Logo, para cada (x,y) € A, teremos:

f(X,y)—f<;,2> ® (5 ) [23—2]

ou seja, f(x,y)§f<;,g>, para (x,y) €A,

3 3
isto & to Po= (2,2 11
IStO €, O ponto <2,2> ( )

é um ponto de maximo global da func¢do f no conjunto A.
Slides de SMA354 - CALCULO II
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Notemos agora que, para (x,y) € A, teremos:

Fx,y)—£(0,3) P ox—y—[.0-3 =2x—y+3
de (7) temos: x>0 e 3—x—y>0

=3x+B3—-x—-y) > 0.
ou seja, f(x,y)>f(0,3), para (x,y) €A,
isto é, o ponto P; = (0,3) (12)

é um ponto de minimo global da fun¢do f no conjunto A.
Ovalor maximo global de f no conjunto A sera:

w3 3\®, 3 3_3
f(Po) = <2’2>_22 2 27

e o valor de minimo global da funcdo f no conjunto A, sera:

(12)

fP) 2 £0,3)%2.0-3= 3.
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Observacao

No Exemplo 0.2 acima, também podemos observar que as curvas
de nivel associadas a fungao f, sdo as retas

2x —y =k, paracada keR.

Logo se "andarmos” na direcdo perpendicular as essas retas,
teremos as maiores variacées da funcio f, mais precisamente,
maior crescimento ou maior decrescimento da funcdo f.

A direcdo perpendicular as retas

2x—y="f(x,y)=k

(que sdo as curvas de nivel associadas a fungdo f) é dada pelo
vetor
(2,-1) e R?,

isto €, a direcdo do vetor gradiente da fungdo f (veja (9)) que,
neste caso, é um vetor constante.
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A figura abaixo ilustra a situagdo descrita acima.

2x —y = const. N x
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Nosso objetivo a seguir, serd encontrar todos os pontos de
maximos e/ou minimos locais de uma fung3o de vdrias varidveis
reais, a valores reais.

Para comecar a encontrar tais pontos de maximos ou minimos
locais (ou relativos) de uma fung3o a valores reais, de n-varidveis
reais, temos o:

Teorema

Sejam A um subconjunto aberto em R" e f : A — R uma funcio
que tem maximo ou minimo local no ponto P, € A.

Se as derivadas parciais de 1.a ordem da f existirem no ponto P,,
entdo elas deverdo ser iguais a zero neste ponto, isto é€,

of

o (Po) =0 (13)
para cada i € {1,---,n}, ou seja,

V£(P,)=0. (14)
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@ Em outras palavras, o Teorema 0.1 acima nos diz que se uma
funcdo atinge um maximo ou minimo local( ou seja, um
extremo local) em um ponto pertencente ao interior do seu
dominio e suas derivadas parciais existem neste ponto, entio
o gradiente da funcdo deverd ser nulo neste ponto.

Deste modo, o Teorema 0.1 fornece uma condicdo necessaria
para que um ponto, pertencente ao interior do dominio de
uma fungdo a valores reais, de vdrias varidveis reais, que tenha
derivadas parciais no seu dominio, seja um extremo local da
fungao.

@ Como veremos a seguir, esta condicdo pode nao ser suficiente,
isto €, existem fungbes que tém o gradiente nulo num ponto e
a mesma ndo tem extremo local nesse ponto.
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Baseado nas considera¢des acima, introduziremos a:

Definicao

Suponhamos que f : A C R" — R seja diferencidvel em A, onde o
conjunto A é um subconjunto aberto de R".

Os pontos P € A, tais que Vf(P)=0 (15)
serdo chamados de pontos criticos da funcdo f no conjunto A.

Observacido

Cuidado: notemos que nem todo ponto critico de uma funcdo a
valores reais, de vdrias varidveis reais, € ponto de maximo ou
minimo local da funcdo. Para ver isto, considere a funcdo
f : R? = R dada por

f(x,y) =x>—y?, paracada (x,y)€R?. (16)
Para (x,y) € R?, a f tem seu gradiente dado por:

(16)

[=)]

of L Of N
Vf(X,y):&(X,y)'61+87y(x,y)'62 (2X7_2y)

que somente se anula no ponto P, = (0,0).
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Notemos que o ponto P, = (0,0) ndo é um ponto de maximo
nem de minimo local da fungao f.

A representacdo geométrica do grafico da funcdo f é o paraboloide
hiperbdlico, isto é, a sela, representada na figura abaixo.

ey
ey
Pyl
AL
DRERLIAY
‘::'c,‘o 0

"
ottty

Neste caso temos a:

Definicao

Um ponto critico de uma funcdo que n3o € ponto de maximo e
nem de minimo local sera chamado de ponto de sela da fungao.
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Observacao

© Observemos que um ponto critico P, de uma fungdo f, é um
ponto de sela da fungdo f se, e somente se, em cada bola,
que denotaremos por Bs, centrada no ponto P, e raio 6 > 0,
contida no dominio da fungdo f, podemos encontrar pontos
Py e P>, pertencentes a mesma, de modo que

f(Pl) < f(Po) < f(PQ) .

@ Notemos que, pelo Teorema 0.1, para localizar extremos locais
de uma funcio que tem as derivadas parciais de 1.a ordem
nos pontos interiores do seu dominio, basta restringirmos
nossa atencdo aos pontos criticos da funcdo f, ou seja, neste
caso, os pontos de maximo ou minimo locais da fungdo f, no
interior do seu dominio, estardo entre os pontos criticos da
funcdo f.

Isto serd de grande importancia no estudo dos extremos locais
(ou relativos) de uma funcio a valores reais, de vdrias
variaveis reais, como veremos a seguir.
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Teste do hessiano

Os resultados a seguir nos fornecerdo condicoes suficientes para
decidir se um ponto critico de uma funcdo a valores reais, de varias
varidveis reais, é um ponto de maximo , minimo local ou ponto de
sela da func3o.

Apresentaremos primeiramente um resultado para funcdes a valores
reais, de duas varidveis reais, conhecido como

teste do hessiano.

O caso de funcdo a valores reais, de mais de duas varidveis reais,
serd tratado mais a frente.
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Antes, porém, introduziremos a:

Definicao

Seja f : AC R" — R uma funcio de classe C> em A onde A é um
subconjunto aberto de R" e P € A.
Definimos a matriz hessiana da funcao f no ponto P, indicada
por Hess¢(P), como sendo a seguinte matriz quadrada de ordem n:
O*f P) O*f
aX12 0x1 0Xp,
0*f 0*f
= P) .- P
Hess¢(P) % 8x1( ) 5% 8x,,( ) |- (17)
i o°F
P) --. P).
axn an[( ) 8Xn2( )
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continuando..

O determinante da matriz quadrada (17), serd denotado por
H¢(P) e denominado hessiano da fungao f no ponto P, isto €,
O*f P) O f
6x12 Ox1 Oxp
*f O*f
- P) ... P
) Oxp Ox1 (P) Ox2 8x,,( )| (18)
o%F o°F
P) .. P
B a2z )
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Observacido

Podemos dar a seguinte caracterizagdo para a matriz hessiana
associada a fungdo f : A — R, no ponto P € A, onde esta € de
classe C% em um subconjunto aberto A de R": notemos que a
fungdo gradiente da funcdo f, isto €, a funcdo Vf : A — R, dada

P VIR = (P g (P e (P) . (19)

Como f € C%(A; R), segue que Vf € CY(A; R"), em particular, a
matriz jacobiana associada a transformacdo V£, no ponto P, sera:

= lem)® = )@
P = | 7 (5;;) (P) -+ o <§XZ> (P)
2 (2 2 ()
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continuando...

Observacio

0*f 0*f
L (= I
oxy 0x1 Oxp
Teorema de Schwarz af2 (P) . a2f P (17) H (P)
B Ox2 0x1 Oxo 0xp = eSS ’
o°f o
P) ... P
B a2 ")
Conclusao: Hesse(P) = Jyf(P), para P € A. (20)

y
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Observacao

Suponhamos que a funcdo f : A C R? — R seja de classe C? no
subconjunto aberto A de R? e p € A. A matriz hessiana da funcio
f, no ponto P, sera dada por:

92f 9°f
—(P) XD (P)
(17), com n=2 Ox ed
Hesse(P) 7 =

092f 9°f
— (P —(P

ayax( ) ay2( )
O%f 0*f
ﬁ(P) m(P)

Teorema ie Schwarz . (2]_)

O%f 0*f
— (P —(P
Oxc‘)y( ) 3)’2( )

Logo, de (21), segue que a matriz quadrada Hess¢(P) é uma
matriz simétrica, isto é, [Hesss(P)]" = Hess¢(P), onde Bt denota
a matriz transposta associada a matriz B.
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continuando...

Observacao

|

Além disso, no caso acima (ou seja, n = 2), o hessiano da funcdo
f, no ponto P, sera dado por:

0*f 0*f
Hi(P) 2| 2
o°f o°f

Py 2L

_ O OPF 0*f
-2 2"’)@ fp) - (axa
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Em geral...

Observacao

em geral temos: se f : AC R" — R a fungdo € de classe C% em
um subconjunto aberto A de R" segue, do Teorema de Schwarz,
que a matriz quadrada Hess(P) é uma matriz simétrica, isto €,

[Hess¢(P)]" = Hess¢(P) . (23)

Para classificar os pontos criticos de funcdes a valores reais, duas
varidveis reias, de classe C2 em um subconjunto aberto de R2?,
temos o:
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Teorema

(teste do hessiano - caso n=2) Sejam f : A C R? uma funcio
de classe C%2 em um subconjunto aberto A de R2e P, e Aéum
ponto critico da fungao f isto é€,

Entso: Vf(P,)=0. (24)
0?f .
(1) se He(P,) >0 e @(Po) >0, entdo (25)
o ponto P, serd um ponto de minimo local da funcao f.
0?f
(2) se He(P,) >0 e ﬁ(Po) <0, entdo (26)
o ponto P, serd um ponto de maximo local da funcio f.
(3) He(P,) <0, entdo (27)

o ponto P, serd um ponto de sela da fungdo f.
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Observacao

Podemos demonstrar um resultado equivalente ao Teorema (.2
acima, trocando-se a hipétese

2f 2f
0 5(Po) > 0 em (25) ou (26), por: 8—(Po) >0, (28)

ox? dy?

que as respectivas conclusées permanecerdo validas.

Apliquemos o Teorema 0.2 ao:

Exemplo

Classifique os pontos criticos da funcdo f : R> — R, dada por
f(Xa}/)ix4+y4_2X2_2y27 para (va)€R27 (29)

isto €, encontrar todos os pontos criticos da fungdo f e dizer, em
cada um destes pontos, se a funcdo tem ponto de maximo local,
um ponto de minimo local ou um ponto sela.
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Resolucao:
Observemos que a funcdo f é de classe C* em R?. Além disso,
para (x,y) € R?, temos:

%(X,y) (2:9) ;X (X —|—y 2X2—2y2) —4x3 —4x (30)

g;(x,y) @) ;(X4+y4—2x2—2y2) =4y’ —4y, (31)

9f a [of (30) O 3 )

I —(x,y) = Ix [ax(x,y)] = &(4x —4x)=12x*—4
(32)

9°f (31) O 3y 9

ar 29 4y3 —4y) =12y2 -

8y2(X7Y) [ (x, )] ay( v —4y) y?
(33)

a2f( - 8[81‘
0

(30) 0
By o X, 3 (x,y)} 8y (4x 4x) =0. (34)

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



Vamos procurar os pontos criticos da funcdo f, ou seja,
(x,y) € R?, de modo que:

(0,0) = Vf(x,y)
= <g§(x,y)7 g;(x,y)>

(30) £ (31) (4x3 —4x,4y% — 4y) ,

_ 0=4x3—4x=4x(x—-1)(x+1)
ou seja, 3
0=4y’—4dy=4y(y—-1)(y+1)

=0,1,-1
ou ainda, x T (35)
y=0,1,-1

que nos fornece as seguintes solu¢des:

PL=(0,0), P,=(0,1), P3=(0,-1),
Py=(1,0), Ps=(1,1), Ps=(1,-1), (36)
P; =(-1,0), Pg=(-1,1) Py=(-1,-1).
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A matriz hessiana associada a fun¢do f, no ponto (x,y) € R2,
serd dada por:

o*f 0*f
72()( 3 .y) (X ; y)
(21) Ox Ox dy
Hess¢(x,y) =
0*f 0*f
m(xa)/) 87)/2()(’}/)
(32),(33) e (34) [ 12x% — 4 0
B < 0 12y — 4 ) (37)
Logo o hessiano da funcdo f em (x,y) € R?, serd dado por:
@7 ] 12x% -4 0
Frbey) = 0 12y2—4'
=16 3x*—1) 3y°—-1) . (38)
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Com o teste do hessiano (ou seja, o Teorema 0.2) podemos montar
a seguinte tabela:

2

ponto P He(P) %(P) Classificagdo de P | f(P)

P; =(0,0) 16 >0 | —4<0 maximo local 0
P, =(0,1) -32<0 sela -1
P;=(0,-1) | -32<0 sela -1
P, = (1,0) -32<0 sela -1
Ps=(1,1) 64 >0 8>0 minimo local -2
Pe=(1,-1) 64 >0 8>0 minimo local -2
P;=(-1,0) | -32<0 sela —1
Pg =(-1,1) 64 >0 8>0 minimo local -2
Py=(-1,-1)| 64>0 8>0 minimo local -2
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Observacao

Observe que, pelo item 1. do Teorema 0.2, o ponto P, é um ponto
de mdximo local da funcdo f, mas ndo é um maximo global da
funcdo f em R?.

De fato pois, por exemplo,

72,00 @8 >0=£(0,0) = f(Py).
Porém, os pontos de minimo locais, a saber
Ps, Ps, P3 e P

sdo, na verdade, pontos de minimo globais da funcdo f em R?..
Para a verificacdo destes fatos veja as notas de aula.
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A direita temos a representacio geométrica do grafico da funcdo f
e a a esquerda temos os pontos criticos da funcdo f e a curva de
nivel —1 da fungdo f (isto é, a curva de nivel que contém todos os
pontos de sela da funcio f).

Observacao

O Teorema 0.2 s6 é vdlido em R?, isto é, para funcées a valores
reais, de duas variaveis reais. Situacdes mais gerais (fun¢bes a
valores reais, de duas ou mais varidveis) sio tratadas no Apéndice
das notas de aula.
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